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PRÉFACE. 


Il  est,  dans  l’histoire  des  connaissances  humaines, 
des  époques  où  le  génie , après  s’être  élevé  aux  plus 
hautes  conceptions,  semble  quelque  temps  arrêté 
dans  son  vol  pour  prendre  bientôt  un  nouvel  essor, 
et  se  signaler  par  l’une  de  ces  découvertes  qui  chan- 
gent la  face  de  la  science. 

C’est  ainsi  que  Descaries,  par  l’application  de 
l’Algèbre  à la  Géométrie,  se  fraya  une  route  in- 
connue à ses  prédécesseurs,  et  que  Newton  et  Leib- 
nitz étonnèrent  l’Europe  savante  par  l’invention 
d’une  analyse  bien  supérieure  à la  Géométrie  de 
Descartes. 

Jamais  découverte  n’honoraplus  Tesprit  humain  : 
l’infini,  cet  être  idéal,  parut  soumis  au  calcul,  et 
opérer  des  prodiges.  En  vain  quelques  philosophes 
voulurent  révoquer  en  doute  l’exactitude  d’une 
analyse  aussi  singulière  ; ils  ne  purent  en  contester 
les  résultats , et  ne  fîi’ent  qu’exciter  les  géomètres 
à méditer  davantage  sur  la  vraie  métaphysique  des 
nouveaux  calculs.  Newton,  le  premier,  pénétra 
ce  mystère,  en  considérant  le  Calcul  différentiel 
comme  la  méthode  des  premières  et  dernières  rai- 
sons des  quantités  , ou  autrement , comme  la 
méthode  des  limites  de  leurs  rapports.  D’Alem- 


vj  PRÉFACE 

bert  reconnut  dans  les  idées  de  Newton  la  vraie 
métaphysique  du  calcul  infinitésimal,  et  prouva 
que,  par  la  méthode  des  limites , on  peut  donner 
une  explication  satisfaisante  de  celle  des  fluxions  dé- 
gagée de  toute  considération  de  mouvement,  chose 
étrangère  au  Calcul  diflérentiel.  Postérieurement  à 
d’Alembert,  plusieurs  géomètres,  et  entre  autres 
Cousin,  ont  exposé  dans  leurs  écrits  la  méthode  des 
'limites;  mais  ce  n’est  qu’après  eux  qu’elle  a été 
mise  dans  tout  son  jour,  et  qu’on  a dissipé  entière- 
ment les  doutes  qui  pouvaient  naître  de  la  méta- 
physique spécieuse  de  la  méthode  des  infiniment 
petits,  méthode  qui  peut  être  regardée  comme 
une  espèce  d’abréviation  de  celle  des  limites. 

La  méthode  des  infiniment  petits,  sous  ce  rap- 
port , n’est  plus  qu’un  moyen  expéditif  de  trouver 
les  différentielles  des  diverses  fonctions;  elle  grave 
ces  différentielles  dans  notre  mémoire,  par  des  fi- 
gures géométriques  réduites  au  dernier  degré  de 
simplicité,  et  qui  parlent  plus  à l’imagination  que 
des  idées  abstraites  ; enfin , cette  méthode  devient 
indispensable  dans  les  hautes  parties  de  la  Méca- 
nique et  de  l’Astronomie,  où,  sans  son  secours,  la 
résolution  des  problèmes  deviendrait  souvent  d’une 
extrême  complication  ; aussi  nos  grands  géo- 
mètres, dans  les. parties  les  plus  relevées  de  leurs 
écrits,  ne  craignent  pas  d’y  recourir.  Nul  moyen 
n’est  plus  sûr  pour  nous  faire  distinguer  les  quan- 
tités qui,  suivant  l’ordre  d’infinis  auxquels  elles 
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appartiennent , doivent  être  rejetées  d’un  calcul 
ou  y être  conservées. 

Cette  méthode,  dans  sa  métaphysique  même,  eut 
autrefois  d’ardens  défenseurs,  parce  que  si  l’on  ne 
s’écarte  pas  d’une  certaine  série  de  propositions, 
tout  parait  avoir  la  rigueur  mathématique,  et  sem- 
ble découler  naturellement  d’un  principe  fonda- 
mental. 

Ce  principe  a été  regardé  jusqu’à  présent  comme 
une  espèce  d’axiome;  mais  le  point  de  vue  sous 
lequel  il  nous  fait  considérer  l’infini,  nous  présen- 
tant des  conséquences  difficiles  à admettre,  j’ai  cru 
devoir  le  démontrer,  en  donnant  pour  base  à la 
méthode  des  infiniment  petits  un  autre  principe 
qui,  également  fondé  sur  les  notions  que  nous  avons 
de  l’infini,  satisfait  plus  la  raison  par  l’idée  de 
limite  qu’il  renferme  tacitement. 

Si  la  méthode  des  limites  complète  celle  des  in- 
finiment petits,  en  rectifiant  ce  qu’il  peut  y avoir 
de  défectueux  dans  cette  dernière,  la  méthode  de 
Lagrange  complète  à son  tour  celle  des  limites,  en 
rattachant  les  coefficiens  différentiels  à la  pure  Al- 
gèbre. 

On  peut  donc  considérer  ces  trois  méthodes 
comme  n’en  formant  pour  ainsi  dire  qu’une  seule  ; 
aussi,  en  les  comparant,  recounaît-on  que  les 
principes  qui  en  découlent  leur  sont  communs , et 
qu’il  ne  faut,  pour  les  entendre  toutes,  qu’ajouter 
très  peu  de  choses  à celle  des  limitât.  La  Méthode 
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de  Lagrauge  se  réduit  alors,  eu  quelque  sorte,  à 
uu  théorème  que  j’ai  rendu  extrêmement  facile  par 
les  modifications  que  je  lui  ai  fait  subir. 

Gjmme  dans  mes  autres  ouvrages  en  Mathé- 
matiques , j’ai  développé  toutes  les  opérations , 
persuadé  que  ce  n’est  pas  en  dédaignant  d’entrer 
dans  de  semblables  détails  qu’un  auteur  paraîtra 
doué  de  plus  vastes  conceptions,  et  qu’il  ne  doit 
être  jugé  que  par  la  manière  dont  il  expose  ses 
idées,  et  par  les  aperçus  plus  ou  moins  nouveaux 
renfermés  dans  ses  écrits. 

Une  telle  extension  donnée  aux  calculs  devait 
nécessairement  rétrécir  l’espace  réservé  à l’exposi- 
tion de  la  partie  philosophique  de  l’ouvrage.  J’ai 
cherché  à surmonter  cet  Inconvénient  par  beau- 
coup de  précision,  et  l’on  verra  que  je  me  suis 
constamment  attaché  à rendre  raison  des  procédés 
analytiques,  à suivre  la  marche  d’invention,  et  à 
m’élever  progressivement  des  idées  les  plus  sim- 
ples aux  résultats  les  plus  généraux. 

Dans  les  premières  éditions  de  cet  ouvrage , j’a- 
vais déjà  essayé  d’améliorèr  quelques  parties  du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  soit  en  n’a- 
doptant point  sans  démonstration  quelques  formes 
d’expressions  dont  on  ne  justifie  l’emploi  que 
par  le  résultat  auquel  on  parvient,  soit  en  faisant 
précéder  les  théories  générales  de  réflexions  qui 
en  préparent  rintelligcnce,  soit  enfin  en  y intro- 
duisant des  observations  qui  tendent  à en  lever  les 
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diOicultës.  C’est  ainsi  que  dès  le  début  du  Calcul 
intégral  je  montre  comment  une  équation  étant 
difTérenciée  et  ensuite  intégrée,  on  parvient,  par 
la  considération  des  courbes  , à retrouver  la  même 
constante  que  la  différenciation  avait  fai  t disparaître. 

Dans  cette  quatrième  édition,  qui  est  très  aug- 
mentée, j’ai  complété  les  principes  de  la  différen- 
ciation d’une  fonction  de  plusieurs  variables,  et 
refondu  entièrement  la  théorie  des  asymptotes, 
pour  |a  traiteitevec  plus  de  généralité;  je  me  suis 
beaucoup  étendu  sur  l’intégration  de  l’équation 
des  cordes  vibrantes.  J’ai  déterminé  l’équation  de 
condition  d’intégrabilité  d’une  fonction  de  deux 
variables  et  des  coefficiens  différentiels  qui  en 
dérivent,  équation  d’autant  plus  remarquable  que, 
se  rattachant  au  calcul  des  variations,  elle  sert 
de  base  à la  théorie  des  maxima  et  minima  des 
formules  intégrales  indéterminées. 

Mais  les  additions  les  plus  importantes  que  ren- 
ferme cette  édition  consistent  dans  deux  nou- 
velles parties  que  j’y  al  ajoutées,  l’une  sur  le  cal- 
cul des  différences , l’autre  sur  le  calcul  des  va- 
riations. Ces  matières  ont  toujours  été  réputées 
très  abstraites.  Je  crois  cependant  que,  comme  on 
l’a  fait  pour  d’autres  théories,  ou  finira  par  les 
éclaircir  entièrement.- L’obscurité , en  Mathéma- 
tiques, ne  provient  pas  seulement  d’un  ordre  de 
propositions  mal  établi,  mais  dérive  encore  des 
lacunes  qui,  même  dans  le  meilleur  plan , peu- 
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veut  arrêter  la  marche  de  la  pensee.  Voilà  l’écueil 
que  j’ai  voulu  éviter,  en  cherchant  à lier  entre 
elles  des  propositions  isolées  par  des  démonstra- 
tions dont  l’urgence  se  faisait  sentir. 

Le  calcul  infinitésimal  .se  composant  de  diverses 
théories  qui  souvent  sont  indépendantes  les  unes 
des  autres,  j’ai  cru  devoir  indiquer  par  de  plus  fins 
caractères  les  matières  qui  peuvent  être  supprimées 
aune  première  lecture.  Par  là,  ceux  qui  ne  veulent 
entreprendre  qu’une  étude  peu  ajtjlrofondiç  de  la 
haute  Géométrie  auront  la  faculté  de  ne  parcourir 
que  les  parties  les  plus  élémentaires  de  cet  ouvrage  ; 
tandis  que  ceux  qui  désirent  acquérir  des  connais- 
sances plus  étendues,  après  s’être  familiarisés  da- 
vantage avec  les  principes  , parcourront  avec  plus 
de  fruit  les  autres  parties. 

Quant  aux  Notes  qui  terminent  cet  Ouvrage^ 
elles  se  composent  de  quelques  démonstrations 
nouvelles,  et  de  choses  qui  auraient  pu  entraîner 
des  longueurs,  si  elles  n’eussent  été  traitées  à part. 
Mais  ce  qui  en  forme  la  partie  la  plus  intéressante, 
ce  sont  quelques  théories  importantes  que  j’ai 
beaucoup  modifiées  pour  les  rendre  plus  intelli- 
gibles et  plus  complètes. 
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dP  d’C>  , ,,  dP  . d»Q 
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V>  "*  dr.  ' ’ “ dar  ' (ix* 
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DE,  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ST 


De  la  différenciation  des  quantités  algébriques. 

I . On  dit  qu’une  variable  est  fonction  d’une  autre  va- 
riable, lorsque  la  première  est  égale  à une  certaine  expres- 
sion analytique  composée  de  la  seconde  ; par  exemple  , y 
est  une  fonction  de  x dans  les  équations  suivantes  : 

y = \/ a^  — x',  — J — — , y=b-\-cx''. 

• 

3.  Considérons  une  fonction  dans  son  état  d’accroisse- 
ment, en  vertu  de  celui  de  la  variable  qu’elle  renferme: 
toute  fonction  d’une  variable  x pouvant  être  représentée 
par  l’ordonnée  d’une  courbe  BMM',  fig.  i , soient  AP  = x 
et  PM=j',  les  coordonnées  d’un  point  M de  cette  courbe,  Fig.  i. 
et  supposons  que  l’abscisse  AP  reçoive  un  accroissement 
PP'  = A;  l’ordonnée  PM  deviendra  P'M'  = y.  Pour  obte- 
nir la  valeur  de  cette  nouvelle  ordonnée,  on  voit  donc  qu’il 
faut  changer  x en  a;  ■+  A dans  l’équation  de  la  courijc  ; et 
la  valeur  que  cette  équation  déterminera  alors  pour  sera 
celle  de  y. 

Par  exemple,  si  l’on  avait  l’équation  y = mx^,  on  ob- 
tiendrait y'  en  changeant  ar  en  a:  A et  en  y',  et  l’on 

aurait 

Elénty  de  Cale.  diff.  ' • i 


DE  CALCUL  INTEGRA 


CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 
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2 CALCÜL  mFFfHKNTIEt. 

y = m{x  + hy, 

ou , en  développant , , • 

y = mx'  + xmxh  4-  mA*. 

3.  Prenons  maintenant  l’éqnation 

jr^x^...  (•)* 

et  supposons  que  y devienne  y lorsque  x devient  x + A; 
nous  aurons  donc 

y ={x  + hf  ; 
et,  en  exécutant  l’opération  indiquée, 

y z=i  x^  3x“A  4 3xA’  4 • 

si  de  celte  équation  nous  retranchons  l’équation  (i),  il 
restera 

y ■ — ^ = 3x*A  4 3xA*  + A’  ; 
et  en  divisant  par  A , 

*?L-  — r=  3-t*  4 4 A’ . . . (2), 

ri 

Voyons  ce  que  ce  résultat  nous  apprend  : y — J'  repré- 
sente Paocroissement  de  la  fonction  j en  vertu  de  l’accrois- 
sement A donné  h x,  puisque  cette  différence  y'  — y est 
celle  dn  nouvel  état  de  grandeur  de  à son  état  primitif. 
D’une  autre  part , l’accroissement  de  x étant  A , il  suit  de 

Ui  que  l’expression  rapport  de  l’accroissement 

de  la  fonction  y à celui  de  la  variable  x.  En  considérant  le 
second  membre  de  l’équation  (2) , on  voit  que  ce  rapport  di- 
minue d’autant  plus  que  A diminue,  et  que  lorsque  A de- 
vient nul,  ce  rapport  se  réduit  à 3x*.  ^ 

Ce  terme  3x*  est  donc  la  limite  du  rapport  - ■ ‘’c®! 

vers  ce  terme  qu’il  tend  lorsqu’on  fait  diminuer  A. 

■4  Dans  l’bypotbèse  île  A = o l’accroissement  de  y deve- 
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T*  • » O 

nant  aussi  nul , ■ **  réduit  û ~ > «t  par  conséquent  t’é- 

qudlion  (a)  <ie>  ient  i ’ I 

, - = 3ar’. (3).  ’ 


Cette  équation  n’a  rien  d’absurde,  parce  que  l’Algèbre 
nous  apprend  que  ~ peut  représenter  toutes  sortes  de  quan- 
tités (*).  D’ailleurs  on  conçoit  que  puisqu’en  divisant  les  deux 
termes  d’une  fraction  par  un  même  nombre,  cette  fraction 
ne  change  pas  de  valeur,  il  en  résulte  que  la  petitesse  des 
termes  d’une  fraction  n’influe  eu  rien  $aF  sa  valeur,  et  que 
par  conséquent  elle  peut  rester  la  même  lorsque  ses  termes 
sont  parvenus  au  dernier  degré  de  petitesse,  c’est— à— dire 
sont  devenus  nuis.  ; m ; .1.  ' ',ii 

La  fraction  qui  se  trouve'  dans  Téquatioh  (3)  ^ est  un 

symbole  qui  a remplacé  le  rapport  de  l’aocroissement  dqlà 
fonction  à celui  de  la  variable  ; comme  ce  symbole  né  laisse 

■ .1  * ■ * . V > '■  ' ' • t . )it  » i'f*>  ‘ 

aucune  trace  de  cette  variable,! i'eprésent/l)n|i-lç:_paÿ;  ^ • 


{*)  Pour  le  rcconnallrc,  il  suBSl  de  considérer  les  équations  du  pn.'mier 
dcftré;  en  effet,  tout  ce  qu’on  nous  demande  dansqelje-ct,y=é<,a--j-i, 
c’est  de  trouver  pour  y une  valeur  composée  du  produit  d’un  certain 
nombre  par  a,  et  de  ta  quantité  6.  Or,  ce  tiqinbre  x est  tout-üiait  arbi- 
traire; il  peut  être  égal  i t,  li  S,  h 3,  oti'Sl  toüté  atfffe  quâotl/éTIbmé- 
rique;  et  lea  résultats  a +b,  oa  + b,  3a + b,  etc.,  qu’on  oblicrtdra 
ainsi,  seront  toujours  des  valeurs  convenables  dc^.  Il  n’en  serait  pas  de 
même  slPoU  avilit  une  seconde  éqoatidn  J'— vt'a-vf-fc'cmtte'i-îry^.car, 
. b'—b,  . , r.  - ’ 

en  élimmant  ^,_«n  trouverait^  i vidcur^qui  n c|>  plus  arbi- 

traire , et  qui  devient  ^ dans  le  cas  où  l’on  a b'=  i et  n = a';  mais  alors 

les  deux  équations  se  réduitem  i cotte  soûle  y.xaax  -H  A , et  la  valeur  de 
X,  Comnfe  on  vient  de  le  voir,  devient  une  quantité  indéterminée  qui  se 
présente  ions  la  forme  -•  * . 
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alors  ^ noiM  rappellera  que  la  fonction  était  J et  que  la 

Tariable  était 'ar.  Mais  dy  et  dx  ne  seront  pas  moins  des  . 
quantités  nulles,  et  bous  aurons 

ÿ = 3a:*...  (4). 

^ . dx  I 

^ ou  plutôt  sa  valeur  3x*  est  le  coefficient  différentiel  de 
do: 

la  fonction  J. 

Remarquons  que  ^ éUnt  le  signe  qui  représente  la  limite 

[comme  le  montre  l’équation  (4)]  , dx  doit  toujours 
être  placé  sous  dj.  Cependant,  pour  faciliter  les  opérations 
de  r Algèbre , on  peut  momentanément  faire  évanouir  le  dé- 
nominateur de  l’équation  (4) . et  l’on  a d^  = 3x^dx.  Cette 
expression  3x*dx  est  ce  qu’on  appelle  la  dififerentieUe  delà 

fonction  J.  i q-» 

5 Cherchons  encore  la  différentielle  delà  fonction  a+3x  . 

Pour  cet  effet,  U faut  donc  dans  l’équation  j=a4-3x% 
faire  x = x + h;  et,  en  changeant  jr  en  j-,  cette  équation 

deviendra  . ^ ^ ^ 3^.  + 6a:A  + 3A-, 

Jonc  — fir-f3fe;  égalant  A à léro,  U nous  vient 

h 

‘\r  _ 6a- . Jonc  la  différentielle  cherchée  est  àjr  = Garda:. 

"'"e  Pour  troisième  exemple,  cherchons  la ‘ différentielle 
de  7-  = <wr’  - •.  faisons  x = x-^  h,  et  substituant  nous 

y^ax^+Zax'h+iaxh*  + ah?-l'^i  ' 


donc 


^ ^ 3aar*  + 3axh  -f-  ah^  ^ 

h 


passant  à la  limite,  on  a 
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V (Ix  " 

Tel  est  le  coefficient  différentiel  de  ta  fonction  proposée  ; 
la  différentielle  sera  àjr  = 3ox*dx. 

7.  Proposons-nous^de  trouver  encore  la  différentielle  de 

I ^ 

r= : effectuant  la  division , on  trouve  r=i4-x+x'‘; 

1 — X . • , 

mettant  x + A à la  place  de  x , et  ^ à celle  de  jr,  on  ob- 
tient 

y = 1 -f-x-+-A-^x*-f- aAx -f-  h*, 
et  en  ordonnant  par  rapport  k h,  * ' 

y = I -f-  X -f  x*-|-  (ax  + i)  A + A% 


donc 


>?l^  = ax+H-A; 

' . . dr 

passant  à la  limite , on  a ~=aX’^~i  ; donc  la  différentielle 
de est  (ax  + 0 dx. 

I — X ‘ , 

8.  Prenons  encore  pour  exemple 

jr={x*  — aa*)  (x’  — 3o*)  ; 
développant,  on  a 

J-  = X*  — 5a*x*  -1-  6a<  ; 

substituant  X + A à x et  y k j",  et  ordonnant  ensuite  par 
rapport  à A,  il  vient  ' 


y ^ — Sa’x"  -f-  6a*  + (4x'*  — loa’x)  A 

(6x“  — 5a’)  A*  -J-  4xA'^  A*  ; 


donc 


...  .\x'^  — I ort’x  -f-  (6x’  — 5a’)  A -j-  4xA‘  + A’  :■ 


r 
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passant  à la  limite,  on  a 

f 

^ — I oa'x  ; 

. . Il' 

et  en  multipliant  par  dar,  oo.  trouve  que  la  difiTérentielle  est 
\ • 
dj-  = (4-*^^  — • oa’x)  dx.  I 

9.  L’eipressiôn  dx  est  elle-même  la  differeutielte  de  x; 
car  soit  jrz=x,  on  a y ^ x A;  donc  y — y , et  par 

t 

conséquent  i.  Cojj^qie  la  quantité  h n’entre  pas 

dans  le  second  membre  de  celte  équation,  on,  voit  qœ  pour 

y — y dr 

passer  à la  linûte,  il  sufiSl: de, changer 

donne  ^ = i ; dogac  , dans  hypothèse , dy  = dx. 

^ dx 

ïo.  On  trous'era  de  même  queila  différentielle  de  nx  est 
adx;  mais  si  Ton  avait’ jr  =' <rr  -f  A,  on  obtiendrait  encore 
adx  pour  la  différentielle.  D’où  il  suit  qu’une  constante  b 
qui  n’est  point  affectée  de  x,  né  donne  aucun  terme  à là 
différenciation,  ou,  autrement  d|t,  na  point  de  diHieren— 
tielle. 

On  peut  d’ailleurs  considérer  que  si  l’on  y — b , c’est 
le  cas  où  a est  nul  dans  l’équation  ^ = ax  *|-  ù , et  où  par 

conséquent,  = H-  ,?e  rédwî^nt  a-,^j~  ^ o,  il  n y a ni  li- 
mite ni  différentielle-  ' 

n.  Il  est  à observer  que  quelquefois  l’accroissement  de 
la  variable  est  négatif;  dans  ce  cas,  il  faut  substituer  x— A 
à X,  et  opérer  çorarae  précédemment. 

Ainsi,  pour  trouver  la  différentielle  de  ax?  lorsque  1 ac- 
croissement est  négatif,  on  remplacera  x par  x — A , et 
l’on  aura 

y ax^  — 3ax'h  -f-  3axh^  — uA’  ; 
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donc 

= — 3ar“  4-  3axh  — ah'  : 
h ^ ' •, 

passant  à la  limite,  on  aura  = — 3ax*,  et  par  consé- 
quent = — SaxMa:. 

On  voit  que  cela  revient  à supposer  dx  négatif  dans  la 
différentielle  de  jr  calculée  dans  l’Kypothëse  d’un  aocrahsé- 
nient  positif!  > « 

la.  Avant  qiie  d’aller  plus  loin,  faisons  une  remarque  es- 
sentielle, c’est  que  dans  une  équation  dont  le  second  mena^ 
kre  est  une  fonction'de  .s,  etque  pour  cette  raison  nous:re- 
préwDterons  généralement  par  ^=c^,  si  l’en  cliange  x en 
jr  et  qu’après  avoir  ordonne  par  rapport  aux  puissstpces 
de  h,  où  trouve  le  développement  suivant  ’ 

y ==  A + BÂ  + Cil*  + + etc. 

on  doit  toujours  avoir  j'=A.  En  effet  , si  l’on  fait  h=o,  le 
second  membre  se  réduit  à A;  à l’égard  du  premier  membre, 
comme  nous  n’avons  accentué  j"  que  pour  marquer  que  jr 
éprouvait  un  certain  changement  lorsque  a;  devenait  x-^h, 
il  faudra  lorsque  h sera  nul,  que  nous  supprimions  l’accent 
de  jr,  et  l’équation  (2)  se  réduira  alors  à 

i3.  Ceci  va  nous  donner  les  moyens  de  généraliser  le 
procédé  de  la  différenciation.  En  effet , si  dans  l’équation 
= Jx , dans  laquelle  bn  est  censé  connaître  l’expression 
représentée  par  /x,  on  a mis  a:  4*  ^ place  4^  x , et 
qu’aprës  avoir  ordonné  par  rapport  aux  puissances  de  h,  nn 
ait  pu  obtenir  le  développement  suivant 

— A BA  Cjh*  4“  13k^  4“  etc. , ' 
ou  plutôt , d’après  l’article  précédent , 

y = ^ -f  BA  4- C/j’ 4- etc. , > 
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OQ~aura 

donc 


. cai.C(;l  DirjriaEN  rici/. 
y — =x  Bft  -j-  CA‘  + etc.  ; 

V 

^ y etc.  ; 


1 . • d y . . 

et  en  passant  à la  limite,  B.  Ce  qui  nous  apprend  que 

le  coefficient  différentiel  est  égal  au  coefficient  du  terme  qui 
contient  la  première  puissance  de  h dans  le  développement 
de  f{x-\-h)  ordonné  par  rapport  aux  puissances  ascën- 
dantes  de  A.- 

i4*  Si  au  lieu  d’une  fonction  jr  qui  change  d’état  en  vertu 
de  l’accroissement  donné  à la  variable  a:  qu’elle  renferme, 
on  a deux  fonctions  y et  z-  de  cette  même  variable  x , et 
que  l’on  sache  trouver  en  particulier  les  différentielles  de 
chacune  de  ces  fonctions , U sera  facile  par  la  démonstra- 
tion suivante , d’en  conclure  la  différentielle  du  produit 
2^  de  ces  fonctions.  En  effet , si  l’on  substitue  a:  -f-  A à 
la  place  de  x dans  jr  et  dans  z,  on  obtiendra  deux  déve- 
loppemens  qui,  étant  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
de  A,  pourront  être  représentés  ainsi  : 

I 

y jr  Ah  8A*  -f;  etc. ...  (5) , , 

x'  =s  Z -f- A'A -f-  B'A‘  + etc.. . . (6)  ; 


passant  à la  limite,  on  trouvera 
d^  . dz 


dx 


A. 


dx 


= A'...  (7); 


multipliant  les  équations  (5)  et  (6)  l’une  par  l’autic,  nous 
obtiendrons 

z'y  =r  zjK  + AzA  -|-  BzA“  -f-  etc. 

. -f-  A'j'h  + AA'A’ -1- etc. 

4-  + etc-  i, 

doqc 
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^ = As  + k'j^  -f*  (Bz  + AA'  -t-  B'jp')  h + etc.^ 

passant  k la  limite,  et  indiquant  par  un  poini  l’expression 
qui  doit  être  düTérencice , on  obtiendra 


d.z^ 

dr 


= Az-f  A>; 


mettant  au  lieu  de  A et  de  A'  leurs  valeurs  données  par 
les  équations  (7) , il  viendra' 


d.zj"  _‘z^  ^ 

dr  dr  dr  ’ 


et  en  supprimant  le  diviseur  commun  dx,  ~ ‘ 

' a ^ 

d.z^  = zdj^ +j-dz.  . , , 

Ainsi,  pour  trouver  la  différentielle  d’un  produit  de^ 
deux  variables,  il  faut  multiplier  chacune  par  la  différen- 
tielle de  Vautre , et  ajouter  les  produits. 

i5.  Au  moyen  de  cette  r^Ie,  on  trouvera  facilement  la 
différentielle  d'un  produit  de  trois  variables. 

Soit,  par  exemple,  ^zu  ; faisons  j'z  x^t,  nous  aurons 
donc  d .jzu  = d . tu. 

Or,  d’après  ce  qui  précède,  • . .. 

• > , 
d. tu  = tdu  + “dt  ....  (8) ; 


et  puisque  t =y"z , on  a dt  =_ydz  -f-  zôjr  ; mettant  donc  ces 
valeurs  de  t et  de  dt  dans  l’équation  (8) , elle  se  changera 
CI»  d.y'zu  =yrd«  + urdz+ uzdj'.  . 

On  voit  que  la  même  règle  subsiste  encore  pour  un  pro- 
duit de  trois  variables,  c’est-à-dire  qu’</ fiut  écrire  le  pro- 
duit yzù , et  remplacer  successivement  chaque  variable  par 
sa  différentielle , et  ajouter  ces  produits, 

La  même  règle  a lieu  pour  un  plus  grand  nombre  de  va* 
riables. 


M 
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i6.  La  djfiTérentieUe  d’une  fraction  - : 

• J y' 


car 


supposons  - SS  t , BOUS  ayons  ; donc,  art.-  i4  , 

y 

Az=sjràt-\-  tàjr\  d’où  nous  tirons^d/  =dz  — <d^  ; mettant 
dans  le  second  membre  la  valeur  de  t , il  vient  jrAt  = dz 

■ âj'  ; réduisant  au  même  dénominateur,  on  a 

y • <■■  ■ 


et  enfin 


jdz— zdj<- 
d<=  , — — ou 

y* 


A ^ ^.r 

y y* 


17.  Si  dans  l’éqùatibn  d =j'zdii + *“d^, 
art.  iSycn  divise  tous  ks  termes  par  jau,  on  obtiendra 


d.jzu 


yzu 


, du  dz  d^ 

« Z ' J- 


En  générai,  en  divisant  la  difiërentielled’un  produit  d’un 
nombre  quelconque  de  variables  par  ce  produit.,  on  trou- 
vera 

d.xj'z/u,  étc.  _^dx"  dj’  dz  , dt  du 


xj'zfu^etc. 


^ ^ — I etc*.*.>(9)« 

* r Z / ' U 


Si  x,jr,z,  t,  U,  etc.,  sont  égaux  a x et  en  nombre  m , 
oq  aura  dans  le  second  membre  de  cette  équation  un  nom- 
bre m de  termes  égaux  ù ce  second  membre  se  chan- 

géra  donc  en'- , et  l’équation  (9)  deviendra 

d . JT"  d jr 

X”  X ’ 

et  en  multipUaut  par  x”*,  on  aura 
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d .-jr"  =s  mar"~‘dx.  ' - 

•s  • 

A • . JP 

18.  D*o!i  l’on  peol  conclure  cette  règle  ; îorsqufune  va- 
riable est  élevée  à ,une  puissance  ro  , pour  avoir  la  dijfê-^ 
nnlielle,  il  faulf  i®.  changer^  r exposant  en  coefficient; 
a",  affecter  la  yariable  (f  un  exposant  moindre  d’une  unité; 
V‘.  multiplier  ensuite  ce  produit  par  As.. 

19.  Si  l’exposant  était  fractionnaire  ou  négatif,  la  naème 
règle  aurait  lien.  Pour  démontrer  ce  premier  cas,  soit 

2 ■ ‘ 
jrssx*  ; eh  élevant  les  deux  membres  à la  puissance  q,  on 
auraj^— X?  j donc,  art.  18,  qjrl~'Aj  z=pxf~'àx\  d’où 
l’on  tire 

■ ■ ■ ■' 

xf 

et  comme  xf~'  peut  se  mettre  sous  la  forme  ^ , et  que  de_ 
mèmej^*T‘su:  — , en  substituant  ces  vUeurs,  on  a " 

iy^P^Ux,  - 

■ qy*  X ’, 

et  à cause  de  xfs=y,  l’équation  précédente  se  réduit  à 
' . 'd^  = ^^dx;' 

■ ÿ X ’ _ 

mettant  enSn  pour  y sa  valeur , on  ditient 

* £.  . • 

Ar=e^ix; 

q X . 

.•  n.  . 

et  en  faisant  passer  le  aiviseur  x en  exposant , on  a 


Ay  ^P  x’ 

7 ' 


dx* 
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ce  qui  estJa  même  chose  que  lu  différentielle  dEj"=xi 
^’on  eurait  obtenue  en  faisant  usage  de  la  règle  du  h*  i8. 
Pour  démontrer  le  cas  où  l’exposant  est  négatif,  soit 

y — ce  qui  retient  ; différmiciant  par  la  règle 

des  fractions  j art.  1 6,  nous~  aurons  . ' 

if 

. arM.  I — i.dxi’  . 

dr  tas  — ^ ; ' • ■ 

*'  xrxxf  \ . ■ . 

'et  comme  l’unité  n’a  point  de  différentielle , étant  une  ouns- 

■ d 

tante,  art  lo,  cette  expression  se  réduit  à ; 

effectuant  la  différenciation  indiquée,  art.  18',  on  aura 
d^=  — , et  en  retranchant  l’exposant  2,p  de  l’ex- 
posant P — I,  il  vient  enfin  àj'=xi—p3f~f~'dx , ainsi  qu’on 
l’aurait  trouvé  en  faisant  usage. de  la  règle  du  n”  18,  Con- 
cluons donc  que  cette, règle  a lien,  quel  que  soit  l’exposant 
lie  X,  c’est-è-dire  ^ur  un  exposant  entier,  négatif  ou  frac- 
tionnaire. - 

30.  On  peut  parvenir  imnicdiatemem  à lu  clifféreDtielIc  dvz"  par  lu  con- 
sidération du  binôme,  du  lu  manière  suivante  : faisant  x = x + /i  dans 
jr  = X",  on  obtient 

y=(x4-A)“, 

et  en  développant  par  1a  formule  da  binôme,  on  trouve 

, , ni — 1 . m — ? m — a 

♦^=i"-+-mx"-'n-f.ni‘ . — 1— -f-ctc., 

a 3 9 

retranebant  de  celte  équation  la  précédente,  et  divisant  pur  h , il  reste 
<■ 

y'—r  m — I , . m — i m— a ,, 

- — * -f-  m.— x"“*rt  + TO. . —s — 4-  cic. 

h d a 3 

Pacsant  h la  limite,  en  faisant  hs:Of  on  obtient 


dy 

' s=  mx"^' 
(Ur 


donc  dr'  = ynx’'*"’*d.T  » 


et  en  remettant  la  valeur  de  on  a 
y ^.x*»  rrnê»«-‘dx, 


BIFFÉHENCIATION  OeS  quantités  AEOÉBRIQUF»*. 
ai.  Si  l’on  remplace  les  railicaus  par  des  exposans  frac- 
tionnaires, la  règle  du  n°  i8  pourra  donc  servir  à diffé- 
rencier 'ces' sortes  de  quantités.  Par  exemple,  pour  trouver 

' * i. 

la  différentielle  de  i/z  ; on  écrira’z*  dont  la  différentielle  ' 

Sera  {z  * dz  = ~ ’’  ^ apprend  que  j?our  avoir 

la  d^érentielle  de  la  racine^  carrée  d'une  quantité, v(ii- 
riahle  ^ il  faut  diviser  la  différentielle  de  cette  quantité -par 
le  double  du  radical.  ' 

V ».  % • 

^De  la  différenciation  dune  somme  de  fonctions. 

aa.  Pour  différencier  nne  quântrtèqui  renferme  plusieurs 
ter  mes,.  lé  procédé  serait- bien  long  s’il,  fallait  toujouès  tenir  i- 
la  marche  que  nous  avons  suivie,  en  cherchant  d’abord  la 

valeur  de  y pour  en  déduire  ensuite  celle  de  et 

passer  à la  limite,  en  faisant  %=  o.  Heureusement  que 
lorsqu’on  sait  difiérenoier  en  particiriier  chaque  terme,  on 
peut  suivre  une  voie  plus  simple , jen  vertu  d’un  théorème  * 
qui  se  réduit  à cette  proposition  : la  différentielle  d’une 
somme  de  fonctions  est  égale  à la  somme  des  différen- 
tielles de  ces  fonctions.  . . , 

Pour  le  démontrer,  soient  donc'/,  F,  ete.,  les  signes 
indicatifs  de  ces  diverses  fonctions  dont  se  compose,  et 
supposons  que  nous  ayons 


"'A 


J ~fa  -f  Fa:  + -f  etc., 

dont  il  faille  chercher  la  différentielle. 

Si  nouà  mettons  x -f-  h à ta  pince  de  x dans  ces  fonc- 
tions; comme  par  hypothèse , on  sait  les  développer  chacune 
en  particulier  suivant  les  puissances  de  h,  nous  pourrons 
représenter  le  résultat  par 
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, : , y =fx  -h  Ah  '-i- k’h^ -h 

r ' rfr  Fx  BA  + B'A’ + etc. , - . 

-f-  -f“  ÇA  + C'A*  + etc.  5 

j^ssçmblaiit  les  termes  ihaltipliés  par  les  mêmes  paissances 
de  A,  et  retranchant nous  trouverons  • ^ 

• y_j-  = (à  + B + C)A-f  (A'+B'-f-C')A*  + etc.; 
passons  li  la  limite , ' 


et  d^  = Adx  + Bdx  + Cdir. 


A,  B>  G étant  les  termes  q«i  sont  multipliés  par  la  pre- 
mière puissance  de  A dans  les  développemens  de  /{x-{-h), 
de  F(x-I-A),  et  de  p(sc-f-A),  il  en  résulte  que  Adx 
•■4-Bdx^«4*^^  représentent  la  soimne  des  difiérentieltes  des 
fonctions  proposées. 

23.  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème,  sup> 
-posons  qu’on  ait  à trouver  la  différentielle  de 

**  , < _ = ax'  4-  4-  ; ■ ' ' 

noos  savons,  par  l’article  to , que  la  différentielle  de  ax^  est 
ad  .x*;  et  en  éxéentant,  d’après  l’article  i8^  la  différen- 
ciation Indiquée,  Il  vièfit  û.Sx’dx);  et  en  mettant  le coeiÜ- 
cient  numérique  en  dehors,  on  obtient  3ax*dx.  Ën  agis- 
sant de  même  à l’égard  de  la  constante ‘A*,  on  trouvera 
que  la  différentielle  de  A’x*  est  2A*xdx  ; et  l’article  21 
nous  apprend  que  e'^/x  a de  son  côté  pour  différentielle, 

Ajoutant  donc  ces'  résultats,  nous  trouverons 


<yx 


Snx’dx  4-  20'xdx  4 

ay'x  • 


24-  générai , lorsque  dans  une  expivssion  que  l’on  veut 
difféi'encier ,.  une  constante  entre  comme  facteur  d’une 
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fonction  de  il  faut  diffiérencier  comme  si  oette, constante 
n’existait  pas , et  multiplier  ensuite  par  cette  constante. 

a5,  Si,  au  contraire,  une  constante  n’est  point  affectée 
d’une  fonction  de  x , elle  ne  fournit,  comme  nous  l’avons 
TU  art.  lo,  aucun  terme  à la  différentielle,  . • 

De  la  manière  de  .faciliter  la  differeticidtion  des 
fonctions  compliquées,  et  d éviter  l’opération  de 
r élimination , lorsque  la  jonction  y n’est  pas 
immédiatement  exprimée  au  moyen  de  la  va- 
riable X. 

r 

26.  Quelquefois  ta  fonction  y et  la  variabte  x ne  sont 
pas  données  par  une  même  équation.  Par  exemple,  st  l’on 
avait  les  deux  équations  des  formes  suivantes  j'=yi<,  e^ 

^/=px,  le  premier  moyen  qui  se  présenterait  pour  ob- 

*'  » 

tenir  le  coefficient  différentiel  serait  d’éliminer  u entre 

dx 

ees  denx  équations,  pour  "pouvoir  y appliquer  le  procédé  , 
de  la  différenciation-,  mais,  sans  avoir  recours  à cette  opé- 
ration préliminaire,  on  peut  obtenir  immédiatement  le 

coefficient  différentiel  -th  : cfest  ce  qui, va  être  i‘bbiet  dq  la 
dx 

démonstration  suivante.  , 

Supposons  donc  que  dans  l’équation  u=nfx,  on  mette  • 
X -b  A à la  place  de  x et  qu’alors  u deviênne  u'  = u rf-  k, 
c’est-à-dire  se  compose  de  la  fonction  primitive  et  d’un  cer- 
tain accroissement  (art.  12)  que  nous  représenterons  par  k-, 
admettons  encore  qu’en  substituant  ensuite  u'-f-  é à . la  place 
de  u dans  l’équation  jr=Ju  , la  fonction j^-deviennej-''  ; si, 
en  développant  ces  éonotions  de  u et  de  x par  rapport  aux 
puissances  de  leurs  accroissemens,  la  substitution  de  x -f-  A 
à la  place  de  x dans  la  fonction  u , donne 

u'  — u -j-  qh  q'h*  -f-  q"h^  etc.  ', 
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et  que  l»  substitution  de  u,+*  i la  p'ace  de  m dans  la  fonc- 
tion J")  nous  donne  t ~ 

y = ^ -f- y A* etc.  ; . 

on  obtiendra 


.(lo); 


‘V  ^ c=  O -f-  q'h  q'h*  -4*  etc. 

, ..  ^ ^ P + p'k  + p"k'  4-  etc. 

IMuUipliant  ces  équations  terme  à terme  , on  aura 

•?l^A^=(p-f-y^+y^*+etc.)  (ç-1- j'ft-f-/ft*-f-etc.) . 

’ Le  premier 'membre  de  cette  équation  peut  se  réduire; 

^r  l’accroissement  de  « étant  représenté  par  k , est  donc 

' ■ - ; ""  1 J'  — “ 

égal  à U — U ; par  conséquent  au  lieu  de  — ^ — , 

nous  pouvons  écrire’^  ; et  en  mettant  x — s?  a la  place 
de  h,  l’équation  précédente  devient 

, J 

•^:II^=?(y-l-ÿ'A4ryA’-f-etc.)  (7>+/A-f-p'A*-f  etc.)...(i  i). 

Lorsque  h est  nul , k s’évanouit  aussi  (puisque  u n’à  pris 
Paccroissement  A que  parce  que  x est  devenu  ar  ’+  A)  ; par 
conséquent  dans  le  cas  où  A = o,  qui  est  celui  de  la  limite, 

l’équatioç  (i  i)  se  cbange  en 


:j.-  *'•  I 
I.  i-w 


dr  . . 

-=pç...  (.2), 


’ Pour  déterminer  />  et  il  faut  supposer  A et  A nuis  dans 
lès  équations  (lo) , et  ces  équations  donnent  . • ' ^ 

dr  ‘ du 

du  dx 
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Substituant  ces  valeurs  de p et  de  ÿ dans  l’équation  (ia)> 
on  obtiendra 

fe=4rÿ.,.  (,3>, 

• dx  du  dx  , 

Ce  résultat  nous  apprend  que  si  l’on  a denx  équations 
j'= J" U et  u=^,.et  qu’on  en  lire  les  valeurs  des  coeffîciens 

difierentiels  4^  et  4^,  il  sufiîra  de  multiplier  ces  valeurs 
du  dx  ^ 


entre  elles  pour  avoir  celle  de  —, 


dx 

27.  Si  l’on  a,  par  exemple,  les  équations  ^ = 3u*  et 
U =s  x’  -t-  «X*  ; ,on  trouvera 

djr  „ du  , . , 

' -7^  = ou , — = 3x*  + aux;  . * 

du  dx  , 

donc,  en  multipliant  ces  équations  terme  à terme,  on  ob- 
tiendra 

^ = 6u  (3x*  -f-  2flx)  ±=  6 (x"*  -+■  ux*)  (3x*  -j-  2ox). 

28.  La  formule  (i3)  est  d’un  grand  usage  pour  différencier 
des  quantités  compliquées;  donnons>en  quelques  applica- 
tions. 


1®.  Cbercbons  la  différentielle  de  Jf—  V/u*  — x“;  cela 

se  réduit  à trouver  le  coefficient  différentiel  Pour  cet 

dx 

1^ 

effet,  faisons  a' — x*=u,  alors  ^=y'u  = u»;  et  les  équa- 
tions y —ju  tX.  u==9x,  art.  26,  sont  donc  représentées  ici 

par  jr=ü*  et  par  u = — x*. 

Eu  différenciant  ces  équations,  art.  18,  on  trouve  , 


Elém.  de  Cale.  Dijff. 
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multxptiant  ces  coefficierts >di£férentiels  entre  eux  , on 
tient  • 


ol>- 


— rai — X ' - > 

dx  ' V/«*— ^ 


donc 


— j;dx 


Soit  encore  ^ = (»+  pour  trou.er  la  différentielle, 

faisons  a + l>x”  = « ; nous  aurons  les  équations  jr  — «■, 
M = a + Ax"  ; donc 


du 


ÿ:  '=;=  nu—  = n (n  + *x“)— , ^ = 6mx-"- 


du 


multipliant  entre  eux  ces  coepciens  différentiels,  on  ob- 
tiendra 

^ = ômnx”'-'(a-hàx’')'‘-. 
dx  ‘ ' 

29.  Pour  troisième  exemple,  soit  ^ 

- . .r 


supposons 

donc 


6 — -^  = u...  (i4); 


j-  = (a-f- (>®)  i 

différenciant  l’équation  (i4).  nous  avons 


donc 


, 2cxdx 
du  = -^; 


du  2C 


i dx' 


L’équation  (i5)  donne 


vT<’  '•  V 
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‘b'—  4 ("  + l/w)’ d (û  -I-  .y/u)  = 4 (a  ^ y/^y  . 

a H ’ 

et  en  melUnt  pour  w sa  valeur,  il  vient 


du 


__K“+V^‘-è)’ 


C 

a:® 


v/‘-: 

raultipliaiit  «es  coefficiens  différentiels  entre  enx,on  a eiiHn 

v/~ 

« 

On  pourrait  prendre  encore  pour  exemple 

^ = (a  -f  y/xy,  et  l’on  trouverait 

• dx  2j/x  >’ 

Des  différentielles  successives.  ■ 


3o.  Soit  ^ une  fonction  de  x;  si  elle  est  différenciée',  on 
trouvera  un  résultat  de  la  forme  pdx  {p  étant  une  quantité  * 
qui  peut  renfermer  x)  ; si  p renferme  x,  nous  pourrons 
aussi  différencier^,  et  obtenir  un  résultat  représenté  par 
ydx  ; opérant  de  même  par  rapport  à q,  le  résultat  rdx 
sera  encore  de  la  même  forme,  ainsi  de  suite,  pàx , ql\x, 
rdx,  etc. , sont  les  différentielles  successives  de  j-.  Par 
exemple,  si  jr  = ax'^,  on  trouvera  djr  = 3ax\lx  ; donc 
p = 3ax’.  Différenciant  de  nouveau , on  a ip  = 6oxdx  • 
donc  q = 6ax.  Différenciant  encore  Aq  = 6adx  ; donc 
r=6n.  Ici  la  différenciation  ne  peut us  avoir  lieu,  puisque 
est  une  constante. 
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Les  équations 

(iy  = pàx  donnent,  en  divisant  par  àx,  ^ =p, 

•d/J  = gdx.. 


dq  = rdx. 
etc.  ■ 


da: 
dx 


di  = ^’ 


dx 

etc. 


q étant  obtenu  par  deux  dHTcrenciations  successives  ,*  et 

en  divisant  chaque  fois  par  dx,  nous  représenterons  œtte 

d’r  ■ d“r  , 

opération  par  et  nous  aurons  = y ; de  meme  en 

é c1.2r  U<2T*  ^ 

diiférenciant  de  nouveau  et  eu  divisant  par  dx , nous  aurons 

dV  ... 

-r^  = r;  ainsi  de  suite, 
dx^ 

djf  est  la  différentielle  première  de  ^ , 

. d“j^en  est  la  différentielle  seconde; 

, d'^^  en  est  la  différentielle  troisième; 

etc. 

Théorème  de  Maclaurin. 

3i.  Soit  y une  fonction  de  x;  ordonnons*la  par  rapport 
à X,  et  supposons 

j-  = A + Bx  + Cx*  + Dx’  + Ext  + etc....  (i6), 
nous  trouverons  en  différenciant  et  en  divisant  par  dx, 

^‘=B+aCx+  3Dx*+  4^x^  + etc., 

dx 

1^=....2C  + 2 . 3Dx  ^ 3 . 4Ex* -f- etc. , 
dx* 

= , . 2 . 3D  4-2.3.4Eaf  + etc, , 

dx^  ifc 

«Mc. 
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Représentons  par  (j")  ce  que  devient  jr  quand  x = o, 
' ce  que  devient  ^ quand  x = o, 


par 


ainsi  de  suite;  les  équations  précédentes  nous  donneront 

W = A.  (g  = B,  (S)==c,(g)=.3n. 


d’où  nous  tirerons 


A = W,  B = (g,  C = ;^g).  D = j^(g), 

i 

J 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (i6)  , elle  deviendra 

telle  est  la  formule  de  Maclaurin.  ‘ 

3i.  Pour  première  application,  prenons  J‘  = 
nous  trouverons  en  diBërenciant , 


Ir  = — i.dÇa  + jr) 


a -{•  x’ 
i\x 


{a  + xy  (a  4-  x)* 

d’où  nous  conclurons  ^ =r  — ; — r — r ; 

dx  (a  + x)*  ’ 

-*  t 

dilTérenciant  de  nouveau,  nous  trouverons  successivement 

dy g (a  4- 


dx*  (a  + x)*  (a-)-x)’’ 

dy  2.3  (a  4-^)*  2.3 


dx’’ 


(a  4-  x)s  (rt  4-  xy 


, etc. 


• d y d*7* 

Faisant  donc  x=o  dans  les  valeurs  de  de-f^,  de  -r^  * 

<ix  dx* 


%*> 

% 


•’i 
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d’j- 


de  , etc. , nous  trouverons 


substituant  ces  valeurs  et  celle  de  ^dans  la  formule  (i7)> 
nous  obtiendrons 

' I , 1 !r  • r*  x’  , ^ 

= ’' H — ; 1 + etc. 

a 4-  X a a*  a’  a*  , . 


33.  Pour  seconde appplication , prenons  jr=^ a*+éx  j 
nous  avons  donc 

i. 

y — 

dx  ' ,2y/a>_f_ix 


d’r  ' -- 

3^=-;.j(»'  + 6,)  -4-=- 


1 i 

a . a 


y/  (a*  -j-  Z<x)* 

i ia^-s 


^' ==  I . i .!(«’  + M = -7^=^=^=^=  ; etc.  : 
dx*  » » “ y/(a*4-ix)^ 

'si  nous  faisons  x = o,  ces  valçurs  deviendront 

Ü')— (")  -%dxj~*a’VdxV“  a<  ’VdxV”  ’ ’ 

substituant  dans  la  formule  (17)  ces  valeurs  de  {j),  de 

(ë)  ' (ë)  ' (S) 


bx 


b^x^ 


/ ; U a,  KJ  ^ / ri\ 

y/a*  + 6x  = « + - — g^-+- ^5  - etc. . . . (.8). 

« ' 

34.  Pour  troisième  exemple,  prenons  = (a x)” 
nous  trouverons  en  différenciant , 
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<1^  ■ - 

( dV  ^ • 

OCa  + ^r"’, 

< ■ d^t" 

= m (m  — i)  (wi  — 2)  (a  4-  a:)'""’  ; etc. 

Faisant  x =0,  la  valeur  de  se  réduit  à a™}  donc  (^)  = a"*, 

• ôy“  il*y  ** 

et  celles  des  coelTiciens  différentiels  etc,,  nous 

donnent 

(g)=-»(™-).-,  (fe)= 

m (to — i)  (m  ~ 2)  a"“^j  etc.  ^ 

• Substituant  ces  valeurs  de  , de  etc. , 

dans  l’équation  (17),  on  trouve 

(a  -h  x)"  = o"’  -f-  x + m a'"~‘  x* 

' 2 

I ("» — t)  (m  — 2)  , . 

^ —7- 5 — ■ u”  ^ x^  4*  etc. 

2.3 

« 

De  la  différenciation  des  quantités  transcendantes. 

35.  Les  quantités  transcendantes  sont  celles  qu’alTecleut 
des  exposans  variables,  des  logarithmes,  des  sinus,  des 
cosinus,  etc. 

36.  Proposons-nous  de  différencier  d’abord  a*.  Soit  donc 
X = a*,  changeons  x en  x -|-  A et  ^ en  cette  équation 
deviendra  = a*+*  ou  plutôt  x'  = a*a^. 

Il  faut  donc  développer  cette  expression  par  rapport  aux 
puissances  de  h et  trouver  ensuite  les  termes  multipliés  par 
la  première;  or,  pour  que  u*  puisse  se  développer  par 
la  formule  du  binôme,  je  ferai  a = i 4*  et  par  consé- 
quent a*  deviendra  ; 

5 

’r-,  ■;  ' s: 


.•S'  - ■' 


*'V  i 

’ • r “ 
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(i4.Z»)‘=i+A^+A(â— I)(l— 2)^  . < 

I 1*2  . 2 • V ' 

-f.  ^(A_  I)  (ft_2)(A_3)— ~ 4-efe.. . (ig). 

On  peut  trouver  les  termes  multipliés  par  la  première 
puissance  tle  h sans  former  tous  les  produits  indiqués  par  le 
second  mentbre  de  l’équation  (19).  Pour  cela  on  s’apereevra 
d’abord  que  les  termes  qui  contiennent  la  première  puis- 
sance de  h dans  le  second  et  dans  le  troisième  terme  de  l’é-' 

b b* 

quation  (19)  sont  - A et  — A.  A l’égard  des  autres,  nous  remar- 

-4  12 

querons  que  si  dans  un  produit  tel  que  A (A — i)(A — 2) 

(A  — etc.,  la  partie  (A  — 1)  (A — 2)  (A  — 3) , etc. , est 
composée  de  n facteurs,  son  développement,  d’après  la 
théorie  des  équations,  sera  de  la  forme  A"  -J-  AA"“ ‘ -f-  • 
BA*"*.. . -|^  MA -f- N,  c’est-à-dire  qu’on  aura 

A(A— I )(A— 2)(A-3)  . . . =AtA*-l-AA*- . . . +M  A +N). . .(20), 

ou,  en  ex  'culant  l’opération  indiquée  par  le  second  mem- 
bre, il  vient 

A(A—  i)(A  — 2)(A— 31...  =A"+'-1-AA«...  +MA“-1-]NA, 

et  l’on  voit  que  le  terme  qui  contient  la  première  puis- 
sance de  A dans  le  produit  A (A — i)  (A  — 2)  (A — 3),  etc., 
sera  NA.  Examinons  maintenant  comment  se  compose  le 
coefficient  NrOr,  l’Algèbre  nous  apprend  encore  que  dans 
un  produit  tel  que  (7i  — >)  (A  — 2)  (A  — 3) , etc. , dont  le 
développeme  t est  A"  -f-  A"“‘  MA  -|-  N , le  dernier 

terme  N de  ce  développement  se  compose  du  produit  des 
secondes  partjes  — i , — 2,  — 3,  etc. , des  binômes  A — i , 

A — 2 , A — 3,  etc. , c’est-à-dire  qu’on  a en  général , 

N = — iX  — 2X  — 3X  — 4* 

/ . .,  b‘ 

Ainsi,  en  considérant  le  quatrième  ternie  J~^A(A — i)(A — 2) 
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(le  l’équation  (19)^  nous  voyons  que-le  développement  de  la 
partie  (A  — i)  {h  — 2)  qu’il  renferme  sera  de  la  forme 
A’  -t-  AA  -f-  N et  aura  le  produit  i X — 2 pour  valeur' 
de  N , par  conséquent  la  partie  afiectée  de  la  première  puis- 
sance de  A que  nous  fournira  ce  terme,  sera 
A’  ' ' A», 

en  considérant  ensuite  le  cinquième  terme  de  l’équation  (19), 
011  verra  de  même  que  le  terme  affecté  de  la  première  puis- 
sance de  A qu’il  renferme  doit  être 

j^X(— 1 X — 2X  — 3)A  = _-A; 

et  ainsi  de  suite , de  sorte  que  nous  aurons 


(i-f-A)‘=i-J-^- — —+-2 — -^.etc.^  A -f-  termes  en  A%  en  A’,  etc. 

et  en  remplaçant  (i  -j-  A)  par  sa  valeur  a')  on  aura 
. fb  b'^  \ 

a=t  — 2”~^7  — 7’  "'>  " ■» 

■a  /b  b*  b^  b^  \ 

Iteprésentons  — — -f-  — — ^,etc.^,  par  A,  on  obtiendra 

a"  = 1 H-  AA  + termes  enh’,  en  A’,  etc.  ; 
par  celte  valeur,  l’équation  jr'=a^a'>,  deviendra 
y = ^ + A a*  A + termes  en  A*,  en  A’,  et& 

Si  nous  en  retranchons  l’équation  primitive  a*,  il  res- 
tera y — J-  = Aa*A  -f-  termes  en  A“,  en  A’,  etc.;  passant  à 
la  limite,  on  trouvera 


dx 


Aa'...  (21). 


et  en  rtiettant  la  valeur  de  jr,  on  obtiendra 
d .a* 


a6  ■ cALCftB  dippAbentux.  ' ' * 

La  constante  A dépend' de  a;. car  si  dans  l’cquation 
/ÿ  b' 

' '^=(t“I+3“4  V’  ■ 

on  met  pour  b sa  valeur  a — i , on  trouvera  , 

I 2 3 4 

3n.  Pour  déterminer  la  valeur  de  la  constante  A , clier- 
chons , par  le  théorème  de  Maclaurin  et  à l’aide  des  équations 
(21)  et  (22),  le  développement  de  a*;  nous  avons  donc 

jr  — a*,  ‘ ♦ 

d>-_.Ad.g^_^Aa*d3:_ 
dx*  dx  dx 


dx^' 


= A*a*,  etc. 

Faisons  x=o,  nous  trouverons  (j')=a“=i, 

= = etc.  Substituant  ces  valeurs  dans 

\dx*/  \dxV 

réquation  (17),  nous  tfouvons 

, Ax  , A’x*  AV  _ 

^ 1 — + “1 — ^ "P  etc.  f 

, l l-'x  1.2.3 

faisons  x = cette  équation  deviendra 

Al 

1 

aÂ  =:  , + I — î-  + -4“ô  -4-  etc-i 

1.2  1.2.3  • 

nommons  e le  second  membre  de  cette  équation,  elle  se 

I 

change  en  = e,  d’où  l’on  tire  a = e^  -,  prenant  les  lo- 
garithmes, on  a ‘ ' 
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Jog  a = log  e*  = A log  e; 

A=']2£-»..,  W). 

log  e 


27 


Le  nombre  dont  la  valeur  est  donnée  par  l’équation 

c ï=  1 + I -1 — î — I — + etc. , est  la  base  que  Néper 

1.2  1.2.0  ^ 

choisit  pour  calculer  scs  tables  de  logarithmes. 

Comme  la  série  i -f*  * H — ~ + etc. , est  assez  couver- 

genle,  on  peut  se  borner  à prendre  les  dix  premiers  ternies  . 
de  cette  suite , et  alors  -on  trouve  que  e vaut  environ 
2,7182818.  Si  nous  représentons  par  La  1e  logarithme 
de  a dans  te  système  népérien , nous  aurons  donc  a = 
(2,7182818)*^",  ou  plus  simplement  a = ; donc  log  a 

= Ioge^“  et  l(^a=Laloge;  d’où  nous  tirerons p^=La, 

ce  qui  réduit  l’équation  (24)  à A =La,  et  par  con^quent 
l’équation  (22)  donne 

t ' da^  = a^i\x .ha . . . (25;. 

Des  différentielles  logarithmiques.  • 

38.  Soit  X le  logarithme  de  y dans  le  systèm^dont  la  ' 
base  est  a;  on  a y — a^\  et  l’équation  (21)  nous  donne 
d^‘  = Aa*dx,  d’où  l’on  tire 

t 

dx  = — dz;  ^ . ■ 

Aa*  log  a ^ log  a ’ 

% log  e “ 

et  comme  a-'=_y-,.  et  qiiex  = log^,  l’équation  précédente 
devient  • - 


d.log^-; 


dj-  log  c 
y log  a 


I 


\ * 


■ i ( 

JÇll 


^ - * • . ^ 1.  • • 

■M-  ^ ' 


'■■\j  >*1/ ^ ^ 
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I 

Dans  le  cas  oà  l’on  prend  les  logaritlimes  dans  le  système 
népérien,  la  base  a devient  le  nombre  e (art.  3^) , par  consé- 

• quent  l’on  a — = i ; donc  alors  d . log  j"  = — . 

log  a log  e , • jr 

Des  différentielles  des  sinus , cosinus  et  autres 
' lignes  trigonométriques  J ou  des  différentielles 

des  Jonctions  circulaires. 

3g.  Varc  est  plus  grand  que  le  sinus,  et  plus  petit  que 
♦ ^ la  tangente. 

Fig.  a.  Pour  le  démontrer,  soit  ÂB,  (Ig.  n,  un  arc  qui  a BE  pour 
J sinus  et  DA  pour  tangente,  et  prenons  l’arc  AB'  égal  à l’arc 
AB.  En  considérant  la  corde  BB'  comme  une  ligne  droite, 

BB'  est  plus  courte  que  l’arc  BAB'.  Donc  la  droite  BE, 
moitié  de  la  corde  BB',  est  plus  courte  que  l’arc  BA , • 

moitié  de  l’arc  BAB';  d’où  il  résulte  que  |e  sinus  est  moindre 
que  l’arc,.  / 

Pour  démontrer  que  la  tangente  est  plus  grande  que  l’arc, 
nous  avons 

Aire  du  triangle  DD'C  > aire  du  secieur  B AB'C  j 
otf , en  mettant  les  expressions  géométriques  de  ces  aires, 

DD'  X i AC  > arc  BAB'  X ï AC; 
supprimant  J AC  de  part  et  d’autre,  il  reste 
DD' > arc  BAB', 

, et , en  prenant  |a  moitié , on  a 

DA  arc  BA. 

4o.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  limite  du  apport 
du  sinus  à l’arc  est  l’unité;  car  lorsque  l’arc  h représenté 
ÿ par  AB  devient  nul , le  sinus  se  confondant  avec  la  tan- 
gente , à plus  forte  raison  le  sinus  se  confond  avec  l’arc  qui 
est  compris  entre  la  tangente  et  le  sinus;  par  conséquent 


? < 
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ôn  a,  flans  le  cas  de  la  limite,  ou  plutôt  ^ 

arcn  ^ A • 

4i.  Pour  trouver  la  dilTérentielle  du  sinus  dont  l’arc  est  x, 
Isupposons  donc  que  cet  arc  reçoive  un  accroissement  h- 
nous  savons  par  la  Trigonométrie  que 

f 

' sin(x  + A)  = sinxcosA+sin  Acosx...  (26), 

Retranchant  de  celte  fonction  son  état  primitif,  et  divisant 
par  l’accroissement  h de  la  variable,  nous  aurons 

sin  (x  4-  h)  — sin  X sin  x cos  h + sin  A cos  x sin  x 

A ~ A 5 

Rassemblant  entre  des  parenthèses  les  termes  multipliés  par 
sin  X dans  le  deuxième  membre,  on  trouvera  ' 

sin  (x+A)— sinx  _ sinx(cosA— i)  sin  A cos  x 

A A A "■ 

Quand  A devient  o,  cos  (A  — i)  devient  aussi  nul,  et 
cos(A  — i)  . O - 

se  réduit  a - ; convient  donc  de  mettre  ce 

terme  sous  une  autre  forme  : pour  cela  l’équation  cos’  A 
sin*  A = i me  donne  cos*  (A  — 1)  = _ sin*  A,  ou  cos  (A  — i) 

cos(A-(-i)= — sin’ A;  d’où  je  tire  cos(A — i)zz=—  - 

cos(A-f-i) 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (27),  cette  équa- 
tion devient 

sin(x4-A)— sinx_  . _ sin  A sinA  . sin  A 

Dans  le  cas  de  A = o , — = i et  ^ 2 

A cos  (A  1)  • 

l’équation  (28)  se  réduit  donc  à — ^ = cos  x;  d’où  l’on 
déduit  d . sin  x = dx  cos  x.  ^ 

4».  Dans  cette  démonstration,  le  rayon  des  tables  a été 
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pris  pour  unité  ; mais  si  l’on  voulait  la  difTérenlielle  d’un 
/sinus  dont  le  rayon  serait  a,  au  lieu  d’employer  l’équation  ^ ^ 
(26) , on  se  servirait  de  celle-ci  : 

. , , , sin  Æ cos  A -f- sin  A cos  ar  , 

sin  (x  -f-  A)  = ^ . 


Dans  le  résultat  précédent,  il  faudrait  donc  restituer  la 

COS  oc 

constante  a,  ce  qui  donnerait  d.sinx  = ptiur  la" 

diflërentielle  du  sinus  d’un  arc  dont  le  rayon  est  a, 

43.  On  peut  parvenir  ^ In  différentielle  de  ain  x par  des  considérations 
KIg.  3.  ge'omc'triqnes  ; car  soit  AB,  Cg.  3,  l’are  a-;  BM,  l’arc  A j la  perpendicn- 
làire  BP  sera  donc  sin  x,  et  la  perpendicnlaire  MQ  sera  sin(a;-f-A}; 
cela  posé,  pins  l’arc  BM  = /i  diminue  , plus  l’angle  MBC  tend  h devenir 
droit;  par  conséquent,  dans  le  cas  de  la  limite,  on  peut  considérer 
l’angle  MBC  comme  droit  ; alors  le  triangle  MBD  devient  semblable  au 
triangle  6CP , puisque  dans  cette  circonstance  ces  triangles  ont  leurs 
cdtés  perpendicnlaires;  d’oii'il  suit  qu’on  a la  proportion 

BC:  CP  ::BM:  MD. 


ou 

donc 


r ; cos  x'.l  BM  ; sin  ^x-f-li)  — sin  x ; 

sin  (x  + h)  — sin  x cos  x 

. BM 


Passant  à la  limite  et  observant  que , dans  ce  cas , le  corde  BM  peut 

être  remplacée  par  l’arc  BM=  A,  l'équation  précédente  deviendra... 

d.sin  X cos  x , 

— — =s  — et  en  prenant  le  rayon  égal  a I nniic, 


d.sin  X = dx  ros  x. 


44-  Pour  trouver  la  différentielle  de  cos  x , l’équation 

sin*  X -j-  cos*  X = I ou  plutôt  (sin  2:)  * -f-  (cos  x)*  = i étant 

différenciée  (art.  18) , donnes  sin  xd.sin  x-j-acos  xd.cos x 

= O ; d’où  l’on  tire 

, sinxd.sin.r 

d . cos  .r  = : ^ 

cos  X 


<5; 

'mettant  pour  d.sin  x sa  valeur  dx  cos  x,  art.  4*  > et  rédui- 
sant , on  a d . cos  x = — d.x  sin  x. 
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45.  On  obtient  la  différentielle  de  tang  x en  considérant 


que  tang  x = !Î!LÎ  ; différenciant  cette  équation  par  l’ar- 
* ° cos  X 

ticle  (16) , on  troure 

coSiT  d.sin  a:  — sinard.cosa: 

d . tang  X = ^ ; 

, ' ° cos”  X 

mettant  les  valeurs  de  d.sin  x et  de  d.cos  x,  on  aura 

^cos*  X sin*  x> 


' d.tangx  = ^- 
d.tang  X : 


dx 


-)dx;d 


donc 


cos  X 


cos  X 

puisque  cos*  x -f-  sin’  x = 1. 


46.  On  sait  par  la  Trigonométrie  que  le  rayon  est  une 
moyenne  proportionnelle  entre  la  tangente  et  la  cotangentc, 
et  entre  le  cosinus  et  la  sécante,  ce  qui  donne 

" * . * 

cot  X = , sec  X = . 

tangx  cosx 

En  différenciant  la  première  de  ces  équations  (art.  16) , on 
trouve 


d . cot  X = — 


d.tang  X 


dx 


tang’x 


cos*  X tang’  x 


dx 

sin’  X 


siil 


car  de  l’équation  — = tang,  on  tire  cos  tang  = sin. 

47-  L’équation  étant  différenciée,  donne 


d.séc  X = 


d.cos  X sin  X dx  sin  x 


dx 


cos*  X cos*  X cos  X cos  X 
= tang  X séc  xdx. 

48.  On  déterminerait  de  même  la  différentielle  de  la  co- 
sécante ; car  coséc  x = — ; différenciant  on  a 


d .coséc  X 

I 

~ tangx 


sm  X 
cos  xdx 


cos  X 


dx 


sin’  X sm  X sin  x 
coséc  xdx  — cot  X coséc  xdx. 
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49*  A l’égard  du  sinus  verse,  ep  dificrenciant  l’équation 
sin  verse  x + cos  a:  = i , on  trouve  d . sin  verse  x — 
d.(i — cosar),  et  en  effectuant  la  différenciation,  d.sin 
verse  x = sin  a:da:. 


^De  la  différenciation  de  quelques  jonctions  trans- 
cendantes compliquées. 

5o.  Les  principes  précédons  suffiraient  pour  pouvoir  dif- 
férencier toute  expression  affectée  de  quantités  transcen- 
dantes. 

Soit  jr  = ; faisons  b^  = u,  nous  aurons  ^ = n“ ; dif- 

férencions par  l’art.  (3^)  (équation  nS),  nous  trouverons 


^ — o“La  = ^ = b’=Lb  ; 

du  ax 


donc  (art.  26) 

du  ax  da: 

5i.  Soit  encore  prenant  les  logaritlinies,  on  a 

log  = e log  Z ; donc  d . log  = t»d . log  z log  zdv  ; 
mettant  pour  les  différentielles  logarithmiques  leurs  Valeurs 

, (art  38) , nous  trouverons  , 

! 

^ -1-  logzdt»,  et  par  conséquent 


J 
dz 


Y+logzdi»^,  ou  plutôt  dj'=z*^u.^-}- log  zdi»^. 

Au  moyen  de  cette  différentielle,  on  trouvera  facilement 
celle  de  car  soit  l“  = u,  l’équation  se  réduit  à 

J — rry ; or,  les  équations  et  u = /“,  qui  sont  de 

. même  forme  que  l’équation  dont  nous  venons  de  trouver 
la  différentielle,  donneront 
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; > ' xîr  = z''(o^-|-Iogzd.*),  ^ \ 

dw  = 1“  _ -f.  Jog  • 

Substituant  dans  la  valeur  de  cb  donnée  par  cette  avant- 
dernière  j^uat  ion  celles  de  dv  et  de  o,  nous  aurons 

•b- = **  Y + ^ “ 7 + »og  td«)  J = z‘- 

(^  + u\o^Zj+  log  Z logidu^ 

. Tliwrème  de  Taylor.  ' 


52.  Avant  que  d’aller  plus  loin , nous  remarquerons  que 

dans  le  calcul  différentiel  une  expression  telle  que  — 

signifie  qu’une  fonction  y d’une  ou  de  plusieurs  variabîei 
a été  difierenciee  par  rapport  à la  variable  x-  et  divisée 
par  dx^  par  exemple,  si  l’on  avait  ^ = ax’u’xi , l’expres- 

sion  £ se  déterminerait  en  regardant  n et  z comme  cons- 
tans,  et  en  différenciant  par  rapport  à x çt  divisan  t ensuite  par 
dx  : ainsi  on  aurait  ^=^axu^zi.  On  trouverait  de  même 

j^  = 4ox»zVet  £=3nx*z'«*.  Si  l’on  avait  ^ = x>  + z«, 


dr 

-7—  serait  2X. 
dx 

53.  Si  dans  une  fonction  j de  s,  la  variable  x se  changt 
en  x^  b,  on  fl  le  même  coefficient  différentiel  lorsque  , 
«I  variable  et  b constant,  que  lorsque  b est  variable  et  j 
constant. 

Pour  le  démontrer,  si  dans  l’équation  ^ =/x , „ous  met- 
tons x+hz=x  a la  place  de  x,  nous  aiirobs  r’=fx'-  1-, 
Elém.  de  Cale.  diff.  ^ Z ' 


I 


1 ' ■ '■  > • . 

I ‘ 

1 ^ 

• ■ I.'  ' , . ^ I 

> I . ■ 
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dilTérentielIe  de  sera  égale  à une  autre  fonction  de  a:' 
représentée  par  ^x'  et  multipliée  par  da^'par  conséquent 
iiy  = çx'ix',  ou  en  mettant  pour ’ar'  sa  valeur  a:  A , on 

aura  .■  ^ ’ 

■ ' ày  = p '(x -i- h)  d (x h). 

Or,  le  seul  cliangeiment  qu’apporte  dans  cette  différentielle 
l’hypothèse  de  x variable  et  de  h constant , n’est  -que  dans 
le  facteur  d fx  -{-  h)  ,.qni  se  réduit  à da';.on  a 'donc  alors 

dÿ  = (x h)  dx , ‘ 

d’où  l’on'  tire  . ' ' - - ' •• 

^ = p(ar  + ft)..  . (^9).  ■ • 

Si , au  contraire,  on  fait  x constant  et  h variable,  le  facteur 
d (x  + ^)  se  réduit  à dfc,  et  l’on  a • * ' * 

‘ ■ d^  = p.  (d:  -f-  A)  dft , ’ > 

et  par  conséquent  ' 

’ • •'  (So)  ; , 

égalant  ces  deux  valeurs  de  p (x  -{-  A),  il  nous  vient 

' 3=  521 

-dx.  dA'  . . ► 

Par  exemple, xi  l’çn  avait  j"  = ox\  en  mettant  x -f-  A à la 
place  de  X,  on  trouverait  ; ' 

' et  par  conséquent  1 

■ 52^.  521 

* . • - . dx  ™ dA  ‘ 

' 

54.  Les  équatioi^  (29)  et  (3o)  étant  différenciées  par  rap- 
port à X + A ,,  donnent  encore  les  résultats  égaux 


•1 


\ 
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^ = ip’  (x  4-  h)  (1  (X  -f  A), 


35 


dA 


= p'(jc  + A)d{x  + A). 


^ J 


Faisons  h constant  dans  là  première  éipiation , et  x constant 
^ao8  la  seconde ÿ nous  aurons 


\ d“'i/  ■ 

— = p (x  + A)dx,  -^=^V(x  + A)dA,  , .. 

d’on  nous  tirerons  ' ■ ' ' 

. . .;•.••  .‘v‘ 

dx*  ’dA*' 

On  conclura  par  le  même  .raisonnement  que  pt 

dy_dy  . . y dx‘-dA^,^‘ 

dx»  “■  dAT  ‘ *«de. 

55.  Cela  posé,  soit  y une  fonction  de  x + A;  cette  fonc- 
tion étant  dévelop|)ée  par  rapport  aux  puissances  de  A, 
supposons  qu’on  ait 

, r 

y=t=^  + AA-|-RA*  + CA’  + etc....  f3i),'  ■ 

A,B,Ç,  etc.,  étant  des  fonctions  inconnues  de  x qu’il  s’agit 
de  déterminer.  Pour  cet  effet , en  différenciant  par  rapport 
à A,  et  en  divisant  par  dA,  on  aura 

I dy  ■ • 

^ + 3CA*  -f-  etc.  ; 

différenciant  ensuite  par  rapport  à x et  divisant  par  dx 
nous  aurons  ’ 

dx-dx^^  * + 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  étant  égaux , en 
vertu  de  l’art.  53 , les  secomls  i^embres  seront  identiques  ; 
égalant  donc  entre  eux  les  coefficiens  des  luénics  puissances 
dt  h , on  trouvera 

' • 3.. 


A.. 

I 


. 'iy.' 


. ^ 
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A-ir  u^àA  p_dB  j._dC 

da:’  adar’  3da:’  ^Ax'  ' 

Substituant  la  valeur  de  A,  donnée  par  la  première  de  ôes 

, I d*v 

éqnations , dans  la  seconde,  on  aura  B ^ substi- 

1 à?j  . 


tuant  cette  valeur  dans  celle  de  C,  on  aura  C = ■ _ ^ ^ , 

i.2.3dx*  ' 

ainsi  de  suite.  • ■ ' . 

Au  moyen  de  ces  vsdeurs  de  A,  de  B,  de  C,  etc.,  l’éqna* 
t ion  (3 1)  deviendra 

J r t ■ • - 

OU  en  mettant  pour  j sa  valenr', 

/(a:+ A)=^+g  * + (3=)’ 

I 

ce  qui  est  la  formule  de  Taylor.  ' ' ■ 

^ » 

Application  de  la  formule  de  Taylor  au  déve- 
loppement en  série  de  diverses  fonctions. 


56.  Soit  y''  = a:  -t-  ^ 5 on  a donc  V^x  = x*. 
Donc  ' 

âr  = ■ .i_’_ 

àx  ~Vi’ 

;.  -^=_ix'-=--t-4= 

dx*  „ * , * \/ar’’ 

- ^ = 

dx‘  * 8v/x®’ 

etc.  , 

Substituant  dans  la  formule  de  Taylor,  on  a 

V/x-+-  /i=  X -f  î — — — I 77=^  + ~77=^j 

yx  y x'  y x^ 
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57.  Soit  j'  = sili  (x+  h),  d’où  il  suit  que  = sin  x 
on  peut  donc  former  ainsi  les  coefficiens  différentiels  suc 
cessifs , 


‘b  d’j-  . dV 

dx  ’ dx“  ’ dx’ 


•cosx,  - — - = silix 
dx» 


dx^ 


= cos  Xj  etc.; 


substituant  dans  la  formule  de  Taylor,  on  trouve 

sin  (x  + ù)  = sin  X + cos  X - — sin  x — cos  x — 

• 1.2  2.3 

, . A‘  . A5 

faisant  x = o ; alors  sin  x = o et  cosx=  i , et  ce  déve- 
loppeinciil  se  réduit  à 

A3  A3 

, etc. 


sin  A = A 


2. 3^2. 3. 4. 5 

Si  1 on  prenait  j‘'=  cos  (x+  A),  on  trouverait,  en  opérant 
comme  dans  l’exemple  précédent,  que 

, A*  A* 

‘-■os  A = I 1 . — etc. 

1.2  2.3.4 

58.  Développons  encore  log  (x  -f  A)  ; nous  avons 

y = log  (^  + ^)t  donc  ^ = log  X ; . ‘ 


d^=d.logx  = — , donc  ^ = 

X dx  X 


On  obtiendra  ensuite,  par  des  différenciations  successives, 

^ ^ 2 

dx*~"  X*’  dx3~^’ 

substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  Taylor,  on  a 
log(x-fA)  = logx+^_^  + ^,  et,. 


..V  . 


b 


â •- 


I 


\ 
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59.  On  pourrait  facilemeot,  au  moyen  de  ce{te  formule., 
trouver  la  diiCérenlielIe  d’un  logarithme,  si  cette  formule 
ii’eùt  pas  été  trouvée:  par  la  différenciation,  mais  par  la 
seule  Algèbre  [note  première  (”)].  En  effet , cette  formule 
donne  . ’ ‘ , 

log  (x  -f  A)  — log  X 

h ' 


1 h 

■ + etc.  ; 

X 2X’ 


passant  à la  limite,  on  a 

d.logo: 


’ dx  X ' 

ou  ‘ 

d.loga:=^. 

.1'  ' . . ' . . 
Connaissant  la  différentielle  d’un  logarithme,  il  sera  aisé 

de  trouver  celle  de  a*  ; car  en  faisant-^  = a*,  et  en  prenant. 

les  logarithmes  danslç  système  népérffenî  on  a 

, • Ijy=La*  ou  Ij-=zxLa, 

et  en  différenciant, 


d’où  l’on  tire 


^ = dx  La  , 

J' 

dy  =j-dxLa  = <t^dxLa. 


60.  On  peut  déduire  le  théorème  de  Maclaurin  de  celui 
de  Taylor,  de  la  msmière  suivante  : on  a,  par  le  théorème 
de  Taylor, 

, d.Jx  , d^.fx  h'  d’./x  A'  • 

,/(x+*)=>  + + -aî5-ï3+'"' 

Appelons  {Jx)  ce  que  devient  fx  c^uand  on 'y  fait  x ==  o, 

/d.Jx\  J . ^ d.fx  , • r • • 

( ■ 1 ce  qne  devient  quand  ou  y fait  x = o , ainsi 

J*)  Voyez  les  notes  & la  fin  de  l’Ouvrag?. 


Diqn: 
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(le  suite  pour  les  autres  (^Qicieus  difiërentiels  ; là  formule 
(le  Taylor,  quand  on  fera  x ^ 6,  deviendra  donc 


4-  etc. 


/4=  CA)  + 

Dans  (^Ite  équatâon  , h entre  dans  /"h  comme  S entrait 
dans^,  de  sorte  que  si  l’on  change  h en  x,  fh  deviendra 
fx\  et  comme  il  ne  reste  plus  de  traces  de  x,  ce  «han- 
gement  est  permis,  puisqu’il  importe  peu  de  substituer  une 
lettre  ou  une  autre  à A:  en  faisant  donc  ce  changement, 
on  trouve  . , 

ce  qui  est  le  théorème  dé  Maclaurin. 

t 

De  la  différenciation  des  équations  à deux  va- 
riables. — Expression  générale  de  la  différen- 
tielle de  deux  variables.  — Expression  géné- 
rale de  la  différentielle  de  trois  variables  parmi 
lesquelles  on  en  prend  deux  pour  variables 
indépendantes. 


6i.  Soit 


F(x,  J-)  o..  . (34), 


une  équation  entre  deux  variables.  En  résolvant  cette  équa- 
tion par  rapport  à y,  on  trouvera  yt=s<fx\  imaginons  que 
l’on  ait  substitué  cette  valeur  dans  l’équation  (34) , celle-ci 
deviendra  F (x,  ^x)  = o , ou  pour  plus  de  simplicité 

fx=:o, 

équation  identique,  et  dans  laquelle  tous  les  termes  doivent 


t 
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se  détruire,  quelque  valeur  que  l’on  donne  à x.  Par  exem- 
ple, si  cette  équation  ne  monte  qu’au  troisième  degfé,  on 
pourra  la  représenter  par 

Ax^  + Bx*  + Cx  + D = O , 

et  en  mettant  une  râleur  quelconque  pour  x,  elle  sera  tou- 
jours satisfaite;  donc,  en  mettant  x -f-  A à la  place  de  x, 
on  aura  encore  . , 

A (X  + A)’  + B (x  + A)*  + C (x  + A)  D = O, 

c’est-à-dire  que  si  l’on  a fx'=o,  quel  que  soit  x,  on 
aura  encore  f{x  -f-  A)  = o ; retranchant  de  cette  équation 
celle-ci  ' 

_^=50,  il  restera  f{x'-\-h) — fx=:o-, 

donc  aussi 

. /(x  -f-  A)  — /x 

■ h • 

Or,  , ■ ' • 

/(x  + fl)  =/x  -f  AA  -f-  BA*  + etc. , 

d’où  l’on  tire 

n 

le  premier  membre  «le  cette  équation  étant  nul , on  a 
donc 

d .fx 

A-f-BA-f-etc.  = o;  et*,  passant  à la  limite,  -j^=A  = o, 

et  par  conséquent  d._/x  = Adx  = o,  ou  en  restituant^, 
d . F (x,  = Adx  = o. 

Ceci  nous  apprend  qu’en  regardant  comme  une  fonc- 
tion de  X,  si  l’on  différencie  l’équation  F(x,j>^)=o, on  pourra 
égaler  le  résultat  à zéro;  ce  qui  servira  à déterminer  la 
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valeur  du  coefficient  différentiel  , comme  nous  allons 

dx  V 

le  voir  dans  l’exemple  suivant.  • . ' ; 

Soit  donc 

^ (x,  j-)=rx*  + 3<îr  — ^•*  = 0...  (35); 

différenciant  par  les  procédés  ordinaires,  et  observant  que 
par  la  démonstration  précédente  on  doit  égaler  ce  résultat 
à EÔro,  on  a , *■ 

2xdx  -4-  iaàj'  — = o . . . (36)  ; 

t 

de  cette  équation  on  tire  ^ ' 

dx  — 3a  ‘ 

62,  Si  l’on  compare  le  procédé  qui  nous  a fait  obtenir 
cette  valeur  avec  celui  que  nous  avons  employé  jusqu’à  pré- 
sent , on  verra  qu’en  opérant  d’après  cette  première  mé- 
thode , il  aurait  fallu  d’abord  mettre  l'équation  (35)  sous  la 
forme  y = fx , et  par  conséquent  résoudre  l’équation  par 
rapport  à jr,  pour  en  déduire  ensuite  par  la  différenciation 

la  valeur  de  En  suivant  cette  marche,  nous  trouverions 
dx 

d’abord  , ' . 


et  ensuite,  par  la  différenciation, 


dx 


X 


a»  + x> 


ôy  * 

Cette  valeur  de  ^ se  présente  sous  une  forme  différente  de 
celle  qui  nous  est  offerte  par  l’équation  (37)  ; mais  en  met- 
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taat  dans  l’équation  {3'])  la  valeur  de  J,  celle  équation 
deviendra  < ’ , ' i 


‘b: 

dar 


.r 


V? 


X* 


comme  noua  venona  de  le  trouver.  L’équation  (36)  est  la 
différentielle  première  dé  l’équation  (35). 

Pour  obtenir  l’équation  qui  donne  le  coefficient  différen- 

jI#  y» 

tiel  du  second  ordre,  c’est-à-dire  f divisant  Péqua- 

• V 

tion  (36)  par  dx,  et  faisant  ^ = p,‘  cette  équation  de- 
viendra *■ 

2X  -f-  3ap  > — Tj'p  — o ; ' 

regardant  j'  et p comme  des  fonctions  de  x , nous  aurons, 
en  différenciant,  , 

adx  -f-  3fldp  — — sfpdj'  = o ; , 

* V * 

divisant  par  dx  'ct  metlant  p à la  place  de  l viendra 

I 

d’où  nous  tirerons  ' ' ■ 

^ = (38). 

dx  3a  — ^ 

dy  ’ dp  d”y 

Or,  puisque  p =.^i  aurons  ^ ; mettant  ces 

valeurs  dans  l’équation  (38) , et  faisant  évanouir  les  déno- 
minateurs, nous  obtiendrons 

d*jr  (3fl  — 2J-)  = T.dy'^  — ailx* . . . (3g)  ; 

telle  sera  la  différentielle  seconde  de  l’équation  (35). 
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' / ^ J- 

Pour  avoir  la  dffî’érenlielle  troisième,  ou  fera  — = 7, 

(Ix  , 

et  l’éqttation  (38)  devientlra,  après  avoir  fait  évanouir  le  dé- 
nominateur, ■' 

^aq  — ojrq  = — -a  ; 

on  différenciera  en  regardant  j',  p , q comme  des  fonc- 
tious  de  X , et  l’on  U'ouvera  la- différentielle  troisième,  ainsi 
de  suite. 

63.  Au  lieu  d’employer  les  lettres />,  y,  r,  etc. , pour  effec- 
tuer les  opérations,  on  parviendrait  au  meme  résultat' en  • 
différenciant  l’équation  (36)  et  en  mettant  dj'  pour  la  diffé- 
rentielle dé  J'y  d'y  pour  celle  de  dy,  d^y  pour  celle  de  ’ 
dy,  etc.,  et  en  regardant  dx  comme  constant;  on 
trouverait  de  cette  manière 

adx’  -|-  Sady  — 2dy'^  — ^ydy  = o , 

équation  qui  est  la  même  que  l’équation  (3g). 

64.  Donnons  maintenant  l’expression  générale  de  la  diffé-  ) 
rentlelle  d’une  fonction  f{x,y)  de  deux  variables.  Pour 
cela  représentons  f{x,  y)  par  u\  ifous  aurons,  en  différen-  . ' 

* ' tl  1/ 

ciant  cette  fonction  par  rapport  à x,  le  terme  -j— dx,  et 

dx 

en  la  différenciant  par  rapport  à y,  nous  aurons  ce  second 

hernie  ^dj-;  eu  sorte  que  d./(x,j-)  ou  d«=^dx-|-^dj-; 

mais  si  y est  considéré  comme  une  fonction  de  x,  nous  au- 
rons, en  la  différenciant, 

= ‘ : 'V 


substituant  cette  valeur,  nous  trouverons 


>4 


, du  , . du  dr  , 

du  = — dx  + dx. 

dx  dy  dx 


65.  Si  1’  'on  se  rappelle  le  tbéorème  démontré  article  (a6), 
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OU  verra  que  u étant  considéré  comme  upe  fonction  de  y , 

",  * ^ ^14 

et  r comme  une  fonction  de  x,  le  produit.^  ~~àx  n’est 
, ox 

autre  chose  que  la  différentielle  de  u prise  par  rapport  à x 

renfermé  dans  jr. 

66.  La  différentielle  totale  d’une  fonction  de  x et  de 
étant  donnée  par  l'équation  ■ du  = ^ dx  + ^ à^,  on  a 


du 


du 


^ dx  seront  les  diffcreti- 


nommé  les  expressions  ^ dx,  ^ dj"  les  différentielles 
partielles  de  u. 

De  même,  si  u est  une  fonction  de  trois  variables, x,  jy,  z, 
indépendantes,  nous  aurons 

du  du  du 

du  = dx  + — dj  -f-  — dx  , 
dx  d,;^  dz 

et.  les  termes  ~ dx,  ^ dr, 
dx  àjr  ’ 

tielles  partielles  du  u. 

Passons  à une  fonilioa  ilc  (rnis  variables  x,  y,  z,  parmi  les- 
quelles on  en  clinisit  <]enx  pour  variables  inde'pendanles.  IJn  exemple 
de  ce  cas  se  pnisente  lorsque  dans  IVqaation  f(x,  y,  x)  s=  o d'une  sur- 
face courbe,  oü  dc'terminc  la  variable  z en  donnant  des  valeurs  arbi- 
traires aux  deux  autres  variables,  qui  par  (xla  même  deviennent  des 
variables  indépendantes.  Dans  ecuc  circonstance , z dépendant  de  x 
et  Ae  y , est  une  fonction  implicite  de  res  variables;  il  faut  avoir 
egard  à cela  dans  la  différenciation.  Ainsi  , en  représeiitanl  par  u 
rette  fonction  de  trois  variables,  x,  y z,  si  l’on  vent  en  avoir 
la  diffcrtmticlle  par  rapport  i(  x , cette  différentielle  ne  se  com- 
posera pas  senleinent  de  ^dx,  mais  il  faudra  y ajouter  le  terme 
^ dx , pour  marquer  qu’on  regarde  z comme  dépendant  de  x.  La 
différentielle  totale  par  rapport  à x sera  donc  expiimée  par 
# ' du  , du  dz  , . 

La  différentielle  totale  par  rapport  4 y aura  de  même  pour  expression 
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DIFFÉURNTIAT.  DES  iqTJAT.  A DEUX  VARIABLES.  ^ 
« ' J . flu  di  , 

Si  l’on  ftjoale  la  diffcremielle  prîae  par  rapport  à la  variable  indé- 
pendante X,  i la  ditFerenticIlc  prise  par  rapport  k l’autre  variable  in- 
dépendante f,  on  trouvera  pour  la  différentielle  totale 

et  comme  la  quantité  retafermée  entre  les  parentbèses  n’est  antre  chose 
que  la  différentielle  totale  de  a,  l’expression  que  nons  venons  de  trouver 
se  réduira  à 

du  , .du 

’dr' 

Si  cette  différentielle  totale  était  égale  à aéro,  il  en  serait'de  même  de 
l'expression  (4a),  qui,  S cause  de  l’indépendance  des  variables  x et^, 
fte  décomposerait  en  ces  deux  antres  éqnatîoos 

du  , , du  da  , 

di‘’'-*-d-*dx‘^  = '’’ 


UU  J uu  J du 


du  , drr  da 

T"  dÿ-”^  **  troisième). 

68.  Faisons  maintenant  une  remarque  utile  sur  le  coeffi- 

ér 

cient  différentiel  nous  avons  vu  (art.  5a) , qu’une  expres- 
sion de  ce  genre  indiquait  que  la  fonction  j-  avait  été  diffé- 
renciée par  rapport  à la  variable  x,  et  divisée  ensuite  par  dx; 

d r 

il  suit  de  là  que  si  l’on  a l’équation  ^ = A,  et'qu’on  en  tire 

__A 

’-t^’  ..  : _ - . 

dx  . 

on  ne  peut , sans  démonstration , en  conclure  que 

(Lr  ' 


= A 


dj-’ 


car,  dans  cette  nouvelle  équation,  la  différenciation  n’est 
plus  faite  par  rapport  à x,  mais  par  rapport  à et  l’on 
ne  sait  pas  si,  dans  cette  nouvelle  hypothèse  de  différenciai]^ 
tion,  le  résultat  est  le  même. 
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Pour  lever  cette  difficulté,  ojn  a démontré  (^rt. ,26)  que 

’ de  dedj"  ' , ' 

• ' ’ dx  dj'dx” 

Si  dans  cette  équation  on'  fait  v = x , elle  devient 


d’où  l’on  tire 


àx  dj- 

àj'dx’ 

dx  1 ■ 

dx 

ec  qui  fait  voir  que  le  changement  d’hypotliëse  de  diiféren- 
ciation  s’accorde  avec  l’Algèbre  (iV<Me  quatrikmé). 

'De  la  méthode  des  tangentes. 

69.  On  appelle  ainsi  la  méthode  qm  donne  les  express 
sions  différentielles  des  tangentes,  sous-tangentes,  normales 
et  sous-normales.  Soient  x et  les  coordonnées  d’un  point 
M , bg.  4 I pvis  sur  une  courbe  ; augmentons  l’abscisse. . . 
AP  = X d’une  quantité  PP'  = ù,  menons  l’ordonnée  P'M', 
et  par  les  points  M et  M'  faisons  passer  une  sécante  M'S.  Il 
est  certain  que  plus  PP'  diminuera,  plus  PS  tendra  à se 
confondre  avec  la  sous  - tangente  PT,  jusqu’à  ce  qu’ enfin 
PP'  = h devienne  nul;  PT  sera  donc  la  limite  vers  laquelle 
tendra  PS.  ' 

m.  Cherchons  maintenant  l’es  pression  analytique  de  PS  pour 
en  prendre  la  limite  : les  triangles  semblables  M'MQ,  MSP 
donnent  la  proportion 

M'Q  ; MQ  MP  : PS, 

ou  , M'Q:  h y :PS; 

hy 


donc 


PS 


M'Q' 


» 
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Pour  déterminer  M'Q,  nous  avons 

M'Q  = M'P'  — MP  ; 


47 


donc 


M'P'  = y = /(x+A); 


MP-  = ^+g*  + gil  + e>c. 


D’une  autre  paî  t 

MP  = X. 

Si  nous  rctranclioiis  ces  équations  l’une  de  l’autre,  il  nous 
viendra 

lvrF_MP  ou  M'Q  = ÿ^A4-Ç^  — 4- etc. 

n'T  <1  <»*■  T O ' 


S'  ♦ 


dx  dx*  1 .2 
Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  PS,  nous  trouverons  ' 


PS  = 


«tr  7 , d'j- 

j“  ^ “f”  “ï — — — “f*  ctc- 

rl  *1  *»»•  t O 


dx  ’ ‘ dx*  1 .2 
et  eu  divisant  les  deux  termes  par  A, 


PS  = 


dr  dv  A 


A la  limite,  A = o,  et  PS  se  change  en  PT,  ce  qui  nous 


donne  PT  = ~,  ou  (art.  68)  PT  , ou  plutôt 


dx 


f ûx* 

PT  = y — — = sous-tungcnte  , 


en  représentant  ]>ar  x'et  par  y les  coordonnées  du  point  M. 

70.  Si  à ce  point  M,  lig.  5,  nous  menons  une  perpendi-  Fig.  5. 
ciliaire  MN  sur  MT,  la  sous-normale  sera  PN.  Pour  la  dé-, 
terminer,  nous  aurons 


■•1 

H 
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à 

PT  : PM  PM  : pn, 

ou 

/ d^  . „»  .. 

J • J ••  J • 

donc 

\ 

PN  — y = sous~normàle.  «■ 

da: 

A l’égarci  de  la  tangente  et  de  la  normale , nous  avons 


ou 


ou 


MT=  v'TP'-HPM', 

/ ..dar'*  , ~ , . /dÿ^~!  ’ ' 

tangente  = ^ jr  - = jr  y/  4.  , ; 


. MN  = »/PN! -+- PM% 

normale  = ^ y»  + y*  =,  y + 


^ I . Pour  trouver  l’équation  de  la  tangeqte,  soient  x'ety, 
les  coordonnées  du  point  de  tangence  M ; l’équation  de  la 
droite  MT,  qui  passe  par  le  point  M,  pourra  donc  être  re- 
présentée par  ^ 

' - jr  — y = A..{x  — x').  . 

t 

Dans  cette  équation,  A étant  la  tangente  trigonoiuétrique 
de  l’angle  MTP,  cette  tangente  trigonométrique  aura  pour 
PM 

expression  ; car  on  a 


PT  : PM  I : tangMTP  = ^ -, 


donc 


PM  r' 

lang  MTP  =~=  : 

Pr  sous-tang. 


y , dy 

,àx'~dx’ 

•^dÿ 
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substituant  cette  valeurxle  A dans  l’équation  de  la  tangente, 
cette  équation  devient 

( d 

^ y ■=.  (a:  — x’) , équation  de  la  tangente. 

. dx' 

Celle  de  la  normale  sera  donc  y — y = — ^ 

jippUcation  des  formules  précédentes  à des 
exemples. 


72.  1®.  Trouver  la  sous-tangente  de  la  parabole.  L’équa- 
tiôn  de  la  parabole  étant  y*-  = px,  on  en  tirera,  en  la  difl’é-  • 
rendant , 

zyéty  = pàx, 

et  par  conséquent  . ^ . 

dx  ^y 

Or,  x'  et  y étant  les  coordonnées  du  point  de  tangence,  il 
faudra  donc,  pour  avoir  le  coefiBcient  différentiel  qui  cor- 
respond à ce  point,  accentuer  x et  ainsi  nous  aurons 

— jP  . 
dx'  7.y  ’ 

substituant  cette  valeur  dans  celle  de  PT , nous  obtiendrons 


et  en  mettant  px'  à la  place  de  y'*,  cette  équation  deviendra 
PT  ou  sous-tangente  = 2x'. 

2®.  Trouver  la  sous  - normale  de  l’ellipse.  L’équation 
é*x*  + a'y'—  fl’i*  de  l’ellipse  rapportée  au  centre  étant 
différenciée,  donne 

ib'xdx  -f-  za^ydy  = o , 


5o 

(i’où  l’oD  tire 


CAVCVL'  DIVFiBENTISL. 


dy'  b*  x' 


nietlaat  <^tte  valeur  dana  celle  de  la  sous-nomale  PN',  on 
obtient  « 

PN  ou  sous-normale  -Xx -.x'.  4 ' ’ 

a* 

3®.  TYouver  rèxpressiou  de  la  tangente  au  cercle.  Ui- 
<juation  qui  est  celle  du  cercle,  étant  düTc- 

renciée  , on  trouve  pour  le  point  de  tangence  x',  x > 

’ 

dP  ~ y , 

Âu  moyeu  de  cette  valeur,  on  réKluiraTexpression  de  MT  à 


« • •' 

' Des  asymptotes  des  courbes,  , 

• 73.  D’àpit*  ici  traités  d'application  d’AIgèbre  h la  Géométrie , on  mit 
qne  les  asymptotes  sont  des  lignes  qui  s'approchent  continaeUeraeBt 
d’une  courbe  sans  l’atteindre.  Soit  donc  y=fx  l’équation  de  cette 
courbe i pour  qu’elle  soit  snsceptible  (l'avoir  des  asymptotes,  il  faut 
qu'après  avoir  ordonné  le  développementdeyâr  suivant  les  puissances  dea- 
cetftiantes  de  x , on  tombe  sur  des  expomns  négatifs.  Alors , le  déve- 
loppement de  y,  dans  lequel  les  exttosans  «,  C , y,  etc.,  iront  en 
diminuant  et  finiront  par  devenir  négatifs , sera  de  cette  forme 

r = Ax* -1- Bx^ -f  CxV  ...  -h Lx* + etc.. ,.  (431. 

' x>  xé< 

Or,  il  est  fariie  de  démontrer  qne  si  les  exposant  «,  y,  etc.,  res- 
tent des  quantités  finies,  l’équation 

. y = Aa“-l-Bx^-+-Cxî'...  -i-La»...  (44), 

V sera  celle  d'une  asymptote  à la  courbe  construite  à l'aide  de  l’éqna- 
Fig.  6.  don  (43).  Pour  cet  effet,  soient  PM  et  PN,  fig.  6,  les  ordonne»  cor- 
mpondanles  11  une  même  abscisse  déterminée  par  les  équations  (43)  et 
(44),  la  différence  de  ces  ordonnées,  positive  on  négative,  scion  celle 
qui  surpassera  l’aotrc,  sera  exprimée  par 
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ASYMPTOTKé  DBS  COUARES. 
MN  = — + — + etc.  : 


-Si 


(]nant!te'  qui  diminura  it  mesaro  qae  x angtnentera  , et  qui , par  la 
raison  qnc  plus  le  (icnominatcur  li’noc  fractiuir  s’acrrnlt,  plus  elle  di- 
miiiiie,  s'approchera  indcGninunt  de  zéro,  sans  jamais  y atteindre; 
d’où  il  suit  que  l’c’qnation  (44)  sera  celle  d'une  asymptote  ù la  courbe 
correspondante  ^ l’cquation  ( jS). 

74*  Cherchons,  par  exemple  , dans  qnci  cas  les  courbes  dn  second 
ordae  sont  susceptibles  d'avoir  des  asymptotes.  L’cqnation  ge'nerale  de 
CCS  courbes  est  jf'  — mx  -f.  nx‘,  en  la  résolvant  on  trouve 


y = ± ^ mx  -t-  nx'.,.  (45). 

Prenons  d’abord  le  signe  superienr  et  développons  cette  équation  se- 
lon les  puissances  descendantes  de  x.  Pour  parvenir  à ce  bnt , nous 
diviserons  l’équation  y*  = mx nar*  par  x>,  ce  qui  la  réduira  il 

- y»  I 

. — = m - n ; 

X*  X 

tirant  la  racine  cadrée  et  faisant'^  =a  » et  — = s , nous  la  mettrons  sons 

X X 

cette  forme 


....  U = V^/i  -4-  me;  • 

comparant  cc  radical  .’i  cclni  de  l’équation  (t8),  (pageau),  nons  aurons 
mz  = 6x,  oua=\/n;  ' 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (l8) , nous  obtiendrons 


m*z* 


H J — etc. 

i6«‘ 


an"  8n’ 

remettant  les  valeurs  'de  u et  de  s,  et  tirant  celle  de  on  trouve 


• = x \/n  + 


%\/  n 


8xn* 


■3  + 


„ i 

iGx'n' 


• etc. 


Dans  ce  développement,  on  voit  que  x passe  au  dénominateur  des 
le  second  terme,  ce  qui  est  un  indice  que  la  courbe  est  susceptible 
d’avoir  des  asymptotes.  Examinons  donc  dans  quel  cas  elle  en  com- 
porte. Pour  cela , nous  remarquerons  que  quand  n est  négatif  , es  dé- 
veloppement renferme  des  quantités  imaginaires,  et  par  conseqnent  de- 
vient impossible  ; mais  on  sait  que  quand  n est  négatif,  la  courbe  ap- 
partient hune  elli|jse  {Théorie  des  Courbes  du  second  ordre,  page  i53). 
D’où  il  suit  que  l’ellipse  n’a  point  d'asyraptotes  ; il  en  est  de  ménic 

4-- 


♦ ■ 

• f. 


• DigI 
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loiiqa'on  « n = o;  car  dans  ce  cas  le  premier  terme  du  dereloppe- 
ment  s'evanouit,  et  tons  les  astres  deviennent  infinis.  Ce  cas  ^lani 
celui  de  la  parabole  , nous  concinrons  encore  que  la  parabole  n’a 
point  d’asymptotes.  Knfin , il  nous  reste  b considérer  le  cas  de  n po- 
sitif, qui  est  celui  de  l’hyperbole;  alors  le  développement  étant  pos- 
sible , nous  prendrons  les  termes  qui  ne  renferment  point  de  ,x  an  déno- 
minateur , cl  noos  aurons 

. m 

y—!<V 


'n  -f- 


m- 


■ • , a\//i  • 

Celte  équation  pourra  éue  regardée  comme  celle  d'une  asymptote  b 
l’hyperbole  à laquelle  se  rapporte  alors  l’équation  y*  = tnx  + nx^.  Pour 
donner  b cette  équation  nne  forme  plus  convenable  b ce  cas,  faisontyr=n, 
nous  irooveronsmx-f-nx*=o;  ce  qui  nous  donnera  x x=  o et  x = — 
Fig.  7.  pour  les  abscisses  des  points  A et  B , üg.  7 , où  la  courbe  rencontiç 
l'axe  des  X.  La  droite  AB  est  une  constante  que  l’on  désigne  par  sa  dans 
l’équation  de  l'hyperbole  rapportée  au  sommet  B {Théorie  des  Courbes 

■ ' </a  second  ort/re,  page  i4ï.)  Faisant  donc  ^=aa,c’cst-b-dircm=a/ifl, 

• l’éqnation  = mx  -|-  nr>  sc  changera  en  yri  = „ -f-  x*)  ; et  tous 

' cette  forme  on  reconuatl  encore  dans  ia  constante  /a  celle  que,  par  ana- 
logie avef  l’éqnation  de  l’eUipse,  on  est  convenn  de  représeptec  par 


—,  Posant  donc  les  équations 

n* 

m 

— = Xa 
ri 


b' 

I»  = --f 

a* 


si  l’on  mnltipRe  terme  b terme  la  première  par  la  racine  carrée  de  la  se- 
conde, c’est-b-di*e  par  \/n  = — , on  trouvera  ■ 1 


Fig.. 7. 


Vn 

Celle  valeur  et  celle  de  ^//t  étant  substitnees  dans  l’équation  (4^)  la  ehaii- 
ccroni  en 

r = -x  + tf 

et  l’on  voit  que  celte  équation  sera  celle  d’une  droite  OK,  fig.  7,  qui 
coupera  l’axe  des  y en  nn  point  C , et  que  pour  en  fixer  la  position,  il 
suffira  de  mener  par  le  centre  O de  l’hyperbole  et  par  l’origine  A les 
droites  OA  = n et  AC  = b. 

A l'égard  de  la  seconde  valeur  ou  radical  de  l’i^uation  (45) , il  est 
évident  qu’elle  détermine  l’asymptote  OK'. 
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De  i' Équation  du  plan  langent  à une  surface  courbe,  et . 
de  celle  de  la  normale  à cette  surface. 


75.  Soicnt_f(x,  y,  z)  — o,  IVquaüon  d'une  surface  courbe,  el... 

Ar -f- By  + + D = O,  celle  d’uu  plan.  Si  le  point  de  tangence  M Fig. 

a pour  coordonnées  x',  f , z',  ces  courdonncet  devrout  satisfaire  h l'd- 
qiialion  du  plan  (juoj’-ez  ma  Théorie  des  Courbes  du  second  ordre ^ 
page  a;5),  et  l'on  aura  par  conséquent  , . 

A*'-l-  Gz'+  D oc  O. 

Élirainunt  D entra  cette  équation  et  la  prece'dente , on  trourera , pour 
l'équaiion  du  plan  assujetti  à passer  par  le  point  x',  f,  z', 

A(x  — jr'J4-B(x  — r')  + C(z  — z')=o...  (47). 

Menons,  par  le  point  de  tangence  x’,y,  z,  un  plan  parallèle  au  plan 
des  X , z ; ce  plan  coupera  la  surface  suivant  une  courbe  MC , fig-  8 , Fig. 
et  le  plan  tangent,  suivant  une  droite  ML;  cette  droite  ML  devra 4tre 
tangente  & la  courbe  MC,  autrement  le  plan  tangent  couperait  la  surface 
courbe. 

L’èquation  de  la  droite  IML  peut  se  déduire  de  l'èquation  (47)  ; car 
cette  droite  ML  e’tant  llnterscction  du  plan  tangent,  par  un  plan  paral- 
lèle au  plan  des  x,  z,  a dans  tous  scs  points  des  valeura  égales  pour 
Y ; et  comme  le  point  M est  sur  cette  droite , on  a donc  y —f,  ou 
Y — y=-0.  Ce  qui  réduit  l'équation  (4;)  4 ^ 

A (x  — x')  -H  C (z  — *0  = O' 


8. 


Cette  équation  exprimera  donc  la  relation  qni  existe  entre  les  cooitlon- 
néct  z et  X d’un  point  quelconque  pris  sur  la  droite  ML  , et  par  consé- 
quent sera  l’équation  de  cette  droite.  Ün  pourra  l’écrire  ainsi  ; 


*-*'=_g(x-x')...  (48). 


D’une  antre  part,  l’érjnation  de  la  courbe  MC  s’obtiendra  de  même 
en  regardant^  comme  constaut,  dans  l’é<[uation  de  la  surface  courbe 

, /(*.  r»a^)  = o- 

Si  l’on  veut  exprimer  maintenant  la  condition  qne  la  droite  ML  soit 
tangente  4 la  courlrc  MC,  il  f?ul  donc  (art.  71)  que  le  coefCcient  de 

(x — xQ  de  l’éqnation  (48)  soit  égal  4 la  valeur  île  tirée  de  l'équation 

de  la  conrbe  MC. 

Or,  l'équation  de  celte  courbe  étant  celle  de  la  surface  dans  laquelle 
on  ferait  y constant , il  suOii  de  dilTcicncicr  l'équaiion  de  celte  surface^  ^ 


s 
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erd^en  tû^r  car,  d’après  l’art.  5a,  la  notatioD  ^suppose  qu’on  a 

regardé  jr  comme  constant  dans  la  différenciation.^^ 

ll'suit  de  là  , qu’en  accentuant  z et  a: , après  avoir  opéré,  on  a , ponr 
la  condition  que  ML  soit  tangente  è MC, 

* ' t 

• . , A ds/  , . , r,  dz'  ,,  , I 

A = — C;î;7...  (49). 


■di'' 


' ' Si  l’on  mène  ensuite,  par  le  point  M , un  plan  parallèle  an  plan  des 
Z,  y,  ce  plan  coupera  la  surfaoç  snivant  nne  conrbe MD , et  le  plan  tan- 
gent suivant  nne  droite  MN.  , 

On  démontrerait , comme  précédemment , que  cette  droite  MM  doit 
être  tangente  h la  cnnrhe  d’intersection  MD , et  que . ponr  tous  les  pointa 
de  cette  droite  MM , les  abscisses  étant  égales , on  doit  avoir  x — 2^  = o, 
ce  qui  réduit  l'équatidn  (47}^  à I 


d’ob  l’on  tirera 


B(r~rO  + C(z— z')=o, 

* — *'=  — I(r— /)• 


Celte  éqnation  étant  celle  de  la  droite  MM,  on  exprimera  la  condition 
que  cette  droite  est  tangente  è la  conrbe  MD,  en  égalant  le  coeQcientde 

y au  coefficient  différentiel^^  tiré  de  l’équation  de  la  surface,  et 
l’on  aura 

_B_^ 

C~df’ 

et  par  conséquent 

B = -q^,...  (5o). 

Si  l’on  snbstitne  dans  l’équation  (47),  les  valeurs  de  A et  de  B,  don- 
nées par  les  équations  (4g)  et  (So) , on  trouvera 


,ds' 


. dz' 


— C jÿ  (*  — »')  — c 3;^  (/ — r')  + c (s  — z')  = o, 


•d/ 


d'oh  Ton  tire,  pour  Tequation  du  plan  tangent  an  point  x',  af, 
t dz'  ^ dz'  , . 

*— * =^(*-*)+^(r— y)-”  (5i). 

76.  Cherchons,  par  exemple,  l’éqnation  d’un  plan  tangent  à la  sphère. 
fjez  coordonnées  du  centre  étant  n,  b,  c,  la  sphère  aura  pour  éqiiation 

(x  — a)*-j-(y  — b)*  -f-  (s  — c)»  = r»  ; 


/ 
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iQVATlON  DU  FLAN  TAM0ENT. 
on  iroBTe , en  diffiirenciant , A 

(a  — a)  dx+ {y  — h)  ây+{t  — c)  d*  = o , 
d'oh  l’on  ildiluit,  la  notation  convenne  (art.  Sa), 
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a — X âz  b — y 

— c ’ djr  Z — c 


I 

Donc  l'équation  du  plan  tangent  i la  apliêre,  au  point  dont  lea  coor- 
doonéea  tout  a',  j/,  a',  aéra 

a _ (*  - A') + (y -y'). 

77.  Si  ce  pian  paasait  à l’extrémité  du  diamètre  rcrtical , dn  aurait 

x'  = a,  y'—b,  e'=c  + r. 

Cea  valenra  réduiraient  l'équation  dn  plan  tangentii  z=e+r,  ce  qui 
eat  l’équation  d’un  plan  parallèle  an  plan  dea  x , y. 

78.  Lca  équationa  de  la  normale  au  point  1',  y',  a'  peurent  ae  dé- 
duire facilement  de  l’équation  du  plan  tangenL  En  effet , par  la  Géo- 
métrie analytique  (voyez  ma  Théorie  des  Courbes  du  second  ordre, 
page  378),  on  aait  que  ai  l’on  a les  équationa 

Ax -f.  By  -1-  Cz  + D = O. . . (5a) , , 


X r= 

y 


la  première  étant  celle  d’un  plan,  et  les  deux  antres  celles  d’une  1 giie 
droite , les  conditions  nécessaires  pour  que  cette  droite  soit  perpendi- 
culaire au  plan , sont  qu'on  ait  ... 

A = aC,  B = 6C. 

Si , après  avoir  fait  paaaer  tons  les  termes  de  l’équation  (5 1),  du  plan 
langent  dans  le  premier  membre , ou  la  compare  à l’équation  (Sa),  ou 
trouvera , en  égalant  entre  eux  les  cocfficicns  de  i , de  et  de  z , 


s dz' 

dP’ 


Donc 


dz' 


dz'  . dz' 

" — d?’  * — dy' 


substituant  ces  valeurs  dans  Ica  équations  (53) , on  obtiendra 
dz'  , dz'  ^ . 

* = -dÿ*-*-“’  -»‘  = -rl7*-»-^ 


.1*  \ 


t . 

• * 
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Le  point  a.',  y*,  t^cTant  satisfaire  i ces  eqaationt,  puisqn*èUes  ap- 
partienncnt  à dd  poîni  de  la  droito,  on  a eucoro 


A LIZ  . . 

* =-d?*+-’  ^=- 


dz' 


éliminant  « et  C entre  ces  quatre  dernières  équations,  on  trouvera,  pour 
les  liquations  de  la  normale  au  point  x',  y',  z' , 


/ de'  , ,,  , dz'  , - 

x-x  =— ^(s— zO,  r-r'=’-^(«— »0-' 


Des  fonctions  qui,  pour  une  valeur  de  la  variable, 

* deviennent 

79-  Lorsqu’une  fraction  telle  que  — devient  ^ en  j snbstitnant  pne 

valeur  de  x que  je  repre'senterai  par  a , c’est  un  indice  que  les  deux  termes 
de  cette  fraction  ont  x — n , ou , en  ge'ne'ral  ,^x  — n)"  pour  facteur  com- 
mun ) <■  l’on  pouvait  l’6ter,  pn  aurait  la  vraie  valenr  de  la  fraction. 

Supposons  donc  que  x — a soit  m fopi  facteur  dans  Fx,  et  n fois  fac- 
teur dans  nx  {sauf,  si  le  cas  l’exige , h supposer  que  met  n soient  égaux 
k l’unitd  on  & zéro),  nous  pourrons  écrire 

Fx  = P{x  — a)",  fiz=Q(x  — a)"  ; 

donc 

g = L(x-a)-....  (54). 

Par  la  différenciation , nons  tronverons 

I d.Fx  dP , s . n , . 

= ^(x  — a)--f-mP(x  — fl)»-'. 


Remarquons  que  cette  valeur  de  — *c  compose  de  deux  termes, 
dont  l’nn  contient  une  puissance  de  x — a,  moindre  d'une  unité  que 
celle  qui  entre  dans  la  fonction.  Par  la  même  raison,  en  prenant  le  coeffi- 


d . Fx 

cietit  différentiel  de  --j — , on  trouvera  nu  terme  affecté  de  (x  — a)»,  un 
antre  de  (x  — n)"— et  un  troisième  de  (x  — a)»—*;  ce  dernier  terme 
sera  m (m  — l)P  (x  — n)»-*.  En  continuant  ainsi,  on  verra  qne  chaque 
nouvelle  différenciation  reproduit  des  termes  affectés  des  mêmes  puis- 
sances de  (x  — fl),  que  celles  qui  étaient  renfermées  dans  la  fonction 
différenciée , pins  un  terme  dans  lequel  la  puissance  de  x — a est  dimi- 
nuée d’une  unité;  ainsi,  en  prenant  les  coefliciens  différentiels  successifs, 
^e  terme  qui  contient  la  moins  haute  puissance  de  x — - n Sera 


;■  V.'- 


J 
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-^la  première  diScreuciation. .,  mP(x — /r)"-’, 

k la  seconde m (m  — i)  P (i  — a)’’—, 

k la  troisième m (/n  — i)  (ni  — a)  P (x  — 

- 

41an'<»*.., m(oi  — i) P(x_a)— .. 

De  sorte  que  le  coefiBcient  différentiel  de  l’ordre  r de  Fx  sera  de  cette 
forme, 

d'-Fx 

= X (x  — a)«  -f.  X'(x  — a)— > -f.  X'  (x  — a)»—  + X*  (x  - a)—» 
. . . .+  m{m — i)  (m  — a)  . . , . P (x  — a)"*— 

Ce  que  nous  disons  de  Fx  pouvant  s’appliquer  4 »x,  nous  trouverons, 
pour  la  différentielle  de  l’ordre  r de  la  fraction  proposée,  un  résultat  de 
ceUe  forme, 

‘Ij’’  _ X fx— nJ"-(-X'(x— a)"—  . . 1). . .Pfx— aî"*-v 

^._ex  Z (x—  al*  + Z'(x—  a)*-« . .“.-f-a  (a  — i). . ,Q(x— a)*---’^®®^ ’ 

dx’- 

80.  Cela  posé,  considérons  trois  cas: 


1*.  m = a;  a®.  fn>aj  3*.  m^a.  . 

Si  m = a,  et  que  le  nombre  r de  différenciations  effectuées  soit 
égal  à m,  les  binômes  {x  — a)—' et  {x  — a)—'  se  réduisent  chacun  k 
c est-à-dirc  k limité;  k Pégard  des  autres  binômes  (x  — âj**, 
(■*  '-■te.,  (x  — a)*,  (x  — «)•"',  etc.,  ils  sont  nuis  dans  l’hy- 

pothèse de  X = a;  ainsi,  tous  les  termes,  hors  le  dernier  du  numérateur 
et  le  dernier  du  dénominateur,  s’évanonissent , et  l’équation  (55)  de- 
vient • 

d" . Fx 

dx~  _ m(ra  — i)(m— a)...  P _ P _ Fx 
a (a— t)(a  — a)... 


Dans  le  second  cas , qui  est  celui  où  l’on  a m ^ a , si  le  nombre  r de 
différenciations  effectuées  est  égal  k a,  le  binôme  (x  — a)"— ' se  réduit  k 
l’unité  , parce  que  son  exposant  a — r est  nol.  Les  exposans  a — 1 , 
^ ^ ^ “■  ï t — 3 , etc. , des  autres  binômes , étant  plus  grantls 

fiue  n — r,  sont  positifs  j par  conséquent,  ces  binômes  se  réduisent 
chacun  & zéro  lorsqu'on  fait  x =uj  tous  les  tenues  s'cvaouuisseDt  donc, 
dans  cette  hypothèse,  hors  celui  où  entre  (x  — a)*—-,  et  l’éqnation  (55)  se 
réduit  k 


Xi 


1:^' 

« 
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d«.Fg 

djr" 


d*yJT  n(/i— iJ...Q(ac— a)*-»-  n (n  — 

<Lr*  » 


Cette  valeur  est  donc  on  indice  qu'on  a m ^ n,  cas  oÜl’éqnation  (54) 
se  réduit  & zérO'  Enfin  , si  l’on  a n,  le  nombre  r de  difierenciations 
.ezéeutées,  étant  pris  égal  k m,  tons  les  termes  s’évanouissent,  hors  le 
terme  m (m  — i) . . . P (*  — «)«,  et  il  reste 


d-.Fx 

<Lt" 


m (m  — t). . . P 


/ 


d“.fx  o 

dx«*  ' 

« 

cette  valenr  annonce  donc  qne  m snrpasse  n , cas  oit  le  second  membre 
de  l’éqnation  (54)  est  infini. 

8[.  De  ce  qui  précède,  résulte  cette  règle:  lorsqu'on  veut  déler- 
nÛMer  la  vraie  valeur  d’une  fractipn  qui  devient  - par  une 
valeur  donnée  h la  variable,  on  différenciera  séparément  les  deux 
termes  de  cette  fraction,  et  ensuite  on  examinera  si  les  résultats 
et  •**  réduisent  aussi  à zéro,  par  la  valeur  hypothétique  de  la 
variable;  si  cela  est,  on  prendra  les  ooefficiens  différesUiels  des  ex- 
pressions et  l’ott  verra  si,  dans  la  même  hypothèse 

de  la  variable,  ces  coefficiens  différentiels  se  réduisent  chacun  a 
zéro;  en  continuant  ainsi  cette  vérification , si  l’on  trouve,  après  un 
certain  nombre  de  différenciations,  que  les  deux  termes  rie  la  frac- 
tion ne  s'évanouissent  point  parla  valeur  donnée  à la  variable,  cette 

Fx  . . 

dernière  fraction  sera  la  vraie  valeur  de  — ; mais  si  le  numérateur 

^ “ Fx 

seulement  devient  o par  la  valeur  de  x , V expression  — sera  nulle  ; 

enfin,  si  ce  n'est  que  le  dénominateur  qui  s’évanouisse  par  la  valeur 
Fx 

de  X,  l'expression  — sera  infinie, 
ex 

8a.  Prenons  pour  czcinpic  la  fraction 
Fx  xi  — 


fx  4 (x  — A) 


pette  fraction  devenant  .■  lorsque  x = A,  si  nous  voulons  en  avoir  la  vraie 
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valeur,  noas  differcncierona  aes  deaz  termea,  et  noos  obtiendrons : 

4 

et  comme  les  deox  termes  de  cette  fraction  ne  deviennent  pas  nuis  dans 
l’iijpotliise  de  x-=b,  la  vraie  valeur  de  la  fraction  proposée,  lorsque 

x=.b,  est  donc  — 

4 

83.  Nous  prendrons  encore  pour  exemple  la  iiaction 

x^  — 3j-f-a  • ”•  ' 

a:l_6x>  + 8jc  — 3* 

cette  fraction  se  réduisant  i lorsque  x = i,  nons  difierencierons  ses 
deux  termes  pour  en  obtenir  la  valeur,  et  nous  trouverons 


3x* — 3i 

4-r^—  iax+8’  . * 

les  deux  termes  de  cette  fraction  étant  encore  nuis  dans  l’hypothèse  de 
x=  I , nons  différencierons  encore,  et  nous  obtiendrons  ' “ 

iax>  — la'^ 

Le  dénominatenr  seul  se  réduit  à zéro  lorsqu’on  fait  xisi;  donc  la 
fraction  proposée,  dans  l’hypothèse  de  x = i , est  infinie. 

84-  Si  l’on  appliquait  la  même  règle  è la  fraction 

a*  — b‘ 


qui  devient  - , dans  l’hypothèse  de  x = o , on  tronverait , en  différeD' 
ciant  les  deux  termes  de  cette  fraction, 

n'Iogn — èi'logA 


expression  dont  le  numérateur  ne  devient  pas  nul  lorsque  x = o , et 
qui , par  conséquent , donne  log  a — log  b pour  la  valeur  que  prend  la 
fraction  proposée  lorsque  x =c  o. 

Il  est  bien  évident  que  le  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la  frac- 
tion proposée  est  x — o , c’est-à  dire  x j mais  comment  reconnaître  ce 
facteur  dans  a»  — 5»  ? Pour  y parvenir,  nous  remarquerons  que , d’après 
l’article  (37) , 

. • X . A*x» 

a’  = i + A--i 1-cic.,  a 

11.0 
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deac,  «1  prenant  la  dîAircnce, 

» 

«*  — i*=ï(A— B)  3c-f 


(A‘-BQ 


JT»  +e«r. , 


et  Ton  voit  que  x est  facteur  commun  de  a*  — b‘. 

85.  Il  ne  faut  pas  cependant  croire  que  la  règle  que  noua  venons  de 
donner  suffise  pour  tous  les  cas  : la  démonstration  précédente  est  fondée 
sur  ce  que  les  exposans  met  n sont  des  nombres  entiers;  mais  s’ils  étaient 
fractionnaires,' on  ne  pourrait  obtenir,  par  des  différenciations  succes- 
sives , nn  terme  oit  x — a se  Irouvit  élevé  b la  puissance  o ; par  consé- 
quent, on  ne  pourrait,  par  le  procédé  que  nous  avons  emplujré,  dégager 
la  fraction  du  facteur  commun. 

Soit  dune  pour  plus  de  généralité,  l’expression 

F J P(f  — a)*-t-  Q(x  — a)^-fiR(x-i—  aj^-f-elc. 

**  P' (x  — a)*-f-Q'(x  — n)^-i-R'(x  — a)^-f-rtc. 
dans  laquelle  n,  C,  y,  etc.,  sont  positifs  et  croissans , ainsi  que 
C',  y',  etc.  Cétte  expression  se  réduisant  i ^ lorsque  x = a , nous  pour- 
rons , au  lien  de  changer  x en  n , changer  x en  a + en  nous  réservant 
de  faire  A =o,  après  avoir  réduit;  alors  l’faypotbèse  sera  la  même  que 
si  noue  eussions  fait  immédiatement  x = a,  et  nous  aurons 

uC 


..  (56). 


Fx  PA*.è-QA*-è-RA^4-etc. 

P'A"%.  QfhF  + R'h>'  + etc. 

En  considérant  x et  qui  sont  Ica  plus  petits  exposans  dans  chacune 

de  CM  suites,  il  peut  arriver  trois  cas  ; 

• ^ 

■ I*.  a“.  x = a';  3°.  x^«'. 

Dans  le  premier  cas,  en  divisant  par  A les  deux  termes  de  la  fraction 
(56),  on  a ♦ 

PA*  ~ * + QA^~  *'-h  R A>  ~ *V  etc. 


rC'-. 


•+•  R'A^  * -h  etc. 


-•••  (57)1 


P+Q'fc 

par  hypothèse,  x surpasse  par  conséquent  le  nombre  et  — «'  sera  po- 
Vilif;  & plus  forte  raison  C — a',  etc.,  y — a'  le  sont  aussi,  puisque 
X,  C,  y,  etc.,  vont  en  augineulaut  ; C'  — x',  y'  — x',  etc.,  seront  aussi 
des  quantités  positives,  par  la  raison  que  les  expressions  x',  C',  7.',  etc., 
diant  eu  croissant,  x'  est  moindre  que  C',  que  y',  etc.  Cela  posé,  si  l'on 
fait  A = O,  tous  les  termes  du  second  membre  de  l’équation  (57)  s’éva- 
nouissent, hors  P' ; donc  cette  Quation  se  réduit  alors  A 


Dioi;;/  by  Goo^Ie 
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J}an<  le  aecoml  cas , où  « = a',  le  terme  PA“  * se  réduit  k PA*  = Pt 
donc,  d’après  l’inspection  de  l’èquation  (57),  on  Toit  qae,  lorwjuc 
Fa:  , , . . P 

x = a,  — se  réduit  à ■ ' 

»*  ™ 


Enlin  , dans  le  troisième  cas,  où  l’on  a a<^a',  en  dirisant  par  A“,  on 
écrira  ainsi  l’éqnation  (56)  : 

^ _ P-4-QA^~*-i-  *4-  etc. 

SX  p,^a 


- “+Q'A^— * + elc.’ 


'•  '?P 


et  l'on  voit  que  l’hypothèse  de  A = o réduit  celte  c'quation  k 


— =?  — 
fX  O 


■ -.'îe 

r 


86.  Picnonspoor  exemple  la  fraction 


fa*  — 5nar-+. 


J 


(x^  — a’J* 

qni , lorsque  x = a , sc  réduit  k Si  dans  cette  fraction  on  met  a+li  .k 
la  place  de  x , elle  devient 

(A*  — oA)s  __  (A  — a)’*  A* 


(3o*A  -+.  3aA*  -f-  AJ)’  (3a*  3aA  + A*)’  A’ 
(A  — a)*  AJ  ’ (A  — a)’A‘ 


( 3a* 3oA  îf.  A*  )•  (3a*  + 3aA -1- A’)’ 


faisant  h — O,  on  obtient 


Fa 


SX 


(3a*)’ 


87.  Si  une  valcnr  de  x rendait  inGnis  les  deux  termes  de  la  fraction 
Fa 

— , on  diviserait  ces  deux  termes  par  Fa  X fx,  et  l’on  anrait 


■f  ' 
n , 


Fa  _ SX  _ . 

SX  I 
l'a 


r' , 


• O' 

1. . 


m - 


tfa-',-  ■ 


r 
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6l  CAT.COI.  DIFrénBHTIP.L. 

' tüt.  Eniin,  si  Toa  aTail  un  produit  MN , dans  lequel  l’hypothèse  de 
X = o rendu  l’on  des^actenn  nnl  et  l’antre  infini;  soit  M le  factenr  qui 
devient  nnl  par  la  valeur  de  x qni  rend  N infini;  on  écrirait  ainsi  ce 
produit  ; 


MN  = 


M 

N 


et  comme  alors  ^'serait  o,  l’expression  ^ se  rèdnirail  & -• 

N 


Des  niaxima  et  minima,  dans  les  fonctions  dune 
seule  variable. 

6g.  On  pent,  clans  la  série  de  Tajlor,  donner  une  valeur 
à l’accroissement  h,  telle  que  l’un  des  termes  de  la  série 
devienne  plus  ('rand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  sui- 
vent. En  effet , cette  série  étant  représentée  par 

dr , , d*rA*  , dV  /i'*  . 

Y -f-  — h — :: 5“^  etC.,  • 

~ tlx  <\x“  2 ‘ dar'**.3 

dr 

si  l’on  veut  que  -p  P®*"  exemple,  devienne  plus  grand  que 

la  somme  de  lous  les  autres  termes,  écrivons  ainsi  la  partie 
de  la  série  comprise  depuis  ce  terme: 

p + p!:  + S;il  + ’ato,>...  (58). 
\(lx  da:’2  dx^2.3  y 

. d*r  h dV  /t* 

Or,  quand  on  fait  h = o,  la  partie  ^ , etc., 

s’anéantissant , on  conçoit  qu’elle  peut  être  rendue  aussi  pe- 
tite qu’on  voudra  , lorsqu’on  prendra  h très  près  de  *éro,  et 

être  alors  surpassée  par  cjui  est  indépendant  de  h.  Soit 

d'r  h , 1 • • 

donc  Z ce  que  desient  dans  cc  cas  ”r  etc.’,  la  senc 


. . 
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On  démontrerait  la  même  chose  pour  tout  autre  terme  à 
l’égard  de  ceux  qui  le  suivent. 


go.  Soit  y=z<px  une  équation  entre  deux  variables.  On 
peut  toujours  considérer  cette  équation  comme  celle  d’une 
courix!  dont  les  diflerentes  valeurs  de  la  fonction  seraient 


les  ordonnées;  on  dit  que  cette  fonction  j'  est  à son  mini- 
mum, lorsqu’après  avoir  diminué  successivement,  elle  est 
sur  le  ])uinl  de  recommencer  à croître. 

Soit,  par  exemple,  la  courbe  MBN  , lig.  g,  qui  a pour  f'îg-  9* 
équation  on  voit  quelcsordonnécs  wp,wp',clc., 

vont  en  diminuant  jusqu’au  point  11;  mais  que  depuis  ce 
point,  les  ordonnées  ijn,  qn  , etc.,  vont  toujours  en  crois- 
sant : ainsi  l’ordonnée  AB  est  le  minimum  de  la  fonction  y. 

• gi . On  dit  de  même  qu’une  fonction  y est  parvenue  à son 

maximum,  lorSqu’après  s’être  accrue  successivement,  elle 
est  arrivée  au  point  passé  lequel  elle  commence  à dccroîlrc. 

La  courbe  CDE,  Cg.  lo,  dont  l’équation  est  y — b — car%  ^'8* 
nous  présente  un  exemple  de  ce  cas  au  point  D , puisque  les 
ordonnées  qui  suivent  et  qui  précédent  immédiatement 
AD  sont  plus  |>etitcs  que  AD  ; cette  ordonnée  AD  est  donc 
un  maximum. 

ga.  Il  y a des  courbes  qui  n’ont  qn’un  maximum , d’autres 
qu’un  minimum;  quelques-unes  ont  l’un  et  l’autre;  d’autres 
n’en  sont  pas  susceptibles. 

On  voit,  par  exemple,  que  la  courbe  MBN,  fig.  g,  dont  9- 
l’équation  est  y — b -f-cx%  ne  peut  avoir  un  maximum, 
puisque,  d’après  la  nature  de  son  équation,  les  ordonnées 
vont  toujours  en  croissant. 


Di.,  d 


■ r 


' i .■  ! 


Fig.  Il 
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Le  cercle  CBD,' fig.  II , dont  réquation  est  - 

a*  = (j- — 4- (j:  — <*)’,  * 

a un  maximum  et  un  minimum,  qui  correspondent  à la 
' même  abscisse  AP  : le  maximum  est  PD,  et  le  minimum 
est  BP.  ' ' ^ 

g3.  Lorsqu’une  fonction  jr  d’une  variable  x à un  maxi- 
mum  ou  un  minimum , ce  maximum  ou  ce  minimum  serait 
déterminé , si  l’on  connaissait  l’abscisse  qui  y correspond  : 
par  exemple,  si  dans  une  courbe  dont  l’équation  est  j'=^x , 
on  connaissait  la  valeur  a de  l’abscisse  x,  qui  correspond 
au  maximum  ou  au  minimum  , il  suffirait  de  faire  x = a, 
dans  l’équation  j'=^çx , pour  déterminer  la  valeur  de  jr,  qui 
est  le  maximum  ou  le  minimum  demandé;' 

Fig.  n.  Soit  donc  j'—fx  une  ordonnée  PiM,,fig.  12,  qui 
est  parvenue  à son  maximum  ; si  l’abscisse  AP  reçoit  un 
accroissement  A représenté  par  PP',  et  qu’on  porte  aussi  ^ 
de  P en  F',  on  aura,  pour  les  conditions  que  PM  soit  un 
^ maximum , 

FM'<PM,  P"M"<PM, 


ou 


/(x  + *)  </r, 


f{x  — h)  </x. 


Fig.  i3.  Si  au  contraire  PM,  flg.  i3,  est  un  minimum,  en  repré- 
sentant la  valeur  de  x , qui  correspond  au  minimum  par 
AP,  et  en  prenant  PP'=PP*=A,  nous  aurons  pour  les 
conditions  du  minimum, 


on 


FM'>PM, 
/(x-t-  1i)'>fx, 


P"M'’  > PM, 
f{x  — h)  >fx. 


Ainsi,  lorsque  f{x  + h)  et  f{x  — /i),  seront  en  même 
temps  plus  petits  que ^x,  il  y aura  un  maximum,  et  si  ces 
deux  fonctions  sont  en  même  temps  plus  grandes  que  fx,  il 
y aura  un  minimum  ; enfin , si  l’une  de  ces  fonctions  est  plus 
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(jrflii4e  et  l’autre  moimirfe  que  fx,  il  n’y  aura  ni  masimum 
ni  rninirmnn. 

gS.  Clierclions  ilonc^ajft  quels  cas  ces  conilitions  peuvent 
être  remplies  ; pour  cet  effet,  nous  avons,  par  le  tliêorcme 
de  Tajlor, 

(«9>- 

D’une  autre  part , si  dans  cette  formule  on.  change  h en  — A, 
on  trouve  * • • . 

Pour  que  X fc/r  soit  im  maximum  ou  un  minimum  , il 
faut  donc  que  ces  deux  dévelo}tperaens  soient  tous  deux  plus 

grands  ou  tous  deux  moindres  que  j-,  or,  cela  ne  peut  être 
1 * ^ 
à moins  que  ^ ne  soit  nul.  En  effet,  si  l’on  donne  une 

valeur  très  petite  à h,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que 

dr  , ' 

surpasse  la  somme  algébrique  de  tous  les  termes  qui  le 
suivent.Danscecas,  le  signe  qui  affectera^  A sera  le  même 

que  celui  de  ^ h,  joint  aux  termes  qui  le  suivent:  ainsi 

dans  cette  hypothèse  > si  ^ h est  positif  dans  l’un  des 
développemens  (5g)  et  (6o),  ce  développement  sera  plus 
grand  que  y,  et  sera  moindre  que  y si  ^ h est  négatif, 
dy 

Le  signe  qui  affecte  K*  étant  contraire  dans  ces  dévelop- 
pemens, il  faut  que  ^ ^ est  positif  dans  l’un,  il  soit  né- 
gatif dans  l’autre;  d’où  il  suit  que  l’une  des  quantités...  . 
LMm.  de  Cale,  diff,  5 
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et  f(x  — h) , sera  plus  grande  que'  /x,  et  qu« 

l’autre ‘sera  moindre  que  Jx.  , 

d*y*  ^ 

Si  A n’est  pas  nul,  il  ne  pourra* donc  y avoir  de  maxi- 

' . . . . .dr  ' * 

mum  ni  de  minimum  ; mais  si  ^ = o alors  les  développe- 

mens  (5g)  et  (6o)  se  réduisent  à 
- + = + + ■ ■ 

Dans.ee  cas,  le  ^igne  des  ternies  qui  suivent  j"  dépendra 

de  , si  l’on  prend  h asse*  petit  pour  que  ce  terme  »ur- 

' dé- 
passe la  somme  de  tous  ceux  qui  le  su.ivent;  et  comme 

a le  même  signe  dans  les  deux  développemens , il  en  'résûl— 
d*r 

tera  que  si  est  positif,  les  deux  fonctions  de  (x  -f-  h) 
cl<3?  ^ 

et  de  (r  — h)  seront  plus  grandes  que.^j  dans  ce  cas,  /x 

^ i * • d^ 

sera  un  minimum.  De  même,  si  est  négatif,  on  voit  que 

Jx  sera  un  maximum. 

96.  Pour  compléter  cette  théorie.,  nous  remarquerons  que 

dj^  ” . d‘r  , 

outre  ^ =»  o , on  petit  avoir  encore  — = o i dans  ce  Cas, 
ax  * dx*  • 

il  ne  peut  y avoir  maximunt  ou  minimum  que  lorsque 
= O.  Alors  le  signe  des  quantités  qui  suivent  j-  dépendra 

de  quand  on  prendra  h très  petit;  et  l’on  prouvera  que 

• y • • • a 

si  est  positif,^  est  un  minimum,  et  que  si  est  né- 
gatif, fo  est  un  màximum  ; ainsi  de  suite.  , 
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DM  minima’st  vaxiua.  , 

En  général,  lorsque  le  premier  coelSciènt  qui  ne  s’évanouit 
pas  est  d’ordre  pair,  il  un  minin^um  s’il  est  positif,  et 
un  maximum  s’il  est  négatif. 

97.  Pour  premier  exemple,  prendns  la  fonction 

nous  aurons  donc  . . .. 

y a — bx  x'-, 

différenciant  et  divisant  par  dx,  noos  obtiendrons 
dx~  dx*-^ 

' ' . . d’V  ■ ' 

Cette  valeur  positive  de  nous  apprend  que  la  fonction  a 
un  minimum.  Pour  déterminer  l’abscisse  qui  correspond  à 
ce  minimum,  nous  égalerons  à zéro  la  valeur  de  ce  qui 

b , ' . ’ 

nous  donnera  x ==  - ; si  l’on  substitue  cette  valeur  de  x 
2 ( 

' b'‘ 

dans  celle  de  y,  on  trouvera  y = a — pour  le  minimum 

cbercbé.  . 

98.  Soit  encore  la  fonction  A’x  — c’x*  ; di^ren- 

ciant  l’équation  é’x — c’x*,  et  divisant  par  dx, 

nous  trouverons  ^ 

' - ' ÿ = = 

dx  dx*  P 

d^Y 

, Par  la  valeur  négative  de  on  voit  qu’il  j a un  maximum 
dans  la. fonction;  l’équation  b^—nc'x  r=o  nous  donne 

b^  . . 

x = — pour  l’abscisse  qui  correspond  à ce  maximum;  et 

en  substituant  cette  valeur  de  x dans  celle  de  y,  on  trou- 
vera , . 


5.. 
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99.  Soit  encore  l’équation*  ' . ^ 

3n’ar’  — bkc  + c^  j 

/ “w  y 

r ■ 

i^ous  trouverons,  en  opérant  comme  ci-dessus,, 

^ = 9a*x»  — AS  = \8a’x  ; 


cl:c* 


(Ir 


égalant  à zéro  la  valeur  de  nous  avons 
90’x’  — é*  = O , d’où  X x=  db 


3fl’ 


ces  deux  valeurs  de,x’étaiit  mises  successivement  dans  celle 

d’r  ■'  . ’ . * . . 

de  , nous  apprennent  qu’il  y a dans  la  fonction  un  mini- 
mum et  lin  maximum.  Le  minimum  cqrrçspond  à l’hbscisse 

X = -4-  —,  et  le  maximum  a 1 abscisse  x = — — : en  met— 
3a  3a 

9“ 

pour  le  minimum , et  = <r  pour  le  maximum. 


‘1  • ^ * 

tant  ces  valeurs  dans  celle  de  y,  nous  trouverons  j-=c^— 


jippücation  de  la  théorie  des  maxima  et  minima 
, à la  solution  de  divers  prôhlèmes. 

, • PROSLÈME  I. 

‘ 100.  Partager  un  nombre  en  deux  parties  telles,  que  le 
produit  de  T une  par  l’autre  soit  le  plus  grand  possible. 

Soit  a ce  nombre,  et  x l’une  des  parties*,  l’autre  sera 
a — X.  Donc  x (a  — x)  est  la  quantité  dont  on  veut  cher- 
cher le  maximum;  difiërcnciant  et  divisant  par  dx,  l’équa- 
tion J-  = x(a  — x)  = ax  — x’,  nous  trouverons 
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(Ij: 


A’j- 


. 2X 
\ 

¥.  . 


2. 


La  valeur  de  nous  montre  que  la  fonction  renferme  effec- 
tivement  un  m'aiimam.  Si  ce  Coefficient  se  fût  trouvé  d’un  ' 

i < * 

signe  contraire^le  problème  aurait  été  impossible.  En  égalant 

<\y  ^ I . '*• 

à zéro  la  valeur  de , nous  trouverons  X = - a,  ce  qui  nous 
d.r  .2 

annonce  qu’il  Tant  que  le  non^bre  a soit  partagé  en  deux 
parties  égales  pour  que  le  produit  soit  un  maximum. 

, .. 

PROBUéKX  U. 

-loi.  Entre  tous  les  cjlindres  inscrits  dans  un  cône  droit, 
déterminer  celui  qui  a'ie  plus  grand  volume.  } 

Soit  a,  fig.  i4,  la  hauteur  SC  du  cône,  û-le  rayon  AC  de  pig. 
sa  basc.^t  x la  distance  SD  du  sommet  au  centre  du  cercle 
supérieur  du  cylindre. , , ' . , • 

Les  triangles  semblables^  SAC  , SED  nous  donneront  ' ' 

•sc:  AC  ::  SD  : ED,  • 

a : û'  ;;  X : ED  i 


ou 

donc 


' a 


Soit  I : r le  rapport  du  diamètre  à la  circonférence  ; on 
sait  que  le  cercle,  dont  le  rayon  est  r,  a pour  surface  Trr*. 
■ , ôx  * 

Donc  le  cercle  EGF,  qui  a — pour  rayon,  a pour  surface 

nb'  ...  • 

~x’  ; multipliant  cette  surface  par  la  hauteur  DC  du  cy- 
lindre, c’est-à-dire  par  a — x , nous  aurons  — x*  {a  — x) 

a 

rpour  le  vohime  du  cylindre;  ainsi  l’équation  à différencier 
est 


f. 

4 
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’ ’ • 

on  dédoit  de  çette  équation  " • 

» ' * ♦ • 
égalant  à zôi'O  la  valeur  de  oa  a / 

iri*  * ♦ 

— (aar  — 3ar‘)  = o ou  plutôt  aaf  — 3a:*  = o, 

' équation  qui  étant  le  produit  des  facteurs  a:  et  on  — 3a:, 

HQ 

donne  par  conséquent  a:  = o,  où  — . La  valeur  3;z=o 
ne  peut  correspondre  à un  maximum,  puisque,. dans  cfette 
lijpollifese  se  réduit  à —^.nombre  positif.  Cette  valeur 
d'r  . ' . 

, d^  indique  un  minimum;  en  effets  quand  x=^o,  le 

• * » • *' 
cylindre  se  rédnit  à l’aie  du  cône  (cat  plus  le  cylindre  est 

haut,  plus  il  est  mince). 

HQ  - . . * 

valeur  x = — est  donc  la-seule  qui  puisse  répondre 

à la  question;  et  dans  cette  hypothèse,  se  réduit  à — 

\ J ' J CiJf  û 

2 

nombre  n^atif.  Si  l’on  tetranche  donc  SD  = x ==  - SC  de 

la  hauteur  du  cylindre,  il  restera  CD=;^SC.  Il  résulte  de 

ce  qui  précède  q|p  le  cjrlindre  le  plus  volumineux  inscrit 
' , au  cône  a pour  hauteur  le  tiers  de  celle  du  cône. 

FBOELièME  III. 

Fig.  i5.  io2.  Partager  une  droite  AB,  fig.  i5,  t/i  deux  parties  . 
AC  et  CB,  de  manière  que  le  produit  AC’  X CB  soit  un 
maximum. 
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Représentons  par  a cette  droite  AB , et  par  x la  pai|ic  CB 
de  cette  droite  ; l’é(^uattÿn  du  problème  sera  donc 


d’oè  l’on  t’ïre 


— x), 


■^z=:3ax*  — ^=6ax  — 


12X' 


en  égalant  à zéro  la  râleur  de  6n  trouve  x=o,  ou  x=^^. 
Cette  seconde 'trIcuf  est  la  sevde  qui 'résout  le  problème, 
puisqu’elle  réduit  celle  de  à — résultat  négatÜ^ 
io3.  Observons  que  lorsque  dans  la  valeur  du  coefHcient 
dilTérentiel  il  y a un  facteur  constant  positif,  on  peut  lé 
supprimer.  En  effet,  si  nous  avons 

,a*  . ‘ . 


on  en  tire 


ai  - 


d*j- d.px 

4x'  ~~  dx  *, 


t 


Cette  seconde  équation  ne  servant  qu’à,  nous  faire  connaître 
le  signe  de  la  valeur  de  , ce  signé  ne  dépend  que  de  celui 

qui  affectera  i parce  que  A est  un  facteur  constant  posi- 
tif : donc  A peut  être  supprimé  dans  cette  équation.  II  peut 
l’étre  aussi  dans  l’équation  ='Apx;  car  puisque  nous 

devons  égaler  à zéro  le  second  membre  de  cet^B  équation 
pour  déterminer  x,  l’équation  Açx=.o  nous  donnera 
— o ; d’où  il  suit  qu’on  a droit  d’omettre  la  constante. 
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PBOBlilMS  IV. 

• • 


io4-  On  veut  faire  entrer,  dans  un  vase  cylindrique  une 
certefine  quantité  d’eau  dont  le  volume  est  connu;  on  de- 
mande quelles  dimensions  il  faut  donner  à ce  vase  p&ur 
que  sa  surface  interne  soit  aussi  petite  qu’il  est  possible. 
. Soit  y»Ie  volume  d’eau  donné,  et  x le  rayon  de  la  base 
du  cylindre;  'ex*  sera  l’aire  de  la- base,  du  cylindre.  Et 
puisque  la  hauteur  de  ce  cylindre,  multlpliéé  par  sa  hase, 
est  égale  à son  volume,  on  aura,  ' 

hauteur  du  cylindre vx' = ^ . 
d’où  l’on  tirera 


“Itauteur  du  cylindre  = 


wx 


En  multipliant  cette.,  hauteur  par  la  circonférence  de  la 
baie  qui  est  on  aura 


V - > aV 

— - X tî  = — 

•vx’  X 


pour  la  surface  convexe  du  cylindre.  Si  à cette  surface  on 
ajoutera:*.,  qui  est  celle  de  la  hase''du.cylindrej  l’équation 
à diffé’’encier  sera 

aV  • 


= — 4-  ’»■**. 


et  l’on  en' déduira 


^ ^ ' 
dr 


‘ d*r  4v  . 


r 

La  valeur  de  ~ étant  égalée  à zéro , donne 


J 
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Oft  voitque  ccAe:  raleqr  répond  « un  raîniniiim,puUqtt’elle 

».  d”r  ' . ' 

rend  positive  celle  : le  rayon  de  la  ba5e  du  cylindre 

' /V  : . . ■ 

cherché  sçra  donc  W — . Si  l’on  met  cette  valeur  dans  l’ex- 
pression de  la  hauteur,  on  trouvera,  pour  la  hauteu^  du  , 
cylindre,  , • 

«■■V3  -,  wS. 

"■  f ■ . ■ ■'  l ' 

•V  . , • , *r 

froxjJmb  T. 

' • . » * • 
iç5.  Entpe  tous  les  cônes ■ inscrits  dans  une  sphère,  dé-- 
terminer  celui  qui  'a  une  plus  grande  surface  convexe. 

Supposons  que_  le  demi-ceçcle  AMB , -fig.  r6  ,■  fasse  une  Fig- 
révolution  autour  de  l’axe  AB,  la  corde  AM  engendrera 
un  cône  dont  AP  sera  .la  hàutenr , et  PM  le  rayon  de  la 
baSe.  . • ' ' 

' La  surface  convexe  de  ce  côné  aura  pour  expression, 

circonférenct  PJJ^  X i AM  ^ awPM.  AM  = irPM . AM* 

Il  ne  s’àgit  donc  que  de  déterminer  PM  et  AM.^.~  * 

Pour  cet  effet,  soient  AB=2a,  ^P  iî=  arj  MP  étant 
moyenne  proportionnelle  entre  AP  et  PÇ , ‘'on  a 

X ; PM  ::  PM  : 20,— ar; 

donc  . , ' ' ' . • ■ . 

, PM  — l/20x — X*; 

AM  étant  moyenne  proportionnelle  entre'AP et  AB,  on  a 

4 • ' I • 

X ; AM  ; : AM  : 2o  ; . „ ' ' ' 


i6. 


•donc 


AM  = {/  %ax  -, 
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substituant  ces  valeurs  dans  l’expreissipn -fle-  la  surface  du 

cône 4 on  obtiendra,  • ' , 

^ ^ 
surface  convexe  du  cône  = »■  ^/  2aj:  — **  "Mx  j 

' =îrl/4‘*’*“ — -2ajr‘; 

l’équation  à diHTérencicr  est  donc  (art.  io3) 

' i ■■ 

• jr  = Y 4a’ Jî?  — ‘ aax^ , . • . 

d’où  l’on  déduit  ^ ' . 

' d^ 4®‘*~3a^*  / 

da^  ■ ^4a’J^*  *— aax'^* 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  x, 

:djc_  4a*  — 3ajr  ^ ’ 

égalant  à zéro  cette  valeur  de  dx , nous  obtienefrons 
' ‘ . 4®’  — 3ax  ■=  O, 
équation  satisfaite  eu  supposant  . ’ 


Oette  valeur  appartient  à uta  minimum  ; c’est  ce  qui  va 

* ~ Û*T 

nofts  être  confirmé  par  le  signe  de 

io6., Avant  que  de  déterminer  la  valeur  de  ce  coeOicient 
différentiel,  je  vais  etipliquer  un  procédé  qui  abrégera  les 
calculs  dans  de  certains  cas. 

Je  ferai  préliminairement  observer  que,  lorsqu’une  fonc- 
tion de  X est  nulle  par  une  valeur  qu’on  donne  à x,  il  ne 
s’ensuit  pas  qu’en  général  son  coefficient  différentiel  soit 
aussi  nul  : par  exemple,  si  l’on  a la  fonction  -r* — - 5x  -j-  6, 
qui  devient  nulle  lorsque  x = 2 , ou  lors<|ue  x=  3 , le  coeffi- 
cient différentiel  de  cette  fonction , qui  e.st  2x  — 5,  ne  de.- 
V ii’nt  pas  nul  dans  ces  bypotlièses.  ^ 


APPUCjAT-  .TH^OB.  Bta  SfiàXIMA  ET  MIMAIA.  ^5, 

107,  Od  peut-qnelquefois  abrégér  beàucoup  lies  opérations  ' 
qu’ob  emploie  pour  reconnaître  si  une  fonction  est  suscep- 
tible d’un  maximumna  d’un  minitntim.  En  effet,  supposons, 
que  l’on  veuille  détermiqer  le  coefficient  différentiel  de 

cî  y t 

l’équation  ^ = XX^  dans  laquelle  X et  X'  Mnt  des  fono- 

' i’  fc-  • ' 

tions  de  x,  dont  la  preiqière  seule  du'vient  bulle  par  une  va- 
leur dobnée  à x;  en  différenciant  cette  équation, 
et  en  divisant  par  dx,  nous  obtiendrons 

• ■ ' d’jr_  XdX'  ^ ,X’dX  ’ • i ' ■ 

..dx*’  dx  . dx  ' . 

X,  par  hypothèse , étant  nulyen  vertu  de  la  valeur  donnée 
à X,  cette  équation  se  réduit  à ■' 

’ . d‘r  ’x'dX 

dx“~  dx  ’ ' " 

d*y  , 

ce  qui  nous  indié|ue  que , pour  obtepir  , il  faât  multi- 

plmr  le  coefficient 'différentiel  du  facteur  nul  par  l’au^ 
faHeqr  (*).  ^ . -, 

108.  Par  exemple,  si  l’on  veut  obtenir  le  coefficient  diffé- 

• X 

rentiel  du  second, ordre  de  ~ dans  Thypotbese  de 

y X • 


. i 


HX 

(*)  Cette  rèe;Ie  n’cit  pas  tans  exception,  car  peut  être  nul  aussi. 
(Jy  > ' 

Par  exemple,  si  l’on  avait  — = x’(ar  — «)*»  équation  qui  renferme 

d*r 

des  racines  esal^,  Uifi  deux  (ermos  de  la  vttleur  do  seraient  nuls^;  et, 

dx*  ' 

dX' 

au  lien  de  supprimer  le  facteur  représente  par  X ~ — , on  devrait,  art.96, 

recourir  aux  coeBîcicns  différentiels  de^  ordres  superieuTs^^our  recon> 
naître  si  la  fonction  est  susceptible  d’un  rânximum  ou  d'un  minimum;  si. 
dX' 

“5 — c'iail  infini,  on  tomlierail  d,ms  le  cas  de  Part.  87. 
aX  r * 


%•  ' 
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^ , CAiXWL  .IHFFé«ENTIEL.  V . • •• 

•'V=a<zi^  en  écrivant  ainsi  cett<r équation,  > - ' 

. ■ ■ • ■ d r ' ' 1 , A - • ’ ■ > • ; - 

,;r-  = --7=X  (x  — a),  . ■'  ' 

on  trouvera  que’  ’ 

. ' r . ■ , • », 

, lix 

l og.  Reprenons  ms^iateua'nt  l’éqtiation  (6i  ),  de  laquelle  on 

• d^T*  ^ ' Lct 

veut  tirer  la  valeur  dans  l’irypotbëse  de  x'—  ; 

en  décomposant  le  numérateur  en  ses  facteurs,  nous' aurons 

. dx  ^a‘^'  — aàr*  * 

le  second  membre  peut  s’étfisç  ainsi  : ^ ■ 

X (4«  — 3x).  . ' 


*'  .'V^  — 7Mxl  ' 

Dans  l’hypotbèse  ac.tnelle,  le  facteur  4'’' — Sx  étant  mil)  n^s 
aurons  donc,  art.  107 , • 


dy  : 


ax 


:X 


d(4«— ,3x) 


3ax 


dx'  • ^ 4<ï“x‘ — dx  ' ■ ' j/4n*x’ — -2ax^ 

et  par  conséquent,  en  divisant  les  deux  termes  de  la- fraction 

: - dy  3a  . • * 


par 


dx* 


V/4«'‘  — 20X 

■’  ' „ 
mettant  dans  cette  expression  la  -valeur  d«  x,  qui  est 

on  obtiendra 


4« 


dx 


3a 


\J-[^a- 


3 


3a' 

/ 4“’ 

V T 
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AFPLICAT.  D3  LA  TWtùïl.  DES  MAXtUA  ET_  MINIMA.  ' 

Celte  yaieitr  étant  négative,  cejle”|de  ar' correspond  à luii 
maxininoi*  ' "■ 

'iÇi  FROBLÈStE  TI.  • , . ■ ■ ■ • 

1 10,  z/n  point  C,  fig.  17,  étant  donné  dans  V angle  YAX,  Fig. 
• mener  par  ce  point  une  droite  DE,  qui  rencontre  les  axes 
AX,  AT,  de  telle  manière  que  la  longueur  DE,  de  celle 
droite,  soit  un  minimum.  ^ 

Soioht  AT.^/ï,  IC  = i,  lE=i=jr;  les  triangles  rectan- 
gles ICË , A9E , nous  <ioDnenl 

' ' lE:  IC  AE  : ad,  ’ , 


'.7* 


•ou  •> 
donc 


' à a -{■  X : AD; 
b 


par  conséquent 
D’une  autre  part 


AD  - (fl  4.  x)  ; 


AD*==.|^(à4.x)*.' 

AÈ“  = (a  + ^)*; 


substituant  ces  Valeuiisdans  la. formule 

♦ DE  = V/AD”,+  AE“,' 

nous  IrouveiHins  ■ 

= + ^)*  + (a  + v/(3ï  ’)  ' 

et,  en  réduisant  au  même  dénominateur  le  premier  facteur 
' <qui  est  sous  leradic^,  ‘ - 

• DE  = \/ («  + \/b\+^^  = J-. 

En  regardant  cette  expression  comme  le  produit  du  facteur 

■a  + X 

( ~ — > P“'‘  1®  facteur  y ^”4-x%  nous  différencierons  par 

l’art.  14,  et  nous  trouverons  . ^ ’ • - 
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teAJ.CUL  DU’FéHKKrXEl/, 


. d..  V^6.“  4- a:“ -t- 

..‘  X \'  * X ^ - 

’ ' • . "5^  . - U 

c^ectuant  les  diiTérenciations , nous  aurops  , , 

■ ,iy= ‘ + * . : ,1-  t/F+?x  >•••■■'* 

^ ' v/F+Î^T  ..^  - ' 

' * * ' * 
réduisanl  au  mèmq  dénominateur,,  en  multipliant  lès  dèux 

. termes  de  la  première  fraction  par  a;,  et  les  deux  termes  de 

la  secondè'par  ^ x' , notis  dbtieqdroâs-  . , 

^ , *a  4-  ar’da:  A*  4-  ^ ^ , 

4?'  = ■ H -■  -■-■L.-rr::  X — odx  ; 

^ *r*  • / 1.4  • „«  . —à  « y 1.4  J f ' 


X*  X*v/F+^ 

réunissant  et  réduisant  les  termes’du  numérateur,  «^.dWi- 
;ânt  par  dx,  il  no^s  Tieudré  enCn 

dj" x’  — eib'  » ' ' 

J,  ■ dx~a;» 

» ^ . 

égalant  le  numérateur  à zéro,  nous  trouverons 

■ -,  3 ;y _ ' ' 

, ^ x=  V^oé*.  • • ' 

Pour  prouver  que  cette  valeur  répond  à un  minimum  dans 
cette  hypothèse,  nous  mettrons  seulement,  art.  lO’j,  à la 
plaç«du numérateur,  qui  est  le  facteur  nul,  son  coefficient 
différentiel  , et  nous  aprotis  ainsi 

=-  ' 3 * 

dx*  a:*  ^ 6“  i-lf  x“  + , 

valeOr  tissentieliementjjositive.  On  ne  fait  pas  la  substitution 
de  la  yaleur  de  x,  car  on  voit  qu’un  carré  x“  est  toujoi/Ts 
positif. 

’ i PBOBLÈUE  Vil. 

. '• 
MI.  Tjyuver  U plus  grand  triangle  rectangle  qu’on  puisse 
construire  sur  une  droite  donnée.  '' 
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^Soient  à oette'cb-oite,  AB,  lîg.  >8,  et  x l’un  des  côtés  du  Fi 
triangle,  l’antre  SePaj/ a’ — donc  la  surface  du  triangle 

a pour  çxpressiodl  * , 

X '/  . ■ ■ * . •*  ‘ • 

— V/a*  — a:*  ; 

,2  • ' ••  J ■ ^ • 

ainsi  l’équation  du  problème  sera,  art..io3i, 
y~  ou  plutôt' = 

d*où,  FoQ  'déAilrâ-  i • • • ^ 

dj  d'x  2x'*  ' 


dx 


a*x*  ■ 


Cefle  valeur  étant  égalée  à zéro,  donne  • 

«*x  — 2X^  — ? » pu  X (a*  2X*)  — O ; 

équation  de  laquelle  on'tire  ^ 

X = 'o , on  2x*  = a*'  ’ ‘ 

fl| 

X ne  pouvant  être  nul,  nous  le  déterminerons  par  la  seconde 
équation;  elle  nous  apprend  que  les  deux  côtés  AC,  BC  sont  • 
égaux.  ^ t *,  ^ 

En  düTérepciant  le  facteur  a’-i—  2x’,  on  trouve,  art.  107 , 


dar*  V^a'x* 


X 


d (a* — ‘2X*) 
dx 


4a:* 


|/a“x»  — X*' 


Ce  résultat  étant  négatif,  l’hypothèse  de  a*— <-2x*  = o 
détermine , pour  x , une  valeur  qui  correspond  à un 
maxiipum.  * , . • 

De  la  signification  géométrique  des  coeffîciens 
différentiels. 

î\y 

1 12  On  a vu  , art.  71 , que  ^ représentait  la  tangente 

trigonométrique  de  l’angle  que  fait,  avec  Taxe  de|^bscisses,  ' . 
une  tangente  menée  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x 


r 


8ç-  .»•  - * eiixjpb-'^F&RENTisr^.  > - ' 

' et  comme  c’est  le  foridemcn}.  de  cé-qu^va  wVre,  on  pe®t 
^ démontrer  à priori  cette  propositioh  de  la  nianu’im  suivaMtc. ; 

Fig-  19- soient  r f]g.  igf,  PM;=^,  PP'  = ü;  j^ij^nant  ,1a  parallèle 
MQ  à l’ase  des  abscisses  ; on  a donc 

^ - M'P'=/(x  + A), 


Oc 


M'Q  = /(.  -4-  *)_/,  = I J + g i eu.  . 

. W , U • . ' 

• . I ' y, 

MQ;M^;:  I : tangS  = ^f  • ’ 

• . .. . 4^ 

et  en  mettant  pour  les  expressions  M Q,  MQ,  leurs  valeurs, 
on  aura'  « j.  - , ’ ^ 

<!r  , dy  Jl  '' 
-=1  + 3?7TÏ.+  '"-' 


taOg  S = ' 


Passamt  à la  limite,  h çst  nul^  et  tangente  S se  cliange  en 
tangente 


Donc  s(lors 


' ’rr. 

'*"î’8'^  = dx- 


Ckila  posé,  si  PM  devient  un  maximum,  la  tangente  TM] 
Fig.  30.  fig.  ao,  étant  alors  psiraliclc  à l’ase  des  abscisses,  elle  fait  un 
angle  nul  avec  oet  axe*,  et  cqmme  on  vient  de  voir  .que  la  tan- 
gente trigODOipétriqUe  de  l’angle  formé  par  la  tangente  ^vcc 

.'dy  dv  '* 

1 axe  des  x éftiit  , on  a donc,  dans  ce  cas , -f-  ^ b.  * ■ ' 
dx  dx 

Fig.  31.  On  démontrerait  de  même  que  si  PM,  fig.  ai,  était  un 
. ..  minimum,  la  tangente  trigonomclriquc  devenant  aussi  nulle 

dans  ce  cas  , on  devrait  avoir  -j^=  o, 

Ainsi , cette  équation  =:  o n’exprime  autre  chose  que 

• la  cpnditjpn  du  parallélisme  de  la  tangente  en^  M à l’axe 
des  abscisses. 
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V.  1 


# Il 3.  Examinons  mainteirabt  dans  quelle  circonstance 
est  positif  ou  n^^tif.  » ^ 

Pour  cet  effet^^considerons  d*abord  le  cas  où  la  courbe  y 
fig.  22  , tourne  sa  convexité  vers  l’axe  des  abscisses.  Fig.  aa. 

Soient  AP,  x;  PM,  jr  ■ PF  = FP"=Ù;  et  par  les  ” • 

points  M et  M',  menons  la  sécante,  MUfS , et  les  droites 
MN , M N , parallèles  Ji  l’axe  des  abscisses,  nous  aurons 


■ ‘ )- 


-1 


M'O  = M'P'  - MP  = f(x  + h)  -/x, 
c’est  ^-di^ 


M'0  = î|rA  + ^.^  + etc 

dx  ^ d.r»  1 . 2 ^ 


dy  A* 


Or,  la  similitude  des  triangles  MM'O,  M^,  nous 
donne 

MO  : MN  ::  M O : SN, 

ou  ’ . 


donc , 


A : a*  ::  m'o  : sN;  • 

SN  = 2M'0  ; 

et,  en  substituant  pour  M^O  sa  valeur,  on  a 
SN 


: 'lé 


«Ir  » , « dy  A* 

— + etc.. 


D’une  antre  part,  lïÿ 

M'-p»_y(^_|_2A); 

si  l’on  en  retranche  ' * 

NP"  = PM,  • 


à y 


on  aura 

M‘'N  = /(x+2A)-^  = î|r  xA  + ^^  + etc.. 

dx  ^dx*l.2^®“*’ 


ôtant  de  cette  valeur  de  M*N,  celle  de  SN,  il  restera 

%•  22,  ^ * 

»'*S  = g»-  + elP....  (6»), 


Eîém.  de  Cale,  dijf. 


\ÿ!âa^iS^y  Gapog^i; 


:.sl. 


M"S  = — A‘  + etc.. 


(63). 


'sa  ' ' CAuett  pi/riltaHriFV.' 

V ■ .. 

Dâni.le  cas  ch  la  conrbe,  fig.  23,  tourne  sa  coCcCviff 
vers  l’axe  des  abscisses,  pour  avoir  M''S  il  faudra , au  con- 
' traire  , retrancher  de  la  valeur  dé  S Nacelle  de  M"N,  ce  ijni 
...diiiHërà'  * ■' 

• 

' : 

^ comparant  ces  deux  valeurs  (62)  et  (63)  de  M'S,  on 
. V-  - • ' cl*r 

i.f?toit|\ue , dâhs  l’uûej  est  précédé  du  signe  et  dans 

• l’autre , du  signe  — . a 

Cela  posé,  ou  peut. faire  en  sorte  que  lé  sifpie  du  premier 
terme  ^ développement  de  M"S  décide  de  celui  de  tout  ce 
dévelofPImcnt  ',  éf  comtne  le  carré  h\  qui  est  essentielle— 

ment  positif,  ne  peut  influer  sur  .le  signe  de  ü’,  le  coef- 

d*^ 

de  tons  les  termes  de  la-valeor  de  M"S. 

En  ne  considérant  donc  les  équations  (62)  et  (63)  que 
relativement  aux  signés  qui  affectent  chaque  membre,  on 


‘ficient  diff^ntiel  décidera. seul  da  signe  de  la  somme 


* . . d’r 

pourra  suppnmef  A*  et  les  termes  qui  suivent 
équations  deviendront  ■ ■ 


ces 


' M'S* 

d’on  nous  tireront 


IT  da:“’  dx>’ 


\ 


|5=  + M-S 

g=-M'S 


y..  (64). 


M.  Si  l’on  regarde  J' comme  uneqiianlité  positive,M"S,fig.22, 
.tombant  du  même  côté  que  jr»  sera  positif;  la  première  des 
équations  (64)  nous  apprend  donc  que,  lorsque  la  courbe 
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tourne,  fîg.  aa,  sa  convexité  vers  l’axe  des  abscisses,  -—Fig. 

. . ' ' ■ dï* 

est  BpsitiC, 

Si  l’on  considerdèiisuite  la  seconde  des  équations  (64)  et  îa^ 
fig.  23  qui  s’y  rapporte,  on  verra  que  — M"S  rcjircseute  une  Fi?.  a3. 
droite  qui  est  d’un  signe  contraire  à Celui  de  j-,  et  que,  par 

.con*quedt,  est  négatif  dans  le  cas  de  Ja  fig.  a3,  c’est-  Fig.  ..3. 


à-dire  lorsque  la  courbe  tourne  sa  coiicavilé  vers  l’a.xe  des 
absçis.scs. 

1 14-  I.ia  Murbe  jusqu’à  présent  a été  supposée  située  au—  ^ 
dessus  de  l axe  des  abscisses  i examinons  ce  (|u’ii  arrive  lors- 
quelle  s’étend  au-dessous,  comme  dans  Ifi  lig.  24.  Il  est  cer-  Fig.  a}, 
tain,  parce  qui  précedn,que  puisque  la  courbe  tourne  en  AI 

sa  convexité  vers  l’axe  des  abséisses  et  par  conséquent 

MN,  est  positif.  Or,  les  droites  MAT  et  "M'IN',  qui  sont 
situées  du  meme  côté  de  la  tangente  T'T,  doiv^  avoir  le  i 

même  signe;  et  comme  AIN  est  positif,  M'N*oit  l’étre 
aussi;  d ou  il  suit  quau  point  AI  , ou  la  courbe  tourne  sa 

concavité  vers  l’axe  des  abscisses,  sera  d’un  signe  con- 
traire à celui  de  l’ordonnée  P'Af,  qui  est  négative;  la 
courbe  tournerait,  au  contraire,  sa  convexité,  si  r et— ^ 
étaient  de  même  signe.  De  sorte  qu’on  peut  dire,  en  gêne-  ♦ 

ral,  que  de  quelque  côté  que  tombe  la  courbe,  est  du 
. ■ dx* 

meme  signe  que  j-  lorsque  la  courbe  tourne  sa  convexité 

vers  l’axe  des  abscisses,  et  prend  un  signe  contraire  lorsque 
la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  meme  axe. 

La  courbe  tournant  sa  convexité  ou  sa  conc.vvilé  vers  l’axe 
des  abscisses,  suivant  que  l’ordounée  est  parvenue  à «on 

minimum  ou  a son  maximum,  011  voit  pourquoi  — est 
. dx* 

positif  dans  le  premier  cas,  et  négatif  dans  le  second. 


• ♦ 

Fig. 


' • CA1.CÜL  DirFÉRRNTIEi;..  • ‘ 

iyS.(^  dit  encore  qu’il  pè'ut  y avoir  un  maximum  ou  «n 

• ■ ' dr  ’ ■ ■ ’ ■ 

iirinmiùin  lorsque  -p-  ?=  oo.  Pour  expliquer  ce  que  cette  ron- 

dition  signifie,  soit  l’équation  Æune  courbe  IWN , . 

aS.Tig.  a5;  il  est  certain  que  si  l’on  donne  à x üne  tal^r  AP, 

cette  équation  déterminera  l’ordonnée  PM.  . • , 

Si  l’on  résout  ensuite  l’équation  par  rapport  à j,  et  qo’on 
ert  tire  x = <py\  lorsqu’on  fera^  = AP'  (valeur  précédente  ‘ 
de  f),  l’équation  donnera  x = P'M.  Dans  ce  dernier  cas, 

^ sera  considère  comme  1 abscisse,  et  x comme  1 ordonnée , 
et  l’on  construira  la  même  courbe,  pouyVu  qi^  porte  les 
abscisses  sur  l’axe  AY,  et  que  l’autre  axé  soit  regardé 
• comme  celui  des  ordonnées.'  • , • • i 

Dans  cette  hypothèse,  on  peut  doiit  chercher  le  maximum 
ou  le  minimum  de  la  fonction  x-de  y.  Pour  cette  effet,  de 

dx  -,  , „ 

l’équation  proposée" on  tirera  — M,  et  ton  supposera 

JVI  = ô ; cela  posé , l’équation  - — M nous  donnant. . . 

1 • ' *■  dy*  « • 

^ = i , on  voit  que  lorsque  M = o , — = oo  ; ainsi , 

la  condition  nécessaire  poqr  qu’il  y ait  un  maximum  ou 
un  minimum  dans  le  sens  des  abscisses,  est  qu  on  puisse  avoir 


dx 


00. 


1 16.  Par  exemple,  si  l’on  prenait  l’équation 

• y^  — ax  — b, 

. S 

on'en  tirerait  — = —•  Cette  valeur  égalée  à zéro  donne- 
dx  iy  , 

rait  y=<x>\  donc  la  courbe  ne  peut  avoir  un  maximum 

dans  le  sens  des  ordonnées  qu’à  une  distance  infinie  de  l’axe 

des  X.  Examinons  maintenant  si  elle  a une  limite  dans  le 

sens  des  abscisses  (pr  limite  on  dénomme , en  général , le 

maximum  et  le  minimum);  pour  cela,  il  faut  supposer  la 


Digitizt  • Google 


85 


SIGNIFICATION  nBS  COF.F^lélENS  »l  I l'É:iCNTLÎ|w. 

valeur  «Je  ^ iiiCnie,  ce  qui  nous  ilonne  — .=  oo  , cou- 

. À V . - 

«litîjm  remplie  lorsqu’on  fait  jr~o-,  «lans  celle  hypothèse,  la^ 

H * • • 

valeur  tft  — se  réduit  à - , résultat  positif.  On  voit  donc 

que,la  valeur  de  ^=o  edirrespond  à un  minimum  dex.  Nous 
déterminerons  ce  minimum  en  faisant  J^o  dans  l’équation 
proposée,  ce  qui  la  réduira  à or  — 6 = o,  d’où  nous  tire— 
b • , . . . , , 

rons  X =z  - jioui'  le  minimum  cherche  : ce  minimum  est  re- 
présenté par  âM  dans  la  lig.  26. 

7.  En  terminant  cette  matière , nous  remarquerons  que 

a' 

l’équation  ~ = 00  nous  indique  que  la  tangente  MT,  • 

lig.  26,  est  celle  d’un  angle  droit,  et  par  conséquent  est  Fis-  af>. 
perpendiculaire  à l’axe  des  x.  j 


rt  A 


Considérations  générales  sur  les  points  singuliers 
des  Gpurbes. 

118.  Le  calcul  différentiel  peut  être  d’une  grande  utilité 
pour  trouver  la  foi^e  ' d’une  courbe  dont  l’équation  est 
donnée.  La  théorie  des  maxima  et  miniina  nous  offre  déjà 
les  moyens  de  déferrainer  les  limites  dans  le  sens  des  abscisses 
et  dans  celui  des  ordonnées;  mais  cela  ne  suffirait  pas  pour 
nous  faire  reconnaître  la  forme  de  .la  courbe.  Par  exemple, 
les  courbes  des  figures  27,  28  et  2g,  qui  ont  les  mêmes  Fig.  27. 
limites  OC  et  OD , dans  le  sens  des  ordonnées,  et  OA  et  OB 
dans  celui  des  abscisses,  ne  se  ressemblent  pas.  Ce,  qui  dis- 
tingue la  courbe  lig.  27  de  la  courbe  fig.  28,  c’est  que , dans  Fig.  28. 
celte  dernière,  il  n’y  a qu’un  point  d’inflexion;  on  appelle 
ainsi  un  point  où  la  courbe  de  concave  devient  convexe  , ou 
de  convexe  devient  concave.  Dans  la  lig.  27  il  y a deux  points  % 
d’inflexion,  l’un  en  E , l’autre  en  G,  et  un  point  de  rebrousse-  ’ 


r 


f 


L 
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ment  en  C,  c’est-à-dire  un  point  où  la  courbe  suspend  tout 
■>  d’un  coup  son  cours.  ' ^ 

1 19.  En  général , les  |X|ints  où  la  coVn  be  éprouve  des  "an- 

. 'gemens  s'appellent  des  point;  jing’i/Ziery/ on  sent^ue  si  1 on 
a le.s  moyens  de  reconnaître  les  endroits  ou  ces  points  exis- 
tent, il  sera  facile  de  suivre  la  courbe  dans  son  cours^Par 
P*8-  »9-  exemple,  si  l’on  savait  que  la  courlie,  Cg.  29,  a des  points 
d’indexion  en  E et  en  H,  et  des  poinU  de  rebroussement 
en  F et  en  G,  on  pourrait  prendre  une  idée d* cette  courbe 
0 par  l’analyse  suivante  ; ^ 

^ En  partant  du  point  A,  qui  est  une. limite  dans  le  sens 

des  abscisses,  la  qpurbe  tourne  d’abord  sa  concavité  ïcrs 
l’axe  des  abscisses  jusqu’en  E,  où  il  existe  un  point  li’in- 
flexion  qui,  de  concave,  la  fait  devenir  convexe.  A l’exlré- 
• mité  de  la  partie  convexe  Er,ellesuspend  son  cours  au  point 
de  rebroussement  F,  au-delà  duquel  elle  est  encore  convexe 
^ dans  la  partie  FH  , pour  redevenir  concave  au-delà  du  point 
d’inllexiun  H et  arriver  ainsi  jus<|u’au  poitvt.C,  qui  est  une 
limite  dans  le  sens  des  ordonnées  j enün  de  C en  G et  de 
A en  G,  la  courbe  est  composéft  de  deux  arcs  CBG  , ADG, 
qui , tournait  leurs  concavités  à l’axe  des  abscisses  , se 
réunissent  en  un  poipt  de  rebroussenmnt,  et  passent  par  les 
deux  limites  B et  D , l’une  dans  l?sens  des  abscisses  et 
l’autre  dans  celui  des  ordonnées. 

120.  D’après  ce  qui  précède,  on  sent  combien  il  serait 
avantageux  de  pojivoir , à l’aide  de  l’équation  d’une  courbe, 
déterminer  les  coordonnées  des  points  singuliers.  Nous  avons 
déjà  fait  connaître  les  moyens  de  trouver  les  maxiraa  et  les 
minima,  il  nous  reste  a nous  occuper  de  la  recberebe  des 
autres  points  singuliers  : c’est  co  qui  va  faire  le  sujet  des  pa- 
ragraphes suivans. 


^ -U* 


♦ 

i 


4 

► 


. - V, 


' niM  POINTS  SINGlIMKnf . 

Des  points  d'inflexion. 


J 


8, 


121 . Nous  venons  de  voir  qu’un  point  d’inflexion  est  celui 
dans  lequel  la  courbe,  de  convexe  devient  concave.,  ou  de 
concave  devient  convexe.  Là  courbe  M M.M",  bg.  3o,  nous 
offre  en  M un  point  de  ce  genre.  Menons  en  ce  point  une 
tangente  TT';  Si  nous  considérons  les  diverses  ordonnées 
comprises  entre  M'P'  et  MP,  nous  verrons  qpe  le  prolon- 
gement M'N'  de  l’ordonncc  jusqu  a la  courbe,  ira  en  dimi- 
nuant, et  s’anéantira  au  point  M ; si  nous  Considérons  les 
ordonnées  snivàntes,  le  prolongement  M'N"  de  l’ordonnée 
tomliera  au-dessous  de  la  tangente,  et  par  conséquent  clian- 
gera  de  signe,  de  sorte  que  si  M'N'  était  positif,  M N sera 
négatif.  Telle  est  la  condition  que  nous  allons  exprimer 
par  une  équation. 


Soient  donc , fig-  3o , PP'  =h  — PP"  ; ou  a évidemment  Fig.  3o. 


ou 


M'N'=1lî't’'  — N'P',  • 

' M'N'  = /(x-l-ll)-N'P'...  (65).  - 
Pour  déterminer  la  valeur  analytique  de  N'P  , nous  avons 
N P' = MP -f  N'O  , 

• N'f'  = j-hN'O...  (66). 


i 


ou 


A l’égard  de  celle  de  N'O,  le  trianglp  rectangle  N'MO  nous 
donne 

N'O  = M0tangN'M0; 


or  on  a vu,  art.  71 , que  l’angle  N'MO,  formé  par  la  taa- 
gente  en  M , ascc  une  parallèle  à l’axe  des  x , avait 
pour  tangente  Irigonoinétriquc;  par  conséquent,  remplaçant 


I 

J 


tans  N'MO  par  4"-,  et  mellant  A à la  place  de  MO,  nous 
® dx  ' ^ ^ 


aurons 


• « 


. « 
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N'0  = 


da:’ 


àSubstitaant  cette  valeur  dans  l’équation  (66) et  mettant 
ensuite  celle  de  N'P'  dans  l’éqoation  (65) , üouS  obtien- 
drons ' 


(67)- 


Sans  avoir  besoin  de  calculer  de  nouveau  la  valeur  de  M'N*, 
on  peut  la  déduire  de  celle  de  M'N'  ; en  effet , si-nous  faisons 
H reculer  l’ordonnée'' parallèlement  à elle-même  de- 

^ viendra  lorsque  h se  changera  en  — A : donnant  donc 

à h cette  valeur  dans  l’cquation‘(67) , nous  obtiendrons 


M*N 


+ (68). 


Maintenant , remplaçons  les  expressions  / (ar-f-  h)  et  / (x — A) 
par  leurs  déyeloppemens,  noi^urons 

M»»/  /■  I r . d*r  A*  dV  A®  \ dr . 


M" 


N"=  etc.  Vr-l-' 

\ dàr  ^ dx’  I , a ..  djc^  a . 3 / ^ 1 


dx 


et  en  réduisant , ces  équations  deviendront 
M'N'  = 


f'N'  _d!r  . djr  A^ 

dx’ I . 2 ‘ dx 


,^^3+ etc.... 


M'N' 


dx  1 . a dx^  2 . 3 


(69) ; 

(70) - 


Gela  posé,  pour  qu’il  y ait  inflexion  en  M^  il  faut  nécessai- 
rement que , lorsqu’on  donnera  à A une  valeur  très  petite  , 
les  lignes  M'N'et  M"N'  tombent  l’une  au-dessus,  et  l’autre  au- 
dessous  de  la  droite  TT',  ce  qui  exige  que  M'N'et  M"N"  soient 
de  signes  contraires  ; or,  cela  n’est  possible  que  lorsque  le 
’ d’y  A* 

ipremier  terme  des  séries  (69)  ^ (70) , est  nul.  En 


«S 

J' * » 
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K** 

efièt , si  ce  tei  me  u’était  pas  nul , oii  pourrait  donner  à h une 

Talfpr  assez  petite  pour  que  le  terme  surpassât 

la  somme  algébrique  de  tous  les  autres  termes  de  la  série. 

Dans  ce  cas,  le  signe  de  ce  terme  serait  celui  du  résultat  de  . 
toute  la  suite  ; et  comme  ce  terme  est  le  même  dans  les 
deux  séries,  il  en  résulterait  que  M'N'  et  M"N",  fig.  3o,  t'g-  3o. 
auraient  néo^^iirement  le  même  signe;  par  conséquent, 
pour  que  M'N'  et  M*N*  puissent  être  de  signes  contraires, 
il  faut  que  l’on  ait 


dV 


122.  S’il  arrivait  que  la  même  valeur  de  x ,qui  fait  éva- 

d’r  . . dV 

nouir  fît  aussi  évanouir  il  faudrait  pour  qu’il  pût 

J avoir  un  point  d’inflexion , que  fût  aussi  nul.  Dans 

d°r  . . . dV 

ce  cas,  si  était  aussi  nul,  il  faudrait  encore  que 

fût  nul,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  le  dernier coefEcient 
dÜTérentiel  qui  serait  nul,  devrait  être  d’ordre  pair. 

123.  Si  la  valeur  de  x,  qui  est  la  même  dans  les  développe- 

d’r  . . ' 

.mens  6g  et  70 , était  telle  que  fût  infini^  ces  deux  déve- 

loppemens  le  seraient  aussi  ; et  alors  on  ne  pourrait  rien  con- 
clure delà  démonstration  précédente , qui  repose  sur  la  possi- 
bilité de  ces  développemens.  Dans  ce  cas,  il  faut  remarquer 
d’r 

que  la  condition  = 0 nous  indique,  en  général,  que 

(1<A  I 

d*r  . ... 

doit  changer  de  signe  au  point  d’inflexion,  ce  qui  s’ac- 

corde  avec  l’art.  ii3;  mais  peut  aussi  changer  designi 
en  passant  par  l'inflâî.  Pour  en  donner  un  exemple,  soit  ^ 


\é 


* • ^ 

# 
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dx‘  X- 


Si  l’on  substitue  successiTement  à x les  valeurs 

<}y  _ ^ 

dx'*'^  h 


I . nj  o- 

x=L  a — ft,  on  trouvera  = — -j-, 


a-t-h, 


A 1=00» 

dx* 

dy 

dx’”"^  A’ 


d’r 


et  l’on  voit  que  c’est  le  dénominateur  de  la  valeur  de  , 

qui  fait  changer  de  signe  au  coefficient  différentiel  aprës  le 
point  d’inflexion.  > 

ia4-  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  pour  qu’il  puisse 
y avoir  un  point  d’inflexion  dans  une  courbe,  il  faut  qu’on 
ait,  pour  l’abscisse  de  ce  point, 

dx*~ 

Lorsqu’on  se  sera  assuré  que  l’une  de  ces  conditions  est 
remplie,  on  augmentera  et 'l’on  diminuera  successivement 
d’une  quantité  très  petite  A,  l’al>$cisse  du  poiut  qui  remplit 

• • ' • . (1* V 

la  condition  prescrite  ; et  si  , pour  ces  nouvelles  va>î 

leurs  de  x , est  affecté  de  signes  contraires , il  faudra 
en  conclure  qu’il  y a un  point  d’infle.xion  ; car,  lorsque 
d'y 

est  positif,  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  l’axe  des 

d^ 

abscisses,  tandis  que  lorsque  est  négatif,  la  courbe  tourne 

sa  concavité  vers  le  même  axe:  or,  c’est  par  ce  changement 
de  convexe  en  concave,  ou  de  concave  en  convexe,  que  la 
courbe  manifeste  son  point  d’inflexion. 

♦ ia5.  Pour  donner  une  application  de  cette  théorie,  cher-^ 


^ DES  rOINT»  D INFI.EXION.  QI 

dions  s’il  y a un  point  d’inflexion  dans  Ja  courbe  qui  a 
pour  équation 

^ -h  2 (x  — . . (71).  - ■' 

lia  dilTérenciation  nous  donne 


^=3.2.(X-«)«,  g = 12(*-n),^=I2.  ; 


dx  “ ■ “ • \ / > J jf»  • “ ' ' ’ Jx’ 

Pour  qu’il  puisse  y avoir  un  point  d’inflexion , il  faut  donc 

d’y- 


qu’il  existe  une  valeur  de  x , qui  rende  nul  le  terme  ; 

or,  X étant  une  quantité  variable,  déterminons  l’une  de  ces 
valeurs  par  la  condition  qu’on  ait  12  {x  — a)  =.  o,  et  nous 
obtiendrons  x = a pour  l’abscisse  qui  peut  appartenir  à un 
point  d’inflexion.  Pour  nous  assurer  de  l’existence  de  ce 
point,  diminuons  l’abscisse  a d’une  petite  quantité  h,  et 
substituons  a — hax,  nous  trouverons  que,  pour  le  point 

d’r 

M',  fig.  3i , dont  l’abscisse  est  a — h,  on  a 7 = — 12A;  fig. 


3i. 


substituons  ensuite  a-{-h  a X,  et  nous  trouverons  que  le 


,]*y 

point  M",  dont  l’abscisse  est  a + correspond  à ^^=12^. 


Ces  deux  valeurs  de  dilFérens  sign^  de  nous  montrent 

qu’il  y a un  point  d’inflexion  en  M.  . 

• tlT* 

L’bypotlièse  de  = « fait  évanouir  par  conséquent 
la  tangente  au  point  d’inflexion  est  parallèle  à l’axe  des  x. 
126.  Il  est  à remarquer  qu’on  n’a  pas  toujours  la  faculté 


, ♦ 


d’égaler  ainsi  à zéro  la  valeur  de  ; si  l’on  voulait , par 


exemple , cbercber  s’il  existe  des  points  d’inflexion  la 
courbe  qui  a pour  équation  ■ 

y — b-+-ax\  ^ „ 

on  trouverait , par  la  diSerenciation,  ^ 


- î - 


-t  i-.. 


* /'à*  ^ 
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«lr_ 


dx 


= 20X, 


dx‘^ 


30. 


(1’^ 

do:*’ 


Or , on  Toit  qu'on  ne  peut  égaler  à téro  la  valeur  de 

qui  ne  renferme  aucune  indéterminée,  et  que  par  consé- 
quent la  courbe  ne  |»eut  avoir  un  point  d’inflexion , résultat 
auquel  on  devait  s’attendre,  puisque  la  courb^est  une  pa- 
d’r  ' 

rabole.  La  valeur  de  nous  montre  seulement  quç  cette 
dx* 

parabole  tourne  continuellement  sa  convexité  vers  l’axe  des 
abscisses. 

127.  Pour  troisième  application,  prenons  l’équation 

en  la  résolvant  par  rapport  h y,  et  en  différenciant  ensuite, 
on  obtient 


r — X*  * — — I X* 


>’.r_5  . » 

3 


Cl 

i\x 


Si  l’on  chercbait  à déterminer  x par  l’équation 

: O,  on  ne  pourrait  satisfaire 


!•!  — =‘>,ouplutôt-5— : 
y/x  i/x 


à cette. équation  qu’en  faisant  x = oo,  ce  qui  ne  condui- 
rait à rien  ; mais  comme  nous  avons  la  faculté  d’égaler 
d’y 

aussi  la  .valeur  de -r^,  à l’infini,  nous  satisferons  à l’équa- 
dx’ 


tion 


3 

y^x 


= 00 , en 


'faisant  x = o.  Cette  valeur  de  x nous 


apprend  qu’il  peut  y avoir  un  point  d’inflexion  à l’origine  ; 
et,  pour  nous  assurer  de  l’existence  de  ce  point,  nous  subs- 
tituerons successivement  à x les  valeurs  x = o + ^ , et 
X. O — h , c’est-à-dire  h cl  — et  nous  verrons  si,  dans 


« 


i 
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ces  (leux  cas,  amène  des  résultats  de  signes  (xmtraires. 
Mais  au  lieu  de  faire  ces  opérations  l’une  après  l’autre,  nous 


pourrons  les  exécuter  à la  fois,  en  substituant  à a:  la  valeur 
± et  alors  le  coelllcient  difierentiel  du  second  ordre 
deviendra 


dx*  3 • 

l/A 


■La  valeur  supérieure  se  rapporte  à une  abscisse  plus  grande 

que  celle  du  point  d’inflexion  , et  la  valeur'  inférieure  se  . ' 

rapjKirte  à une'abscisse  Joindre.  Commo  ces'Heux  valeurs 

sont  de  signes  contraires , nous  pouvons  en  conclure  que 

a:  = o correspond  à un  point  d’inflexion  A,  fig.  3a.  Fig.  3a. 

128.  Pour  dernière  application,  prenons  la  courbe,  fig.  33,  Fig.  33. 
qui  a pour  équation 

iy  — by  = 


Cette  équation  nous  donne 


^r  = b±.x',  = 

^ ’ dx^ * ’ dx» 


t/x’ 


en  faisant  x = o , on  a = 00 , ce  qui  est  un  indice  qu’il 

peut  se  rencontrer  un  point  d’inflexion  à l’origine.  Pour^., 
savoir  si  ce  point  existe,  faisons  d’abord  x = A,  et  substi— 


dV 

tuons  œlte  valeur  dans  celle  de  qui  devient 

dx^  • 


y .4.  s i 

dx* 


I 

Vh 


d'j- 


Si  l’on  fait  ensuite  x = — h,  la  valeur  de  devient 

dx* 


imaginaire,  ainsi  que  la  valeur  de  jr,  ce  qui  nous  apprend 
que  la  courbe  n’existe  pas  pour  des  abscisses  négatives;  ainsi. 


5 
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quoique  ^ soit  infini  à l’origine,  il  n’y  a pa&de^oiilt  à’in- 

flCTÎOn.  Bientôt  il  nous  sera  facile  dé  reconnaître  que  ce 
coefficient  différentiel  appartient  à une  classe  de  points  que 
l’on  a compris  sous  le  nom  de  points  de  rebroussement;  é’est 
ce  que  nous  allons  examiner  plus  particulièrement  dans  lé 
. ■ paragraphe  suivant. 

. 5 . ' ' 

. ' ‘ . Des  Points  de  rebroussemen'^ 

^ . . * ' * 

129.  Lorsqu’une  courbe  s’arrête  dans  son  cours,  et  re- 
vient sur  ses  pas,,on  a un  point  ^ rebroussement  ; le  re- 
broussement est  de  la  première  espèce  lorsque  les  deux 

Fig.  3{.  brandies  se  tournent  leurs  convexités,  conmie  dans  la  lig.  34, 

, , et  le  rebroiisscmen  t est  de  la  seconde  espèce  'orsque  les  con- 
Fig.  35.  cavités  sont  concentri(]ues,  comme  dans  la  lig.  35. 

130.  La  courbe  s’arrête  ainsi,  parce  qu’au-delà  du  point 
C de  rebroussement,  les  valeurs  que  l’on  donne  à4!al)scisse 
en  déterminent  d’imaginaires  pour  l’ordonnée,  ce  qui  sup- 

pose  que  renferme  un  radical  -,  et  si , avant  que  ^ 

' ' ' d’r  , " 

courbe  suspende  Son  cours,  donne  deux  valeurs  , l’une 

du  dgne  de  j et  l’autre  d’un  signe  contraire,  cela  annonce 
Fig.  3ii»iqu’ity  a de«X  branches  de  cOurbe  réunies  au  point  C,  fig.  34, 
* funé  éonveile  ve«s  l’axe  des  abscisses,  et  l’autre  concave. 
A ces  caraqlb*‘€S  on  peiit  reconnaître  un  point  de  rebrous- 
sement de  la  première  éftpèce  ; si,  au  contraire,  les  deux 
J#  d’r  s 

valeurs  de  sbnt  de  même  signe,  les  deux  branches  qui 
.dx*  ■ j,  i'  - ■ * 

Fig.  35.  se  réunissent  cb-<î,  Bg.'’35,^ne  peuvent  être  que  concen- 
triques : par  coBséqueut  lé  l'ebroussemeut  sera  , dans  ce 
cas , de  la  seconde  espèce. 

. " pét^Aiiét..eieit>pTê , etatninons  s’il  y a des  points 

de  iie^odkSêinadtit  daésià  courbé  qui  a pour  équation 
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^ (j- X)*  = X9.  . ’ 

Cette  équation  donne 

jr  = x ±x*  \/x. . . (72). 

On  voit  que  lorsqu’on  prend  x négatif,  jr  devient  imagi- 
naire', donc  la  courbe  s’arrête  à l’origine,  ou  x=o  et 
jr  =.  O.  Mais  cela  ne  prouve  pas  encore  qu’il  y ait  à l’ori- 
gine un  poii^^c  rebroussement,  car  il  pourrait  n’exiiter  en 
cc  point  qu’nfî  arc  de  courbe,  toujours  concave  du  même 
, côté,  ainsi  que  cela  a lieu  an  sonrniet  de  l’hyperbole  ; ainsi, 
pour  reconnaître  si  la  valeur  de  x = o correspond  à un 
point  de  rebroussement,  il  faut  savoir  ce  que  devient,  près 
de  l’origiue,  le  coefficient. dilTérontiel  du  second  ordre  : or, 
en  difl'ércnciaitt  et  en  divisant  par  dx  rc(|ualion 

s ■ - 

j*  = x±x»,  \ 

on  trouve 


dx 


nz  î X 


^ 1-  S Z 


(73), 


‘V/x. 


Pour  savoir  si  la  courbe  est  concave  ou  convexej  près  du 
point  où  elle  suspend  son  cours,  on  augmentera  Vabscisse  de  # 
ce  point  d’une  petite  quantité  A,  en  faisant  x o -f-  À, 
c’est-à-dirç  /i;  et  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  ^ . 

ày  , ■ : 

, on  trouvera  . 

Ces  deux  valeurs  de  signes  contraires  indiquent  donc  deux 
branches-,  l’ube  AM  , fig.  36  j qui  tourne  sa  convexité  vers  Fig.  36. 
l’axe  des  abscisses,  et  l’autre  , AN,  qui  tourne  sa  concavité 
vers  le  même  axe;  par  conséquent  l’origine  est  un  point  de  ^ 
rebroussement  de  la  prétnièPe  espèce.  y _ ■ 


qj^-' 


Æ-  i 
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i32.  Pour  second  exemple,  prenons  l’éqnatiCn 
• .{jr — b)*  = (x  — fl)*;- 
celte  équation  nous  donne 


x = i>±.{/{x  — ay...  (74),  . r 

SI  l’on  fait  a;  = fl , on  trouve  'jr  = b;  mais  si  l’on  donne 
à X des  valeurs  moindres  que  a , celles  4e  jr'  deviennent 
imaginaires;  car  en  mettant  a — h à la  place  i^x,  on  trouve 

y t=:  b — A*  = b :iz  h ^/— A,* 

valeur  imaginaire  : la  courbe  suspend  donc  son  cours  au 
Fig.  31-  point  C,  fig.  34,  dont  les  coordonnées  sont  a et  b. 

• Pour  connaître  de  quelle  manière  s’étendent  ses  branches 

au-delà  du  point  C,  substituons  à x la  valeur  a-\-h,  dans 
d’r 

celle  de  7=^ , nous  obtiendrons 
dx*’ 

• dx*  • • 

d*r 

'•  Le  signe  supérieur  de  nous  indique  une  branche  CM , 

qui  tourpe  sa  convexité  vers  l’axe  des  x,  et  le  signe  inférieur 
nous  indique  une  branche  CN , qui  tourne  sa  concavité  vers 
le  même  axe  : donc  il  y a au  point  C un  point  de  rebrousse- 
\ ment  de'  la  première  espèce, 

i33.  Pour  troisième  exemple,  prenons  la  conrbe  dont 
l’équation  est  _ 

, ‘ , J"  — V' 

Si  Von  fait  x=  o , on  trouve  y=  o ; mais  pour  x n^atif 
y est  imaginaire  : donc  la  courbe  suspend  son  cours  à l’ort- 

• . dV 

gine  ; examinons  ce  que  devient  alors  Pour  cet  efiet, en 

■ écrivant  l’équation  de  la  courbe  de  la  manière  suivante, 

j-  = flx*±ix*, 
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nous  obtiendrons 


97 


^ _ 


dx 


= 2ax  ± I bx* , 


donnant  à x une  valeur  positive  très  petite,  représentée  par 


A , la  j)arti^.3.éH/A  delà  valeur  de  ^ sera  moindre 


que  la  partie  aa,  par  conséquent  les  deux  valeurs  de  ^ 

dx*  ’ 

données  par  Téquation 


(IV 

H#=“±^541/S, 


•S. 


seront  positives;  d’où  il  suit  qu’à  l’origine,  il  y aura  deux 
branches  qui  tourneront  leurs  concavités  vers  i’axe  des  x. 
Il  existe  donc,  à l’origine,  un  point  de  rebiousseinent  de 
la  seconde  espece. 


^,34.  Les  poilus  de  rebroussement  appartiennent  à une 
clftse  de  points  comprU  sous  la  dénomination  de  voinis 
multiples.  , 


Des  points  multiples. 


V 


r35.  On  appelle /joi/i/s  multiples  les  points  où  plusieurs  ‘ 
branches  de  courbe  se  réunissent.  Un  point  mnlliple  est  ' 
double  lorsqu’d  est  à l’intersection  de  «leux  blanches,  il  est 
triple  lorsqu’il  est  à l’intersection  de  trois  branches;  ainsi 
de  suite. 

i36.  Soit  A,  11g.  37,  un  point  double,  formé  par  les  Fig 
deux  branches  de  courbe  AB,  AC,  auxquelles  on  a mené' 
les  tangentes  AT  et  AT'.  Si  nous  représentons  par. . . . 

^ O 1 équation  de  la  courbe,  délivrée  de  radicaux,  . 

la  düTéreutielle  de  cette  équation,  mise  sous  cette  forme, 
^If^rn.  de  Cale.  diff.  ^ > 


37. 


il 
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Pilar  + Q(l^  = Oj  ne  renfermera  aucun  radjcal',  parce  que 
la  différenciation  d’une  fonction  rationnelle-  n!en  intr^uit- 
point  dans  cette  fonction;  d’où  il  suit  «^e  P^et  Q seront  des 
quantités  rationnelles. 

^ Cela  posé , l’équation  précédente  nous  donne 

y 

^ deyant  avoir  deux  valèurs  dltTéfCHtes,  pui^u’il  y a deux 

dx  ' ■ 

. t^gefltes,  il  faudra  que  ^ sé  détermine  de  manière  que 

' * P 

cette  condition  soit' remplie  ; or,  elle  le  serâit,  si  q renfer- 
mait un  radical;  mais  c’est  une  chose' impo.ssible , puisque 
nous  avons  vu  que  pétait  rationnel;  dans  ce  cas»  il  faut  que 

• ^ vî 

PÀ.l"èbre  nous  conduise  à un  résultat  qui  évité  cette  con- 

P 

tradiction,  et  c’est  ce  qui  a lieu  lorsque  ^ se  présenté  sous 

la  forme  -,  car  nous  savons  que  ^ est  le  symbole  d’wbe 

quantité  indéterminée,  et  par  conséquent  susceptible  de 
plusieurs  valeurs. 

137.  Voici  de  quelle  manière  Ce  théorème  se  démontre. 

- • Supposons  pour  un  instant  que  • et  m' représentent  les  deux 
valeurs  de  la  tangente  trigonométrique  de  la  courbe,  au 
point  multiple,  ces  valeurs  devront  satisfaire  à l’équation 

et  donneront 

« P-{.Q<t  = o,  P-fQ<t'  = o. 

Cos  deux  dernières  équations  étant  retranchée»  l’une  de 
l’autre , on  obtient 
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or,  le  facteur  a — a'  étant  composé  de  deux  quantités  iné- 
gaJes,  ne  peut  être  nul;  d’où  il  suit  qu’on  a Q = o,  ce  qui 
réduit  l’équation  P4-Q«  = o à P=o.  Au  moyen  de  ces 

valeurs  de  P et  de  Q,  l’équation  P + Q^=  o,  ou  plutôt 

l 

, f . • . 

• ' • * 

% 

^ — 2 • ' . » , 
dx  o’ 

i38.  Si  au  lien  de  dcnx  branch«s  reonies  en  un  point,  nous  en  avons 
un  pins  grand  nombre,  il  .ufflt  d’en  considérer  reniement  deux,  ponr 

prouver  qu’au  point  de  rencontre  de  tontes  ces  branches,  On 

ne  peut  parvenir  aussi  facilement  k la  mc'me  conclusion,  l^r«roe  pin 
s.eurs  branches  de  courbe  n’ont  qn’une  tangente  commune;  néanmoins, 

dans  ce  cas  même,  on  peut  encore  prouver  que  ^ doit  se  présenter  sons 
la  forme  ^ | mais  comme  la  démonstration  de  ce  théorème  est  fondée  sur 

la  considération  des  contacts  des  courbes,  nous  nous  réservons  de  la  don- 
ner (art.. 170)  lorsque  nous  aurons  parlé  des  courbes  osculalrices. 

' îSg.  On  peut  remarquer  que  la  démonstration  de  l’ar- 
ttcle  1 37  étant  fondée  sur  ce  que  l’équation  primitive  a été 
délivrée  de  radicaux,  si  l’on  différenciait  sans  les  avoir 
préliminairement  fait  disparaître,  il  pourrait  se  faire  qu’une 
équation  qui  comporte  des  points  muUiples'ne  donnât  pas* 
dj'  o ^ 

7G~Z'  «temple,  l’équation  de  l’aft.  i3i  , page  g5, 

est  dans  ce  cas  : elle  a un  point  double  à l’origine,  et  ce- 
pendant si  l’on  fait  o:=  o,  l’équation  C73)  .sc  réduit  à 

dx 

i4o.  Enfin,  nous  ajouterons  que,  quoique  l’équation  ' 
‘lr_o  ....  ' * 

dx~ô  P<’‘“‘  multiple,  il  ne  s’ensuit  pas 


di  = -Q 
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c|u  elle  ne  puisïe  su^isteifque  pour  un  point  dë  ce  genre} 
car  la  démonstration  précédente  ne  nous  dit  pas  que  cette  ^ 
propriété  leur  soit  exclusive.  Ainsi,  tout  ce  que  "l’on  en 

doit  conclure,  c’est  que  la  réduction  dë  à g , indique 
seulement  qu’il  peut  y avoir  un  point  multiple. 


1 4 1 ■ Ce  qui  précède  sufllt  pour  nous  indiquer  le  moyen  de. 
reconnaître  s’il  peut  exister  des  points  multiples  dans  une 
courbe  déterminée  par  une  équation.  Pour  cet  'effet,'  soit  U 
cette  équation , on  en  déduira , par  la  différenciation , 
Pilx  -f-Qd^=o,  et  l’on  verra  si  les  ..mêmes  valeurs  de 'a: 
et  de  J"  satisfont  à la  fois  à IS  proposée  et  aux  équations 
P = 6 , Q = o ; SI  cela  est , ce  sera  un  indice  que  ces  valeurs 
de  X et  dé  peuvent  appartenir  à un  point  multiple,  et 
alors,  en  discutant  la  courbe  aux  environs  de  ce  peint,  on. 
reconnaîtra  s’il  est  multiple. 


Des  points  conjugués. 


142.  Considérons  une  courbe  qui  soit  telle  que,  dans  la 
partie  où  ces  coordonnées  sotit  imaginaires,  il  existe  seule- 
ment deux  coordonne'es  réelles;  ces  coordonnées  construi- 
ront un  point  qui  sera  entièreoàent  détaché  de  la  courbe,  et 
auquel  on  a donné  le  nom  de  point  isolé  ou  de  point  con- 
^jugué.  . ' - 

Représentons- maintenant  par  jr=zfx  l’équation  d’une 
courbe  qui  a un  point  conjugué.'Si  a et  ÿ sont  les  coordon-" 
nées  de  ce  point,  il  faudra  qu’au  moins,  dans  ses  environs, 
les  coordonnées  soient  imaginaires,  autrement  il  ne  serait 
pas  isolé;  par  conséquent,  si  nous  supposons  que  l’abscisse 
a s’augmente  d’une  petite  quantité  A , l’ordonnée  corres|X>n- 
dnnte,  représentée  par  (a+h),  devra  être  imaginaire;  or, 
la  série  de  Taylor  nous  donne , en  général , 
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lor 


/{x  + h) 


I d r , . dV  , d’jr  ft'  , 

^ + (ii- + d^’ ïT3  + 


dx“  I . 2 


Faisant  x = a,  il  faudra  que  l’ordonnée  correspondante  soit 
b \ par  conséquent  nous  changerons  en  A j et , appelant 

C#  (g).  - , ce  que  deviennent  les  coefiil- 

cletis  différentiels' dans  cette  hypothèse,  nous  aurons 

/(a  4-  A)  ^ ^ ^ + etc. 

Or,  pour  que  f{a-\-b)  soit  une  quantité  imaginaii'e,  il  faut  au 
moins  que  l’une  des  expressions 

soit  imaginaire;  c’est-à-dire  que  l’hypothèse  de  x = a + ^ 
rende  imaginaire  l’un  des  coefficiens  différentiels  ; si  cette 
condition  est  remplie , la  courbe  pourra  avoir  un  point 
conjugué.  ' "i 

. Par  exemple,  si  l’on  a l’équation  . 

jr-=±{x-\-b) 

en  la  différenciant,  on  trouvera  ' \ 


ï)- 


Oîtte  valeur  devenant  imaginaire,  lorsqu’on  fait  x= — b,  « 
et  par  conséquent  — o , il  est  à présumer  que  le  point  Â, 
fig.  38,  dont  les  coordonnées  sont  x = — b etj"  = o,est  Fig. 
un  point  conjngué  ; nous  reconnaîtrons  ensuite  si  ce  point 
est  réellement  conjugué,  en  augmentant  et  en  diminuant 
successivement  l’abscisse  — b',  d’une  quantité  plus  petite  que  ’ 
b,  et  nous  trouverons  que,  dans  les  deux  cas,  jr  devient 
imaginaire,  ce  qui  annonce  que  le  point  dont  il  est  ques- 
tion est  un  point  conjugué. 

143.  Les  points  conjugués,  comme  les  points  multiples,  * 


38. 


« 


)“ 


^ ' t.  t 
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manifestent  leur  elistence  eu  rendant  - le  coeEKcient  diSié- 
. - . , O « 

; ' d r ' , . ■ 

rentiel  -r—  . 

dx  . . ^ . 

En  effet , l’équation 

«ï»-.'  : ■ • 

étant  différenciée  et  divisée  par  d.( , nous  donne 


^dx““’^dx  dx  "^dx’ 


d*^ 


et  l’on  voit  que  le  terme  qui  est  affecté  de  a Q pour 

coefiBciènt;  en  différenciant  de  nouveau',  on  trouvera  que  Q 

est  encore  le  coelBcjent  de  et  ainsi  de  suite;  de  sorte 
' < dx* 

'que  lorsqu’on  sera  arrivé  au coefiBcient  de  l’ordre  n,‘nons 
aurons  un  résultat  de  la  forme  • , • 

qS^-|-K  = o..,  (,6). 

Cela  posé,  il  y a au  moins  'l’un  des  coeiSciens  différentiels 
qui  devient  imaginaire  pour  une  valeur  de  x,  et  qui  par  con- 
séquent contient  un  radical  ; représentant  ce  coefficient  par 

d"r  . . • , 

, il  faudra  donc  que  la  fonction  de  x que  représente 

cette  expression  ait  plus  d’une  valeur.  Gela  suffit  pour  que 

nous  puissions  conclure,  comme  dans  l’article  137,  que 

* dt* 

Q = O ,'ce  qui  réduira  l’équation  P-l-Q— =o,àP=o; 


il  suit  de  là  qu’on  doit  avoir  4^  = 

dx  o 
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Des  courbes  osculatrîces. 

Soient '^  ==  pa:  et  jr  = Vx,  les  équations  de  deux 
courbes  qui  se  rencontrént,  lig.  3g  , au  point  M , dont  les  Fig 
coordonnées  sont  AP  s=  sf,  PM  = j-';  on  a ura  donc , pour 
ce  point  j > ') 

^ . , , çx'  = Yx'-,  . : 

supposons  que  x'  de'vienne  ensuite  x'  ^ h , les  Quations 
précédentes  donneront  ■ . 


3(). 


, dax' , d°ax' 

M'P'=?(x'+A)=(pa:'4--^A+  ^ 


ilx' 

dFx, 


M''F=F(^4-  A)=Fx'+  ^4-7 

da: 


dar'*  1 . 2 
d*Fx'  A* 


■ etc. 


(??)• 


• dx'“ 


d-elc'....  (78). 


Si  tous  les  termes  corréspondans  de  ces  déxeloppemerts 
sont  identiquement  les  mêmes,  les  courbe^  se  confondront; 
si  l’on  a seulem’ent  Fx'zxs^x',  les  courbes,  comme,  nous 
l’aTOBS  TU,  n’auront  de  commun  que  le  point  M;  si,  outre ^ 

, , dFa:'  d^x"  •-  , 

Fa:  = ça: , on  a r = , ces  courbes  se  rapproche- 

ront davantage;  et  encore  plus,  si,' outre  ces  équations , on 

d“Fx'  d*®a?'  . 1 ■!  . . •!  » 

a encore  ■ , h = , et  ainsi  de  suite;  car  il  est  évident 

da:  “ da:  1 

que  la  différence  de  M*F  à M'P'  sera  d’autant  mdindre, 
qu’il  y aura  qn  plus  grand  nombre  de  termes  égaux  dans 
leurs  développemens.  ' ' 

. Cela  posé,  soient  a,  h , c , etc,,  les  constantes  de  l’équa- 
tion j’-Fx-,  on  peut,  sans  changer  la  nature  de  la  courbev 
donner  des  valeurs  arbitraires  à ces  constantes^  Par  exeiDplé,.^^ 
si  l’on  a l’équation  jr’’  = mx  -f-  nx*,  qui  est  celle  ^’uno 
ellipse,  quelque  valeur  que  l’on  donne  aux  constantes  ni 
et  n,  cette  équation  ne  cesse  pas  d’appartenir  à une  ellipse, 
puisque  l’équation  conserve  toujours  la  même  forme  (bieu;^> 


J 
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entendit  qu*on  ne  fait  varier  m et  n que' de  grandeur  et  «on 
de  signe»,  et  qu’on  ne  les  suppose  pas  nuis).  D’après  cette 
observation,  on  peut  regarder  comme  arbitraires,  lest;ons- 
tantes  (3,  ù,  c,  etc.,  qui  entrent  dans  les  équations 


dFV 

dx' 


d^x' 


d’Fx' 


dx'» 


dx'» 


etc 


et  en  prenant  autant  de  ces  équations  qu’il  j a de  cons- 
stontes,  on  déterminera  ces  constantes  par  la  condition  que 
ces  équations  soient  satisfaites. 

Par  exemple,  si  l’équation  y = F.r  ne  contient  que  trois 
_ constantes  a,' A,  c}oo  posera  ’ , 

dFx'  • d^x' 


' Fx'  fj/, 


d»Fx'  d’px' 


dx»  dx' ’ <lx'»  dx'»  ’ 

: On -tirera,  de  ces  équations,  les  valeurs  de  a,  de  A et  de 

■ dr'  ^ ' 

c,  en  fonction.de  x',  de  j"',  de  etc.;  on  les  substituera 

dans  l’équation  j-=Fx.  Alors  elle  jouira  de  cette  propriété 
que,  lorsqu’on  y mettra  x'  + A à la  place  de  x,  l’équa- 
tion (78),  qu’on  obtiendra  à l’aide  de  la  formule  de  Tay- 
lor, aura,  les  trois  premiers  termes  de  soh  second  membre 
resjiectivement  égaux  aux  trois  premiers  du  second  membre 
de  l’équation  (77). 

..  Ce  qu^  nous  disons, d’une  équation  qui  ne  renferme  que 
trois  constantes,  peut  s’appliquer  à une  qui  en  contiendrait 
un  plus  grand  nombre. 

145.  Prenons  pour  exemple  le  cas  oii  l’équation  y =.Fx 
représente  celle  d’une *ligne  droite;  cette  équation  _y=.Fx 
• sera  donc  remplacée  par  celle-ci, 

• J-  — OX+Ù...  (7g). 

Les  équations  de  condition  , nécessaires  ponr  l’élimination 
^es  constantes  a et  A,  seront 


Di- 

I 


vQ...^Ie 
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<^x  = ax  + b,  = '»•  ■ •"  (8o)  ; 


io5  ^ 


et  connue  représente  l’ordonnée  en  M de  la  courbe  dont 
l’équation  est  j = ^x,  et  que  x'corresf)ond  à nous  pour- 
rons rem  placer  ^x' par  j"',  et  les  équations  (8o)  se  changeront 
en  . . . ' 


' ' I / 4r' 

J-  =ax  + b,  ’^,  = a; 


• ti.  Pb  ’i' 


éliminant  a,  on  obtiendra . 


Substituant  la  valeur  de  b donnée  par  cette  équation, 
et  celle  de  a,  dans  l’équation  (79)  de  la  ligne  droite,  celle-ci 
deviendra  , ^ 


(81). 


On  reconnaît  dans  cette  équation,  celle  d’une  tangente  ' 
fig.  4o , au  point  M,  dont  les  coordonnées  sontx'  cl  j'.  Fig 
Nous  verrons  bientôt  pourquoi  cette  droite  MT  est  tangente 
en  M. 

146.  Reprenons  la  théorie  préçérlente,  et  pour  éviter  les 
périphrases,  convenons  de  dénommer  les  courbes  par  leurs  ' 
équations.  Nous  avons  vu,  article  i44>  <jwe  si  les  courbes 
j^  = çx  et  J- = Fx  avaient  seulement  un  point  commun , eu 
représentant  par  x'  et  j-'  les  coordonnées  de  ce  point,  on 
aurait  l’équation  de  condition  Fx'  = ^x'-  mais  qu’en  déter- 
minant deux. constantes  de  l’équation  = Fx , par  les  con- 
r-  ' ' . 8Fx'  d(px' 

allions  l‘x  =^x , et  , les  courbes  commence-  < 

raient  à se  rapprocher. 

Représentons  par  j xxfx  ce  que  devient  y = Fx  après 
qu’on  y a substitué  les  valeurs  de  ces  deux  constantes,  la'  , 
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courbe  =yi  sera  |une  osculatrice  du  premier  ordre  à .la 
courbe  j-=ipxj  et  si,  loujjûiirs  en  vertu  des  valeurs  arbitraires 
qu  oh  peut  donner'  aux  constantes',  on  élimine  trois  des  cons- 
tantes de  l’équation  = Fx , au  'moyen  des  équations  sui- 
vantes, ’ ■ ' V ' 

dFx'  â^x'  ’'d*Fx' d*^x' 

di^ 


Fx  —9x,  -T-r  = 


dx:  “ dx 


dx'* 


(82), 


et  qu’on  représente  par  -^f.x  ce  que  devient  Fx,  après'  cette 
, ' substitution,  cette  courbe  = -4x*sera  une  osculatrice  du 
deuxième  ordre  -à  la  courbe  j"s=ç)x,  dont  elle  approchera 
encore  plus,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  pour  une  oscu- 
latrice du  ordre,  nous  aurons  les  équations 

* I 

„ , ‘ , dFx^  d^x'  d’Fx'  d’^x'  d"Fx'  d"çx'  _ 

Fx=px,  -r:r=-^,  — =-î^-*:r7;r=d^-(S3). 


dx'  dx'  ’ dx'*  dx'*  dx'' 


147.  Nous  allons' démontrer  que,  de  deux  osculatrices 
' qu’on  a obtenues  aiiisi , en  faisant  varier  les  constantes  d’une 
J même  équation,  celle  de  ces  osculatrices  qui  est  d'un  ordre 

■ - inférieur  ne  peut  passer  entre  l’autre  et  la  courbe  à laquelle 
on  a mené  ces  osculatrices. 

Fig.  3g.  Par  exemple,  soit  MB,  fig.  89,  la  courbe  jr=^x,  et  MC 
son  osculatrice  fi**  second  ordre;  il  s’agit  de  démon- 

trer que  l’osculatrice  J"— fa  du  premier  ordre,  ne  peut  pas- 
• ser  entre  les  courbes  MB  et  MC. 

Pour  cet  effet , en  mettant  -f-  A à la  place  de  x,  dans 
• ces  équations  ; nous  trouverons 


• ' * 'PTM'  ou  p(x' 
PTM"  on 


-A): 


= -T-7-  A 

d.t 


r 

^,(y-(-A)  = 4y-H^A+_  ^ 


lÊ:; 


. - 


\ 


/i* 

dx'*  a d:t'>  a. 3 


- etc., 


- etc.. 


d*fx'  h*  à\fx' 


I' 
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la  courbe  4^,  étant  une  oscnlatrice  du  second  ordre 
i jr  = fx,‘il  faut  qu’on  ait  . ' ", 

' , , , d4^^'  d^x'  d*oLx^  d’‘çx' 

4x'=z,px,  _ = ^ = _. 


dx'  ’ . da'* 


dx'“ 


D’une  autre  part,  j^=/x  étant  une  oscnlatrice  du  pre-  ^ 
mier  ordre  à j-  = ^x,  on  a encore 

» ' A.'  — à/x'  dfix'  -, 

• /x-.px,  ^ = â^; 

en  vertu  de  ces  équations  , on  a donc 
(fx^^x'=fi'. 


et  seulement 


dpx’_d4x’_d/x’ 
dx'  dx'  dx'  ’ 

d>x'__d“4x'  ^ 


dx'*  dx'*  ’ 

\ 

faisons,  pour  simplifier, 

(fx‘ 


■"r 


dx' 

, d*(px'  _ 

‘■dx'*  ~ ’ 

4 

les  trois  dévetoppemens  précédées  pourront  s’écrire  ainsi  : 
FM'  ou  (P  {x-^h)  ==  K 4-  VA*  + fe'  ^ 4*  etc. , 
FM'ou4(x'+A)  = K-bVA“+^^4-etc.,  ' 

Ht  1 d?fx'  V ’ , 

/(:r  + /i)  = K.  + ^ ^ 

et  en  observant  que  tous  les  termes,  h partir  de  celui  qui 
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i . . _ ■ J . 

est  affecté  de  h^,  onit  h?  pour  facteur  commun nous  pour- 
.^rons  supposer  ^ ' • , . • 

et  en  faisant  des  réductions  analogues  dans  les  antres  équa- 
tions, on  aura  , . • 

' ' ft)  = K + VA*-|-NA% 

' *■  ' /(x'-hA)  = K + i^'ft*  + PA’-,  ; ' 

/ - 

» * ' — *'  * V 

Les  courbes  jr  = fx  et  jr  = étant  des  osculatrices , 
l’une  du  premier  ordre  et  l’autre  du  second  ordre,  Y difi^re 
d‘fx' 

nécessairement  de  i j , ■ On  ne  peut  donc  faire  que  deux 
dx  • ‘ 

hypothèses  sur  V,  savoir  : 

'V  • V < i ou  V >.  i 

dx'*’  ^‘dx'*- 

d*/r'  d"l  ' ■' 

Si  V est  moindre  qne  ^ , soitZ  l’éxcès  de-;  sur  V , 

on  aura 

y 1 7 1 d‘Jx  ' ■ 

. I 

d’Ax' 

si  au  contraire  V 8ur|uisse  ^ quan^té  Z sera  né- 

gative. 

' d*/x' 

• En  substituant  cette  valeur  de  ^ , dans  celle  de 

y(x’-|-è),  et  en  observant  que  h*  est  facteur  commun,  nos 
trois  développemcns  deviendront 


J> 
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*.  ■;  ' P (x' + A)  = R (V  + 

,Kx'  + A)  = K + (V  + NA)  A»,  • • ■ 

/ (x' + A)  =F  K + (V -}- Z + PA)  A». 

' Ôr  , en  faisant  A très  petit,  il  est  possible  que  la  quantités 
indépendante  de  A soit  plus  grande  que  les  expressions  MA 
et  NA  qui  tendent  vers  xéro.  Alors,  si  Z est  positif,  f{pd-\-  A) 
surpasse  qi  (x'-f  A)  et  (x'  -f  A)  ; dans  ce  .cas,  on  a donc 
/(x'-f  A)  ou  P'M*,  lig.  3g,  plus  grand  que  P'M'  et  que  FM",  F'g*  3g 
ce  qui  montre  que  la  coarhe_x=Jx,  représentée  par  MM*, 
ne  peut  passer  entre  leS  deux  autres. 

Si,  au  coptraire,  Z est  négali'f,  on  a f(x'  ^kyfou  P'M”, 
moindre  que  FM'  et  que  P'M".  La  courbe  MlVf  " étant  alors 
celle  qui  s’approche  le  plus  de  l’axe  des  x,  ne  peut  être 
comprime  entre  les  deux  autres.  * 

148.  On  peut  maintenant  expliquer  pourquoi  la  ligne 
droite,  fig.  4o , qui,  art;  i45,e.st  une  osculatrice  du  pre-  Fig 
mier  ordre,  est  tangente  à la  courbe;  car  il  résulte  de  notre 
théorie,  qu’entre  cette  droite  et  la  courbe  on  ne  peut  faîie 
passer  aucune  autre  droite,  ce  qui  est  la  propriété  de  la 
tangente. 

On  dit  que  la  tangente  a un  contact  du  premier  ordre , 
avec  la  courbe.  En  général , une  osculatrice  d’un  ordre  n 
a un  contact  du  même  ordre  avec  la  courbe  à laquelle,  elle 
est  osculatrice;  ainsi,  lorsqu’on  a,  entre  deux  courbes,  les 
équations  • , 

d?x'_dFx'  d*(px'  d’Fx' 


40. 


-3?= 


dx'  ’ tlx'“  dx'*  ’ 

ces  courives  ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre.  Ce 
contact  sera  du  troisième  ordre  si,  outre  ces  équations,  on 
a encore  celle-ci  : 

^ d^çx' dTx' 

dx''*  dx'^  ’ » ' , • • 

et  ainsi  de  suite.  ' w 


r> 


♦ 


>.  • H 

♦ C.  ’• 


; 


.110  , ' CALCUL  niFrmsi^TieL.  V , ' 

. • ' . ' '■■■■■ 

' 1 49- L’équatîpa. du  cercle,  <^i  88t 

* ♦ ^ ® * 
renfermant  trois  constantes , hous  pouvons  déterminer  le 

cercle  qui  a un  contact  du  secoùd'qrdre,  avec  une  courbe 

Fig.  4'.  MN,  fig.  4*  ) dont  on  a l’équation.  Pour  cet  effet,  soient 

• x'  et  les  coordonnées  du 'point  M de  la  circonférence  de 

. , ce  cercle  ; la  valeur  de  sera  donnée  par  l’équation 

■ ' . « + — (®|),  ' 

* a , f , • 

et  devra. remplacer  Fa/  dans  les  équations  du  contact,  qui 
sont  * # - ' 


ifx 


\ d^a:' dFa/  d*<px' d*Fx' 

X— Far,  — TTrî 


dx' 


dx'' 


dx'' 


s:  nous  adoptons  en  même  temps  x et  ^ pour  les  coordon- 
nées de  la  courbe  jr^x^x,  au'  point  de  contact,  les  équations 
précédentes  deviendront  , . 

' ' r=/  . ; 


dx'* 


d^  d*r'  t 

.il  faudra  djonc  mettre,  pour  les  quantités  y,  et  , 

leurs  valeurs  tirées  de  l’équation  (84)’,  et  de  ses  différen- 
ticlleé  successives,  qui  sont  ' , . 

. . ' ' " . ' ' ■ ■ ■ '■ 

■ Cr'-TiS)^  +a:'  — «=0...  (86), 

' ' d'r'  dr'“ 


”4- 


Or,  substituer  dans  les  équations  (85)  les  .valeurs  de  j-',  de 
^ dv^  d*'x' 

etde^j^,  données  par  les  équations  (84),  (86)  ^t  (87), 

n’est  autre  eboSte  qu’éliminer  ces  quantités  entre  les  équa- 
tions (84),  (85),  (86)  et  (87),  ce  qui  revient  à effacer  les 
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acqens  ,laus  les, équation»  (84),  (86)  et  (87),  en  obsertant 
d’ailleurs  que  quand  - . • . , 


on  a x = x'\ 

supprimant  donc  lès  accens , on  trouvera 


. Cr  — + -:|î=y...  (88),  • 

•d  , dj"  . ■-  k 

• + (89),  ;• 


De  cette  dernière  équation  on  tire 

‘ . 0^",fe)  ' . ' 1 

= ir:— (9,)...  , 

t 


V dr' 


Mettant  cette  valeur  dan? l’éqoatiôn  (89),  on  obtient  . \ ' 


X — « = 


0+^-)v 


’dy  * •( 

d*jr  (Ï*  V' 

dx’ 


• I 


Si  dans  l’équation  (88)  on  substitue  ces  valeurs  de  ^ yS 

et  de  X — « , on  aura  , , 

--  — + ^3TLrr-Æ  = »-, 


/dW,  dx* 

Ad^ 

et,  en  ajoutant  les  numérateurs  qui  ont  un  factenr  commun, 


on  aura 


o+i)‘(-^g)  : 

/ÿry  ^ 

Wv 


' 1^.  -.”v.«'V 


k - 


Afc;- 


• V • 


CALCUL  DlFi'iALNTlGL.' 

celte  équation  se  rédùit  à - , 


■ ■/■ 


‘■li . 


’t 


:■  ' 

W~v- 


>;■■ 


I 

% • 


et|  en  tirant-la  racine  carrée,  donne  . , , 

* '■  <^r\i 

d^'J 


•V. 


f 


(.  + 


‘r  '' 


d*^ 

d** 


= y. 


i5o.  ï-e  double  signe  est  relatif  à la  position  de  y:  si  la 

dy 


•>  ^ 


courbe  tourne  sa  concavité  yers  l’axe  des  alors  ^,*era 

négatif;  et  pour  qn’alors.y  se  détermine  positivement,  nous' 
le  prendrons  avec  le  signe  négatiT,  et  nous  écrirons  , 

^ . : . . . .(-i  + teV  V 

V ^ dW  . • 

• , r-  y — ■••(93): 


dx^ 


car  la  courbe,  tournant  sa  concavité  vers  l’axe  des  abscisses, 

‘••.r,.. 


' 1^'tient  la  place  d’une  quantité  négative,  qui,  lorsqu’elle 
dx*  ^ 

sera  substituée  dans  la,  valeur  de  , la  rendra  positive.. 

i5i.  On  a donné  au  cercle  que  noua  venons  de  consi- 
dérer, le  nom  de  cercle  osculateur,  et  à son  rayon  celui  de 
raj'on  de  courbure;  il  ne  s’agira  donc,  pour  obtenir  le  rayon 
de  courbure,  que  d’avoir  l’équation  de  la  courbe,  pour  en 


, vas.  — f I 4 

déduire  les  coefficiens  différentiels  qu’on  substituera  dans 
la  formule  g3. 


Si  la-courbe  devait  tourner  sa  convexité  vers  l’axe  des  .r. 


nous  fiions  précéder  la  valeur  de  y du  signe  positif. 


. ■ \ J'VÏ'Y'  ■ ^ % I ' 

: 't  .. 

e . \ > .'V  ■ , 

■I  r;'-  V-v  . cé.'  ■ ■ ■ 


’T.v 
_ r. 

• 


V,  ‘f.*' 

■ é *!i  • . -O-  * - - 

.1  *<  • Ci  • ' 


O 


DES  COURBES  OSCÜEATRICES. 
i5i.  On  ecrk  qaelqaefois  Diiui  la  ralear 

2 • 


ii3 


(<la-  dK»)‘  V 

dxd‘jr  • * ' 


Cette  formule  se  déduit  facilement  de  l’équation  (gS);  car  en  réduisant 
^au  même  dénominateur  1rs  deux  termes  ^i  sont  sous  la  parriuhcsc  ; et  eu 
observant  que  la  puissance  * , de  dx* . est  dx’.  on  obtiendra 


. î 


(dx*  + dr*)* 


dx* 


d*r 


(drS  -f.  dr*)* 

dad’jr 


- 1 


I j3.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  (g3),  cher- 
chons le  rayon  de  courbure  de  la  parabole  NAM,  fig.  42,  Pig.  4a 

dont  l’équation  est  a:*=  7WJ-;  nous  lEDUverons  * 


J 


‘ 1 


dune 


2xdx=.mdr,  ^ = 

dx  m dx*  m ’ 


> = 


2 

m 


2 

m 


et  en^élevant  les  deux  facteurs  à la  puissance  on  a 
' ' /wi*  \3  /77I*  va 

^ m* 


2 

m 


4' 


■ (94J; 


or,  la  normale  à la 'parabole  a'^’ant  pour  expresaion. . . . ' V. 
/m*  \i  J ' X 

VX  ^ y ’ '■"y''"*  * courbure  de  la  para-^  ' 

bole  est  égal  au  cube  de  la  normale,  divisé  par  le  carré  du 
demi-param'etre. 

154.  Le  cercle  osculateur  peut  servir  à mesurer  h cour- 
l.u.^  de  la  courl.e  en  un  point  M,  fig.  4,  ; carV'si  en  ce  Fig-  4'. 
Elém.  de  Cale.  diff.  g 


x'  t 


V 


.'5 
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4i-^lnt  M on  décrit,  ^tcc  le  rayon  de  courba re , pn  arc 
ML  très  petit,  arc  pourra  être  considéré  comme  l’arc 
même  de  là  conobe,  ddnt  il  s’écarte  très  peu;  or,  plus  l’ajc 
ML  a de  courbure,  plus  son  raygn  est  petit;  d’où  il  résulte . 
que  par  le  décroissement  du  rayon  de  courbure,  où  par  son 
, accroissement , on  pou'rlk  connaître  si  la  courbé  augmenta 
ou  diminue  de  courbure. 

Par  exemple , eu  considérant  l’équation  (ç^) , qni  donne 
le  rayon  de  courjbure  de  1*  paralxde,  on  voit  qu’au  sommet 

■ de  la  courlie , où  x z=o , y = — ; mais  que  lorsque  x s’ac» 

: ;î 

croit  successivement,  y. augmente,  ce  qui  annonce  que  la 

courbure  de  la  parabole  va  en;  diminuant,  lorsqu’on  s’écarte 

du  sommet.  ■, 

Sy 

exprimant  la  tangente  trigohpmétriqae  de  l’angle 

43-  que  la  tangente  en  M,  11g.  43,  fait  avec  l’axe  des  x,  l’équation 
de  la  normale  assujettie  i pisser  par  un  point  dont  les  coor- 
données spnt  « et  sera 


J- 


dx  , 

• iS  = — — (x  ■ 

4r 


■«)• 


Fig 


• • Cette  équation  étant  la  même  que  l’équation  (89)  dans 
laquelle  « et  /3  sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
osculatcur,  on  voit  que  le  rayon  de  ce  cercle  est  une  nor- 
male à la  courbe. 

i56.  Si  maintenant,  par  tous  les  points  d’une  courbe 
‘44- MM  M',  etc.,  fig.  44  > rayons  de  courbure 

(MO,  M'O',  M"0",  étc. , on  construira  une  suite  de  points 
O,  O',  O",  etc:;  ces  points  élant  assujettis  à une  certaine 
■^loi  celp  suffit  pour  que  nous  puissions  donner  le  nom 


1^)  Eimestiuiplicûemcnt  renfcniiccdansrcquiition  (lelacomheM^l'M", 
(aisqvt  ^(ic  courbe  «taui  iIodbcc  , la  position  de  ces  point*  en  r^iultc. 


1 

I • 

'V 

r ' ‘ 

. i . ■ 
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de  courbe  à leur  système;  mais  nous  ne  prononcerons_en^ 
core  rien  sur  la  nature  de  cette  nouvelle  courlie,  qu’on  ap- 
pelle la  développée  de  lacourbe  MM  M*.  Celle-ci,  considérée 
relativement  à la  ^veloppée , est  appelée  la  développante. 

tS’j.  Si  l’on  passe  d’un  [k>int  à l’autre  de  la  développée, 
non -seulement  * et  ^ varient  mais  encore  *,  fi  eV  y 
varient  en  même  temps;  car  « et  /5  étant,  en  général , les 
coordonnées  du  Cercle  osculateur,  comme  la  développé  est 
formée  par  le  système  de  ces  contres,  il  en  résulte  qne  « 
et  |3  sont  les  coordonnées  de  la  développée;  coordonnées 
qui  doivent  varier  d’un  point  de  la^courbe  à l’autre.  Il  en  est 
de  même  de  y,  qui  est  le  rayon  du  cercle  osculateur,  et  qui 
représente  alors  la  distance  d’un  point  quelconque  de  1a 
développée  à un  point  de  la  développante  d’où  est  parti  y.  . 
Par  conséquent  ^ en  différenciant  l'équation  (8g)  par  rap- 
port à toutes  les  lettres  (*) , et  en  divisant  per  dr',  non* 
o^ticn^frons  ‘ \ i 


dx*  dx  d* 
retrancUant  l’équation  (90)  Je  cell^ci , il  reste 


de 

dx  ~ ®’. 


dy'  d/3  dac 


d,ridx  dx 


= 0, 


d’où  l’on  tire 


d_y  dx  dx  ^ t 
~^,dx^d/S’ 


'dx 


dx 


dx 


(*)  On  ne  peat  pas  différencKT  autrement  IVquation  m 

et  ses  derivees^  cependant  il  semble  qne  nous  ajôns  agi  antrementp 
lorsque  de  réquaiion  (84)  nous  avons  déduit  les  équations  (80)  et  (87). 
Je  repomirai  que,  comme  nous  avions  deux  constantes  arbitraires  dans 

8.. 
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N--  - 


<•  / 


Jonc  - 


I _^J*. 

< dar  I 

"i  * . • 

Jy  — ' 

tl*  ^ dx  ’ 


on 


V. 


et  par  conséquent,  art.  24,  * . . 

d*  ilp 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  de  dans  l’équation  (89) 
obtiendra-  .*•'*' 

■ ■ ■ :r-V=^(.-)-'-,(95)-. 

i58.cNous  avons  vù , article'  i55,^  que  l’équatiop. . . 

était  celle  du  rayon  de  courbure 

. J ~ P 

qui  passait  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x eYj. 
En  remplaçant  — ^ par  ^ , ce  sera  toujours  l’équàtion  du 

même  rayon;  mais  l’équation  (g5)  étant  aussi  telle  d’une 
tange4te  menée  au  point  de  la  développée,  dont  les  coor- 
données sont  - et  g (♦) , le  rayon  de  courbure  est  donc 
tangent  à la  développée. 

IVquation  (81) , nwis  les  avons  dctcnnmecs  par  la  condilion  que  les 
fonctions  représentées  par  les  piVmiers  membres  tics  équations  (^)  et  (87) 
fussent  nullcs;  mais,  sans  cela,  nous  n’aurions  pas  eu  le  dioit  de  con- 
clure de  ce  que  l’équation  (84)  a lieu,  que  les  équations  (86)  et  (87) 

doivent  aussi  avoir  lien. 

(♦)  Observons  qn’cn  général  « et  ^ étant  les  coordonnées  d un  potnt 
quelconque  de  la  développée,  l’équation  de  la  développée  sera  ^ 

donc  ^ ^présente,  art.  71,!  'angle  que  la  tangente  au  point  a,  fi,  fait 
avec  l'îtxe  , « v 
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. i5g.  Comme  dans  la  d^pn$tçalion  suivante  nous  em- 
ploierons la  difTérentielie  d’nn.arc  de  courbe,  nous^allous 
•déterminer  cette  différentielle.  * ^ • 

Sappotons  qo’une  abscisse  AP  3=  *,  fig,  45,  s’accroisse  Plft-  45*. 
de  PF*=  A;  si  nous  menons  la  parallèle  Mo  à l’axades 
nous  aurons  évidemment  . ' 

corde  MM' = \/  MO*  + M'O"  ==  M'O*; 

or,  . •'■  •. 

M'p=/-(:.+.4)-/i  = iA  + £^ï  + elc. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’expcession ‘^e  MM',  et>Tei- • 
présentant  par  A,  par  B,  etc.,  les  eoeÈBqpns  de  àe' 
A+,_etc. , on  aura  . - . ^ 


» ,1.  •• 


■du 


donc 


'î'  = 4-  AA’  + etc. , ' , 

M'  = -f-  ~j-  AA’  -f  BA^  -f*  etc.  ; ' • ' 

* ■ . ....  ..V..:-  . 

M' / Tv* — 

r~  V ' " 


Dans' le  cas  de  la  limite ,*la  corde  se  confond  avec  l’arc 
que  Je  représenterai  par  s,  de  sorte  que  nous  aurons 


ds  / 

dï- V 


.»  » 


ày 
7~  d**’ 


d ou  nous  tirerons,  en  multipliant  par  di, 

ds  = V^cLc* -f- dj'*.  ♦ 

160.  Pour  la  développée,  dont  les  coorHonnées  sqnt  • et 
fi,  nou,s  aurons  donc  également 

ds=  y'  d<*‘  4-  d/8*. 

S 

• - ■ > 
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0-  ifti.  DiKroncioos  miinltenant  l'équfclion  (88)  par  rap- 
port itftdteè  les  Tellm,  no*(S  trouTeron».  ^ 

. - . \ ^ ^ • 

. V (^y^  fi)  {dy  — dfi)-h(x—»)idx  — dci)^yd.ri 
l’équatiôn  (8g)  nous  donne 

Cr  — — «)djf=o; 

letrancban  ce  résultat  de  l’équation  précédente,  il  hans 

•e  *•  . 

reste 

. , — {y  — d/8  — (*— «)  der^ydy. . . (g6). 

,,  Si  dans  eett^ équatioil  (96)  et  dans  l’éq'nation  (8^ , nous 
••bstUnoos  Ittgraienr  de_y — 1#,  donnée  par  l’éqnation  (^), 
noos  trouTcrons  ces  deux  équations  : ^ 

— ^ (*—«). — •.  - 
* * * - 

...  . g(,_^*  + (*— )-=5,-, 

sueUaut  « — «en  facteur  commun,  et  tirant  la  racine,  car- 
rée de  la  seconde,  ces  équat,ions  deviennent 

/ , 1 ‘ • 

. i/d-*-Hd^*;_, . 

dirisant  la  première  de  ces  équations  par  la  seccAdC’,  on 
obtient 

« dy~—  v/cto^+d-”. 

Dr  ■siotis  avons  vu,  art.  160 , qu’en  appelant  » un  arc  de 
la  développée,  on^avait 

ds  s=  d/8’  -|-  d«’  ; 

■<  • 


Diôiîi/- 
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'<9 


en  comparant  cette  équation*  à la  précédente,  noas»en  dé» 
dttirons 


•r  • 


dy  r=  — ds,,  o’u  d(j/+*)  = o;  ^ 


et  coiunie  toute  fonction  dont  la  düTércntielle  est  nulle  est 
constante,  nous  avons  donc ^ + s = cons ton/e/. donc  si  le 
raj'On  de  courbure  s’augmente,  il  faut  ques  diminue  d’autant. 

On  énonce  cette  proposition  en  disant  que  le  rayon  de 
cturbure  varie  par  les  mêmes  différences  que  la  développée, 

162.  Soient,  fig.  46,  MO=y 0_B:;=s;  brO'=y',  0'B=s';  Fig. 
nous  avons  donc,  pour  le  rayon  de  courbure  MO,  . 


4<5. 


■J/  s = constante, 


ou 


MO-f-  arc  OB  = constante. . . (p'j). 


Pareilleuien.t , le  rayon  d^ourbure  M'O'  douue  Ueù  R 
l’équation^  ^ 


'y'  s'  = constante , 
M'0'  + arc  O' H=z constante . . 


(98); 


'f'-  I 


les  seconds  membres  des  équations  (97)  et  (98) , représen- 
tant une  même  constante,  nous  tirerons  de  ces  équations, 

' • M'O'  -h  arc  O'd^  = MO  -f  arc  OB, 

et  par  conséquent , 


• 1 


M'O'  MO  = urp  OB  — arc  O'B  = arc  OtX , • 


ce  qui  nous  apprend  que  la  (iifférence  de  dep^e  rayons  de 
courbure  est  égale* à ^ arc  qu’ils  comprennent  entre  eux. 

i63.  Il  suit  de  là , que  si  l’on  applique  sur  la  dévelopyéq 
.OB,  fig.  48,  un  lil  qui,  se  terminant  tangeptiellement, soit  Fig. 
fixé  au  point  M de  la  développante  MC,  lorsqu’on  dévelop- 
pera ce  fil  ,cii  le  laissant  constamment  tendu,  son  extrémité 
M décrira  dans  ce  mouvemciit  la  développante  MC  ; car,  en  • 


4<J. 


V 


■'V 


* • t 
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supposant  que  dans  son  mouvement  il  soit  arrivé  dans  une 
position  Cf'M',  il  se  sera*accru  de  OO',  et  par  conséquent 
égalera  ^ longueur  le  rayon  de  courbure  qui  passe  pai^e 
point. O';  donc  l’extrémité  M'  de  ce  fil  sera  sur  la  déveloj^  • 
pante. 

.164.  Voici  de  quelle  manière  on  peut  trouver  l’équation 
Je' la  développée  : i“.  on  tirera  de  l’équation  de  la’  courbe 

* ' ...  dy  d’y  * * 

les  valeurs  de et  descoefficiens  différentiels  et%; 

4®.  on  sul)slituera  ces  valeurs  dans  les  équations  (89)  et  (90), 
çcqui  donnera  deux  itouvellcs  équations,  qui  ne  serobt  plift 
que  des  fonctions  de  Jt;  3®.. éliminant  x entre  ces  équations, 
0^  parviendr^h  une  équation  entre  « et  j8.  Cette  équation, 
sera  celle  de  la  développée.  ♦ 

t i65.  Déterminons  par  ce  procédé  la'^éveloppée  de  la 
parabolé,  dont  l’équation  est  4||=  my  : en  différenciant,  on 
trouve  * 


’ * ajfdjc  = nwlj' , 


et  par  conséquent 


•}y. 

d* 


IX 

m 


d^  _ 2, 

da’  m’ 


substituant,  dans  les  équations^(89)  et  (90),  ces  vafeurs  de. 

(ly  ti^y  . ® . *■ 

V,  dé  et  de  -r^ , ces  équations  deviennent 
dar  ux‘ 


I 1 iît» 


' + x-n=o:.:  (99),  ‘ •= 

\m  / m • . 

* /*•  A . 4**  . , ■ s 

\m  / m mr 


< • 

retranchant  l’équation  (99)  de  l’équation  (100),  multipliée 
r»ar  on  obtiendra  ,i 

‘ ^ -t"*  ^ 4^  ' . 


m' 


(lor). 


,4. 


1. ,.  »■ 
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D’une  autre  part",  l’équation  (loo)  nr^ii Iti pliée  |jar  p*,  e£  ■ 
réduite,  nous  donne  ' A' 

0 6x*  — 2/71(8 + wi*  = o;  • 

«l’oîi  l’on  tire  " ' ' ^ ’ 

3**  , m ‘ . t\. 

/8= (I02), 

7/12 

Eu  éliminant  x entre  les  équations  (loi)  et'(i02),  on  aura  ’ 
)’équ4lion  de  la  développée.  . ^ . 

Mais  avant  de  faire  cette  opération,  remarquons  que  pout* 
l’origine  où*=o,  les  équations  (loi)  et' (103)  se  réduisent  à 

* = O, /?=—;  en  prenant  donc  AB  = — , fig.  4?,  oix  a le'Fig.  47. 

poinWî  de  la  développée;  on  voit  ensuite,  pàr  l’équa-  ” 
tion  (102),  qu’en  donnant  dés  valeurs  positives  ou  négatives  Ji  ■ 

•V,  B augmente  à mesure  que  cea>valeurs  s’aecroissent,  d’où  ' ’ ’’ 
il  résulte  que*la  développée  se  qompose  d4ldeux  brandies  • ' * 
BCetBD.  ' . '■  • ; • 

1,66,  Pour  éliminerl^cntre  les  équations  (’ioi)  et  fro2),  1^ 
première,  élevée  au  carré,  donne  ^ ^ ’ 

mi 


».  • . *7  •i»; /<(■•> 

d’une  autre  ^art,  on  tire  de  l’équation  (vos),  -'—r’S 


. w»\  77» . <,'•  J* 

• ■ - *•“(*- t)t»  - ;•  . 

' ' * . *.  -* 

en  élevant  au  cube  les  deux  membres  de  celte  équation , on 
trouve 

\ 27’ 

V 

égalant  ces  deux  valeurs  de  x®,  et ‘divisant  par  m^,*ob 
obtient  ' ^ ' '' 


..  -î*,  ’ X » /• 

' Vs 


■ ■ 
■ r,  V 


. 


y- 


7f.  * 

r • •’ 

Dig^^ 
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' » lO  ' \ 2/27  » 

. • % 

appelons  j8'  la  quantité  y8  — multiplions  par  27, 

léquatibn  devient  | 


«-’=«-•  n, 

10 


•■''B  i?»  en  faisant  ^ m = n , l’origine  est  alors  transportée  en  B,’ 


" • /i  •»# 

■ puisque  r=jS — ^ • 

167.  Une  osculatrice  peut  être  située  de  deux  manières 
♦ différentes,  à l’égard  de  là  courbe  avec  laquelle  client  en 
contact  : i“.  elle  peut  avoir  ses  deux  brancl  'S  toutes  deux 
Kij;.  48-  au-dessus  de  la  courbe,  cqmme  dans  la  lig.  48  >0**  toutes 
Fij(.  49.  'deux  au-dessoi#,  comme  dans  la  Cg.  49 î aloijs  l’osculatrice 
ne  frt-a  que  toucher  la  courbei2®.  l’osculatrice  peut  avoir 
une  branche  au— dessus  de  la  courbe^fct  l’autre  au-dessous, 
Kig.  5o.  ^omme  dans  la  lig.  So;  dans, ce  cas,  l’osculatrice  coupera 
la  courlie  au  point IVI.  ’ ' 

f'B-  5i.  168.  On  va  dimontrer,  fig.  5i , que  le  cercle  osculateur 

coupe  la  courbe. 

Soient  pour  une  même  abscisse  , ’ 1 

* , * . °*  T s' 

^ , Y l’ordonnée  de  la  courbe  , 

• ' Y'  l’ordonnée  de  i’osculatrice; 

on  a donc  ’ 


t 


Il  est  facile  de  ptonver  que  les  branches  BC,  BD  sc  lourneot  leurs 
convexités;  car  en  diffcreuciantl’équation  /S'l=/:«’,oa  ^ =n«’,on  trouve 

J = — valeur  négative  pour  a.  positif  couimc 

pour  a ncgatjf,  cc  qui  prouve  que  chaque  branche  tourne  sa  concavitc  , 
vers  l’axe  des  x.  . - , . 
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lÿS 

Y = (f(x*  + h)  = (fx  + Ah  + Bh*  + Ch^ blc.  n . ,, 
Y'=F(*  4-  /»)  = Fx  +A'h  + B'fc*  +Cf^+  etc.  J • • ' ^ ^ 

ir 

Or,  puisque  le  cercle  est  uneosculatricc  du  .second  ordre, 
les  trois  premiers  termes  de  cte  développeraens  seront  les 
iiièmes;  doue  la  difierence.des  ordonnées,  qui  correspondent 
à X + /t,  sera  ^ ^ 

(G  — C)  A3  4- etc....  (io4). 

• ^ 

.Supposons  luaiutenant  que  l’abscisse  devienne  x — A;  il 

faudra  changer  A en  — A dans  la  didëruncedes  ordonnées, 

(|ui  devieniira 

— (C  — C/)A3 4 etc. . . . (io5).  ^ 

Or,  comme  le  premier  terme  des  suites  ( i o4)  ^t  ( i o5)  peut 
surpasser  la  somme  de  tous  Içs  autres  termes.,  en  prenant  A 
assez  petit,  il  en  résulte  que  la  differencè  des  ordonnées 
changera  de  signe,  lorsque  l’ahscisSe,  au  lieu  d’être  x+  A, 
sera  x— A;  ainsi,  en  prenahjti,  tlg.  5i,  PP"  =PP*  = A,  ^ Fij; 
la  différence  des  ordonnées  correspondantes  à x -f-  A est 
une  quantité  positive,  c’est-à-dire  si  l’orijpnnée  P'AFtle  la- 
courbe  surpas.se  P'N',  l’ordonnée  P"N"  de  l’osculatrice  sur- 
passera l’ordonnée  P'M"  de  la  courbe  ; d’où  l’on  conclura 
que  l’osculatrice  est  d’un  côté  au-dessus  de  la  courbe  et  de 
l’autre  au-dessous,  et  par  œnsequeut  la  coupe.  ' 

Ce  que  nous  disons  du  cercle,  qui  est  une  osculatriçe  du 
deuxième  ordre,  peut  s’appliquer  à toute  oÿculatriœ  d’ordre 
pair. 

i6g.  Si  l’osculatrice  était  d’un  ordre  impair,  elle  touche— 
rait  seulement  la  courbe,  au  lieu  de  la  couper.  Cela  est  évi- 
dent d’après  la  démonstration  précédente. 

170.  Voici  le  (liL’orèuic  que  nous  avons  promis  de  donner,  art.  i38,  sur  ' 
l.s  points  multipies.  Si  les  courlics  qui  se  réunissent  en  liii  d«  eus  points, 
ont  une  tangente  comuiune  dont  l’équation  suit  iepré8rntécpary=«a-l-4, 
nous  changerons  Fx  en  nx-t-A,  dans  la  féconde  des  équations  (to3),  ce  , 


1 
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qui  (lonncy  ou  A'  = a , ei  tous  les  autres  coefficiens  de* celte  équa- 
tion seront  nnis.  La  ffh^ente  e'tanl  une  osculatrice  du  premier  ordre, 
^ fx-f-A/i  égalera  Fx  + A'A,  ce  qui  réduira  la  diSerence  des  équati^s 
(io3)  à Y — Y'  = B/f+C/t’-(-etc. 

Celtedifférencc  désordonnées  devant  avoir  une  valeur  double, QMçl  QM^ 
l'ig.  5l<  (Cg.  Si),  il  faut  que  l’un  des  cocflii'icns  difTéreiitiels  qui  sont  représentés 

par  B,  C,  etc.,  ait  deux  valeurs.  Soit  ce  cocflicienti  si  l’on  prend  les 

diff^entielles  successives  de  l’équation  Pdx+  Qdy=  o,  nous  avons  vu, 
art.  143,  qu’i  chaque  difTércnciaiinn  le  terme  Q reste  toujours  facteur 
de  la  dififerenlittlle  de  l'ordre  le  plus  élevé  de  y;  dé  sorte  que  la  diffé- 
rentielle de  l’ordre  n de  la  fonetion  projrosée  pourra  être  représentée  par 

0 1-  H — o.-r-—  devant  avoir  deux  valeurs,  on  pronvera,  eomme 

• ^dx",  dx" 

' dans  l’art.  i37,  que  Q est  ami.  Cette  valeur  de  Q réduira  celle  de  P & 

•'  • - -I  • O-  • 'If  ” * 

. zéro;  d ou  d .suit  que  requation  donnera  ^ -■ 


yipplication  du  théorème  de  Taylor  au  développe- 
ment des  fonctions  de  deux^variables  qui  re- 
0 çoivént  des  accroissemens. 

« » 

^ '7*'*  Lorsfjttexlans  une  fonction  a , de  deux  variable.s  in- 

dependantes  x et  y,  on  change  x en  x -f  A , e\.y  en  y -f-  i, 
le  thcoreine  de  Xajlor  peut  nous  donner  le  développement 
de  celte  fonction.  En  effet,  si  l’on  substitue  d’abord  à x la 
valeur  x -j-  /» , on  aura 

f ■ • 

di*  , d’u  A*  il’u  A’  / c, 

/(.i:  + A , y)  =^  “ + + J:?  V + d]?  O + 

t 

h étant  en  évidence  dans  ce  développement,  y ne  peut  être 
. , - • du  d*u  d’u 

contenu  que  dans  les  fonctions  U , J-, 

gean  t donc  y en  y + k dans  ces  fonctions , nous  remplace- 
rons, dans  l’équation  ( 106), 


- V ■ 

. <r.. . . 


, » 


1,1.  I - ' 


■afÜJiiW 
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ilu  , . A'u  A"  d'*u  P 
“par  U.  4-  k+  ^yi  - + ^ ^ +elc.; 

,1  d«  llü  d"  — ‘ 

(11/  du  , ’dar  • '’dx  A*  , *d.i;  P 

^ d --  d*—  d^  ^ 

d*u  d‘u  . dr“  , , dx-‘-t*  , djP  P ■' 

dx‘ dx*  dy  dj'*  2 dy  2.3 ' 

etc.,  etc.,  etc.,  etc.,  etc.,  etc.:. 

et  formant  autant  de  lignes  qu’il  y a de  termes  da^rl’équa- 

^ion  (io6),  nous  obtiendrons  ^ 

„ , , ,,  , du  , . d’u  A* 

/ïc  + /t,_v  + ^)  = u + -^A+  +etc. 

» d.— 

• ’ , du  , , dx , , , 1 

■ • +dï^  + “dP"''^+^‘'7'-- 

' J ’ , d*u  A‘  , 

• , + d?  ! 

4-  etc. . 

1 72.  Si  l’on  eût  fait  les  substitutions  dans  un  ordrâ  inverse^ 
on  aura^  d’abord  trous’é,  en  changeant^  en  ^ + A, 


du  , ■ d*u  A* 


P 


y*,  jy4-  A)  _ U + A + ^ - + — , — 4.  etc.; 

et  en  mettant  ensuite  dans  chaque  terme  x 4 A à la  place 

de  X,  on  serait  panenu  à ce  développeifcnt 

' , , ,,  , du  , d’u  A* 

Av  + A.x4-A)  = u4-— A+  ^ - 4etc./  • 


dx*  2 
du 


+ d. 


ï/,i+ 


etc.V...  (io8;. 


d’u  P 
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» • 

L’ordre  dans  lequel  noua  avons  fait  ces  substitutions  étant 
■arbitrarre,  puisque  devant  mettre  s:  + A parfoüt  où  entre 
X,  et_y  + t partout  où  entrer,  ces  opérations  ne  peuvent 
influer  l’une  sur  l’autre;  il  en  résulte  que  les  deux  dévelop- 
pemenâ  107  et  108  doiveritétre  icfentiquea, et  que,  par  con- 
séquent, les  ternies  affectés  des  mêmes  produits  de  h et  de  A 
ont  les  mêmes  valeurs.  Si  uous  égalons  donc  entre  eux  les 
ternies  qui  sont  multipliés  par  ’hh , nous  obtiendrons 


• d*  ‘^’dy  ' , ...  d»u  d*u 

Cette  équation  nous  apprend  que  pour  prendre  la  diffâ-en- 
tielle  seconde  du  produit  de  deux  variables,  l’ordre  des  diffé. 
renciations  est  arbitraire.  On  prouverait  la  même  cnose  pour 
les'  coefiiciens  itifférentiels  dCs  ordres  supérieurs , en  égalant 
entre  eux  les  coefBciens  différentiels  des  autres  termes  des 
équations  (107)  et  (108). 


Dm  maxima  et  minimal  dans  les' fonctions  de  deux' 
4'  variables. 

173.  Noua  vencitu  (le  voir,  art.  171,  que  ai,  dans  une  fonction  ded«ux 
varinblca  indvpvndanm  x et  y\  ou  remplaçait  x par  x•^-h,  et_y  par 
y rf- A,  le  développement  àe  fx  + A,  y + A)  était  donné  par  l'équation 
(107).  Si  dana  cette  éqiiaiion  noua  repréaentons/j|T-f-  A,  _y-f-  A)  par  U,  A 
du 

• '"'d^  d«u  . 

par  4t/i , et  par  noaa  auroiia 


U = «-(-/< 


/du  du\ 

\d>-  Âx) 


-h -h 
3 


/'  d'u 


d’u  d 

ev»  -r~  m ■ ■■  ' ' ■ 

dy*  t*xdjr 

+ termes  en  h*,  en  h<,  etc.. . (log). 


d'uN 

d7-^ 


Pour  qne  u soit  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faut  <pie , (pielquc 
valeur  que  l’on  attribue  anx  accroiaacmens  A et  A,  U soit  tonjoura  plug 
{Vand  ([UC  U ou  tonjoura  plus  petit;  or,  cela  n’eat  possible  <|uc  d'amant 


MAX1MA  ET  MINiMA  BES  FONCTION^  DE  DEUX  VAU.  jitT 

, /Au  iluN  , . , , . • * 

qtie  le  ferme  h ”*  "t"  j > ‘'®'  •>  «cela  n claie  pas,  ce 

terme,  an,  89,  pouvant  être  rendu  plus  grand  que  lat somme  alge'bri- 
qne  de  tons  ceux  qni  le  snivenl , moyconaift  Une  valenr  cnmrcnablAde 
h,  en  prenant  snccessivement^ctic  v.ileur  négative  et  positive,  on  ren- 
drait, dans  l'nn  des  cas,  U plus  graqd,  et  dan*  l'antre  moindre  que  u; 
ainsi,  pour  que  cette  fonction  u so^  un  maximum  on  nu  tniniiaum  , il 
fsnt  que  l'ou  dit  , 

, /du  du\( 

cm  plutôt  ' ' . 

du  du  f 

-m  + ^-  = o. 

X'accrois$«ment  k «Uni  arbitraire , il  en  doit  ^tre  de  même  de  m ; par 
conséquent  cette  équation  a lieu  quel  qne  soit  , ce  qui  exigs  qu'unie  sc 
.partage  en  celles-ci  i ' . ' 


(lu 

■ 


dit 

d*~"- 


174-  Exaininoni  Maintenant  ce  qni  distingue  le  maximum  du  mini- 
mum. Pour  cet  effet,  remo^quont  que  puisque  le  terme  en  h est  nnl, 
c'cft  le  terme  en  A*  qui  doit  décider  du  signe  de  la  Aoraitie  al^lirique  de 
tons  ceux  qui  suivent  u j il  faut  donc  qne  le  terme  en  s'il  n’est  pas 
nul,  ne  paisse,  par  des  valenrs  de  A et  de  A,  se  déterminer  tantdt  po- 
sitivement, tantAt  négativement,  antiemcnt  U pourrait  être,  ddns  un 
cas,  plus  petit,  et  dans  on  antre  plus  grand  qne  u\,  aigSi,  Dose  alloua 
cliercliér  la  condition  qui  doit  avoir  lien  pour  qpe  le  terme  en  fc*  son-* 
serve  lonjoiirs  le  même  signe,  quelles  qne  soient  les  valenrs  qu’gn  donne 
A A et  à A.  Dans  cette  vue,  rcptésenions  le  terme  en  A*  de  Téquation 
(109)  par  ‘ ^ 


- A’(Am»  ■ 


■ xBm-l-Qgk 


mettant  A en  factenr  commun , ce  terme  deviendra 


^ AA’ — {no)l 


R«  B* 


ajoutons  sous  la  parenihùse  la  quantité  idcntiqncœcnt  aullc 
Teipression  (iio)  pourra  sVrrirr  ainsi  : ^ 

•••• 
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et  l’on  voit  qu^’elle  sera  toiijoors  du  signe  de  A si,  C et  A e'tant  de 

^ C B* 

m<!me<  signes,  l’on  * ^ ^ c’est-i-dire  AC  J alors  la  qnan- 

tîÆ,  qni  est  rnnllipirce  par  — Ah',  sera  essentiellement  positire,  et 

le  signe  de  l'expression  (ill)  dependra.de  celni  de  A;  de  sorte  qu’on 
anra/un  maximum  on  nn  minimum,  suivant  que  A sera  négatif  ou  po- 
sitif, c’c8t-&-dirc  suivant  le  signe  de  qui  est  le  même  que  celui  de 

parce  qu’on  a vu  que  C et  A étaient  supposés  être  de  même  signe. 


De  la  transformation  des  coordonnées  rectangu- 
laires en  coordonnées  polaires.  • 

' • 

5t3.  l'jS.  Considérons  une  courbe  BDC,  (Ig.  53,  dans  laquelle 
on  a déterminé  de  position  un  point  M,  à l’aide*des  coor- 
données rectangulaires  AP=j:  et  PM=;:^;  ce  point  peut 
être  également  déterminé  si  l’on  4onne  l’angle  MAC  et  le 
ra^'on  vecteur  AM  *,  mais  comme  on  mesure  ordinairement 
les  anglesvpar  les  arcs,  nous  remplacerons  l’angle  MAC  par 

• l’are  mo,  décrit  avec  un  rayon  pris  pour  ,ùnité;  ainsi  J eu 
nommant ‘ê, cet  arc  mo,  et  u le  rayon  vecteur  AM,  nous 

• pouvons  substituer  le  système  des  coordonnées  polaires  t et 
ua  celui  des  coordonnées  rectangulaires  AP=afetPM=^. 

176.  11  est  à observer  que  l’origine  des  absçisses  polaires 
est  qiHîIquefois  placée  ailleurs  qu’en  o ; carie  point  M est  éga- 
lement délerminéflorsqu’ayant  pris  un  point  o'pour  origine, 
on  donne  l’arc  o'm  et  le  rayon  vecteur  AM.  Dans  co  cas, 
nous  pouvons  reprq^nter  o'm  par  é,  et  alors  toutes  les  abs- 
eisses  comptées  de  l’origine  o diflereront  des  abscisses 
0 comptées  de  l’origine  o',  d’une  quantité  constante  oo'j^et  il 
y aura  entre  elles  la  relation  suivante: 
t 

• ■ t — é — 00'. 

Comme,  au  moyen  de  cette  relation,  on  peut  toujours 


■ ' \ 
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changer  Torigine  de'  la  i^ianière  qui  nous  convient,  nous 
supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  l’origine  en  o. 

177.  Représentons  maintenant  par  F(x,y)  = o , l’équa- 

tion dans  laquelle  nous  voulons  chang|f  les  (coordonnées 
Rectangulaires  AP  = * et  PM=_y  en  coordonnéés  polaires 
om=tet  AM  = u,  et  cherchons  les  relations  qui  existent 
entre  ces  coordonnées;  nous  avons  évidemment  . •> 

. • 

AP  = AMcosMAP,  PM  = AMsinMAP, 

' \ • 

OU 

x = ucost,  y=MSmï (H2).  ‘ ' 

• Il  suffirait  donc  de  substituer  ces  valeurs  dans  l’équation 
représentée  par  = 0,  pour  obtenir  celle  qui  serait 

rapportée  à des  coordonnées  polaires.  , ' 

1 78.  Si  l’origine  des  coordonnées-  rectangulaires  * et ^ 
n’est  pas  au  centre  A de  la  courbe,  %.  ^4;  soient  x',  y',  les  Fig  54. 

. coordonnées  comptées  de  l’origine  A',  et  a et  ^ les  coordon- 
nées  comptées  du  centre  A,«n  aura 

> * ' *' 

AP  = A'Q  — A'B,  MP  = MQ-1aB» 
ou 

x = x'  — a,  y=p=y  — b, 

valeurs  qu’on  subtitnera  dans  les  formules  précédentes.  '' 

De  la  transformation  des  coordonnées  polaires  en 
' coordonnéés  rectangulaires,  et  détermination 
de  l’expression  différentielle  de  l’arc  dans  une 
courbe  polaire.  * ' 

179.  L’équation  rapportée  à des  coordonnées  polaire 
étant  représentée  par  F(f,  «)  = 0,  on  voit  d’abord,  % 53,  Fig.  53. 
qu’on  peut  remplacer  u par  sa  valeur  tirée  de  l’équation 

Elém.  de  Cale.  diff.  q 


i3o  ‘ 


«AI-COL  DireâlilMŸltt. 

AM‘  = AP*-hPM*,  • 


A.r^'rd  de  <rie8  équations  (ua),  ^>isées  l’une  par 
l’aatrei  nous  donneront  • ^ ^ 


y sîn  f 

i— =tang«, 

X oüst 


' d’où  l’ou  tire  ' 


' /=  arc  ^Ung  == 

Cette  râleur  de  l et  celle  de  u éUnt  substituées  dans  l’équâ- 
tion  représentée  par  F(< , w)  = t>  > on  obtient 

r Qrc  ^tang  o. . . , >4) 


• C’est  ainsi  qu’<m  parviejnt  à.  une  équation  en  * et  en  y,  et 
affilée  A’une  quantité  transcendante. 

i8o.  On  peut  aussi  bbtenir  fcntce  » et  y «ne  éqoatien 

qui  ne  contiendra  point  la  transcendante  arc  ^tang=‘j^, 

mais  qui  renfermera  des  différentielles;  pour  cela,  on  diffé- 
renciera l’équation  qui  est  représentée  par  la  formule  n4, 
ou, comme  cela  se  pratique,  on  emploiera  le  moyen  sui- 
--  vaut  pour  arriver  à ce  but.  Représentons  toujours  par 
-,  ï(“>0=o  l’équation  qu’il  s’agit  de  transformer  en  une  . 

fonction  des  coordonnées  rectangulaires  x et  y,  nous  ve- 
. nons  de  voir,  art.  179,  que  la  valeur  de  u pouvait  s’expri- 
mer en  * et  en  y,  sans  transcendante,  mais  qu’il  n’en  était 
pas  de  même  de  c’est  pourquoi  nous  chercherons  d’abord 
«ù  éliminer  t entre  F(f , m)  = o,  et  la  différentielle  de  cette 
équation,  que  nous  représenterons  par  F(i,  u,At,  d«)  = o;  à 
la  vérité,  nous  introduirons  dans  le  résultat  de  l’élimi- 
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'laatjoh,  les  diffiérentielles  dietda;  mais  ces  difTérentielles 
pourront  s’exprimer  en  fonction  des  variables  x, 

<tr.  En  efiet,  les  équations  (i  12)  nous  donnent 


cos<r=-,  sin<: 

r II’  U 


(u5)f 

Divisant  l’une  de  ceS  équations  |>ar  l’autre , on  obtient 

* • **  * 
SIU  t . Y 

. — - OU  tans  t z="-  ; 

! • , ' ' 5^*  - • ■ -X 

différenciant,  il  vient  ^ 


i / 


-V 


«DS‘/ 


remplaçant  par  sa  valeur  tirée  de  la  première  des 

équations  (ii5),  et  supprimanL^le  diviseur  commun  a:*,  on  . 
trquve  • * 

^ ~ U*dtz^xdjr  — jrdx,  ' 

et  par  conséquent 


dt 


Xdjr  — jrdx 


..  (Il6); 


«t  en  mettant  pour  u sa  valeur , cette  équation  devient 

• « 
Ia  différentielle  de  l’autre  variable  se  trouve  encore  plus 
facilement}  car  1 équation  (ii3)  nous  donne  - 

«=  |/a:»  + J"; 

, . , . . ^ ' ‘ 
cette  cquâtion  étant  différenciée^  nous  avons 

A Xdx  + jrdjr 

+ jr*’ 


V - 

" U 


I f,  ■ 


-r  • V 


9 


I 
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au  moyefa  de  ces  valeurs  de'dt,  de  d«  et  dé  m,  on  cRançera 

• l^uation  obtenue  par  l’èlixnînatîot»  de  i ; en  «ne  autre  qui^  - 

ne  contiendra  plus  qub  X,  j-^di  et  d^,  et  qui  par«onséquent 

se  rapportera  aux  coordonnées  rectangulaires. 

i8i.  Oh  à vu, .art.  169,  que  la  dififcrentielle  d’un  arc  z, 
rapporté  aux  coordonnées  rectangulaires , avait  pour  ex- 
pression'  > ' ’ * ' , ' * ' ' ■ . 

d»=  Ç^dx*+dy...  (117)- 

On  peut  se  proposer  de  déterminer ’la  différentielle  du  même, 
arc,  lorsque  jes  coofclonnée^'sont  polaires;  dans  Ce  0^  ,.on 

• substituera  dans  l’équation  (117)  les  valeurs  de  dx  fet  de  dj', 

, tirées  des  équations  ' , 

* • 

x = ucos<,  et  y='Msint,  t 

et  l’on  trouvera , en  différenciant  ces  équations , . • 

' ’ ■ (]x  = — ^^i/.sin  <çU  + cos /du,  * ^ 

, • dj"  = j«costdt-j“sin  tdu. 

Élevant  ces  équations  au  carré  , et  réduisant  à l’aide  de  la  , 

formule  , . ' ’ • - . : 

’ ’j.  ' ' sin*  t + cos’f  = 1 , ' 

on  obtiendra  _ . ■ r . ■ \ ' 

• . ’ dz  = v/u“dt’4-du\ 

Telle  est  la  différentielle  de  l’arc  en  fonction  des  coor- 
données polaires.  . , • . 

■ . 1 W-  • • 

' Des  sous-tangentes,  sous-normales,  normales  et 
■ tangentes  aux  courbes  polaires, 

* i8a.  On  sait  que  dans  les  courlies  à coordonnées  rectan- 
,5  -ulaires,  la  sous-tangente  A/,  fig.  55,  est  toujours  comprise 
Lire  le  pied  P de  l’ordonnée  et  le  point  t,  où  une  porpcn- 
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S0US  TANOENT8S,  etc.,  AUX  :C6üKBES  POLAIHES. 

ilicuUire  A/  à celte  ordonnée  vient  rencontrer  la  tangente*^ 
éo^servant  la  même  définition  potir  les  courbes  polaires, 

OH 'P-ordonnéé  n’est  plus  PM,  mais  le  rayon  vecteur  AM, 
la  sous-tangente  sera  alors  la  perpendiculaire  AT,  comprise 
depuis  le  point  A jusqu’à  la  rencontre  T de  la  tangente. 

La  sous-tangente  a donc  une  position  dilTérentc  dans  les 
courbes  polaires  que  dans  les  courbes  qui  ne  le  sont  pas  ; 
car  dans  les  unes  la  sous-taiigente  est  toujours  comptée  sur 
l’a^e  des  abscisses,  taudis  que  dans  les  courbes  polaires,^ 
ou  cet  axe, n’existe  pas,  la  so.us-tangente  varie  déposition  à > 
chaque  point  de  la  courbe.  ^ ,,  ^ 

i83.  Déterminons  maiptenant  l’expression  "analytique  de 
la  sous-tangente  dans  les  conrliès,  polaires.  Pour  cet  effet, 
soient  AM  et  AM',  fig.  56j  deux  rayons  vecteurs , et  du  Fig.' 
point  M mettons  la  perpendiculah'e  MP  sur  le  rayon  vec-* 
teur  AM',  et,  à cette  perpendiculaire,  menons  la  parallèle 
AT  ; les  triangles  semblables  ATM',  PMM'  nous  donneront 
la  proportion^  ' . 

PM'  ; PM  AM';  AT;  ■'  • 

d’où  l’ou  tire  i . : ' ‘t  +• 

AM'XPM  - ,,  ; • '■ 


AT  = 


,PM' 


et  en  observant  que  PM'  est  un  côté  du  triangle  tectangle 
PMM',  cette  valeur  de  AT  devient  , 


AT  = 


AM'  X PM 


V/MM'»  — PM“ 


Dans  le  cas  de  la  limite,  A.M'  est  égal  à Ali  ,,c’e<l-à-dire,à 
H,  PM  se  confond  avec  l’arc  MN,  la  corjje  MM'  aveçt  l’arc 
•MM',  et  AT  devient  la  sous-tangente.  Il  ne  s’agit  donc  |)lus 
que  d’avoir,  pour  le  cas  de  la  limite,  les  expressions  ,M'M 
et  MN;  la  première  de  ces  expressions  n’est  alors  que  lu 
différentielle  de  l’arc  de  courbe  donc,  art.  i8i , 


- i 


"il 
. 'J 
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- , ’ • • ’ _ ^ f • ' 

. 4^  MM'  = V^i*+da‘;  • ' ' • 

* ' ^ ' * * '% 

i l’égard  de  MN.,  les  secteura  ÀRR'  et  àMN  dohs  doDBent 

1*  pi^portion ^ ’ ’ T . V.  ' 

‘ AR:  RR' ::  AM.:Mw;  • 


ou 


I : RR'  ' U ; miï;  ‘ 


donc  MN  = U. . RR',  quantité  qni  j dans  le  cas  de  la  liiùite^ 
IP  réduit  à udf.^  Mettant  ces  yalcnrs'  de  MN  et  Af M dans 
oelie  de  AT,  apjés  qu’on  y aura  cKangé  AM'  en  u,  et  PM  en 
H MN , et  réduisant , nous  tronferons  ' 


■A'T,: 


«*dt-  ' 
du,'.  / 


Telle  est  l’expression  de  la  sdus-tangenté. 

V r84.  Pour  déterminer  la  sous-normale , nous  obseryerotia 
que  la  normale  SM  ^tant  perpendiculaire  à la  tangente, 
Fig. '55.  l’ordonnée  AM,  fig.  55,  doit  être  moyenne  proportionnelle 
entre  la  sous-tangente  et  la  sous-normale  ; par  conséquent 
^ nous  ayons  ■ ’■  > 

- AT:  AM  ::  am‘:  ^ous~normale,  • 

ou  . 

u*d<'  - 

: U U : sous-normale; 


-dn 


donc 


sous-normale  = 

dt 


A l'égard  de  la  normale  et  de  la  tangente,  les  triangles  rec- 
tangles MAS,  MAT  donnent 

MS  = v/M  A*  + AS* , MT  = l/M  A*  -f  AT*. 

Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  MA,  de  AS 

et  de  AT,  nous  trouverons 

* » 
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nAVON  ns  COUBBOBE  J»ES  COURBES  POLAIRES. 


/ V. 

i35 


V '«1»“  /■  / r ."<»>■ 

normale  = «•  + ^ » -tangente  = « y/  > + “ 


i85.  Polir  troaVer  l’expression  analytique  du  secteur  dans 
les  courbes  poIaires,1e  triangle  ÀM'M , lig.  56 , nous  donne  P'g-  56. 

•'  • AM'XPM 

aire  AM  M = ; 


dans  lé  cas  de  la  limite,  l’aire  du  triangle  AM'M , lîg.'56^Fig.  56. 
devient  celle  d’un  secteur  élémentaire,  la  perpendiculaire 
PM  peut  être  remplacée  par  l’arc  MN,  que  nous  avons  trouvé  ^ 
égal  à udr,  et  AM'  se  réduit  à u.  Substitua'nt  ces  valeurs 
^ dans  l’équation  précédente , nous  trouverons  i 


«•dr 


•fliVe  du  secteur  élémentaire  = . 

^ • a 


On  peut  aussi  exprimer  le  secteur  élémentaire  en  fonction 
des  coordonnées  rectangulaires  car  en  mettant  dans  cette 
équation  les  valeurs  de  u et  de  d(,  données  par  les  équations 
(ii3)  et  (ii6),  elle  devient 


aire  dit  secteur  élémentaire  = — — . 


De  la  détermination  de  Veocpression  du  rajron  de  courbure 
dans  une  courbe  polaire. 


i86.  Non»  avons  donne,  art.  i4j),  l’expresaion  du  rayon  de  conrbnre, 
rapportée  à des  coordonnas  rectangnlaires  ; en  nous  réservant  la  faculté  , 
d’affècter  cette  expression  dn  signe  qui  rendra  y positif,  nous  l’écrirons 
ainsi  : 


d*r 

HT* 


...  (ii8). 


Pour  avoir  cette  valeur  de  !■  exprimée  en  fonction  des  courdunnées  po- 


. ^ 


. » 


1i/ 
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lûres,  îl’^e  s^git  que  d’eliminef  les  coefficiens  diSëreiuiels  qui  ciU^at 
dan*  cettecxpre^OD,  >u  moyen  de*  cquatiotis'suivantei  : ..  ^ ^ 

x=ucos'(,  r = u sinïj 

diffërcocions  ces  épations,  et  divisons 'ensuite  les  re'soltau  l’un  pa^ 
l’autre  , nous  obtiendrons 

, • , tir  da  sin  t-f-if  CQstdt  _ - ' , ’ 

dx  du  cos  t — usintdt’  ^ ‘ ‘ 

, reprcseotons^par  m et  par  n les  deux  termes  de  cette  fraction , nous  au* 
ft-ons  _ 

*'  ^ • m=xdvsint-t-u  cos td<  1 

■ ’ n du  cof  t — u sin  tdt  | 

,el  par  conscqucni  ' ■ 


(”9)i 


çu 


i s 

dj^» m*  J • . 

• dx>,  ' 

Au^moyen  de  cette  cquaiion  on  trouve,  pour  le  nume'ratcu^  da  ia 
Valjur  de  y. 


^levant  chaque  terme  de  celte  fractipn  h la  puissance  - , et  observant 

2 ' I , . t ; - . 

/ que  la  puissance  - de  n*  est  on  a ^ ''  ' * 

«lificmbiaiu  ensuite  Tequation  (lao),  nous  trouverons 


• 1' 


^ d*^  ndm  — • mi\n  j 
dx  «■  ’ 


divi|^t  re-premier  membrq  de  cette  Quation  par  dx  et  le  second  par  n, 
qui  équivaut  à dx , nous  aurons 

• % 


d*y*  nâm  — nidn 

— •••(■’»• 


dx 

Au  moy#n  des  valeurs  données  parles  équations  (lai)  et  (laa),  iV^ua* 

¥ 
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Uon  (ii8) devient  • . ' o '.  ^ 

'4  . i -,j  :•-■  ■■  ''A  - ^ 

* / ' * ■ ' * 

Il  ne  e’agit  plus  que  de  triinvformer  célte  liquation  en  une  fonction  de 

{ fit  de  U.  Pour  cet  effet , on  dclerminera  d'abord  la  râleur  n’  + ni', 
en  ajoutant  lés  carros  des  équations  (i  ip)  ; et  en  réduisant  à mesure,  au 
moyen  de  l’éVluatlon  sînsf  + cos't  ^ i , on  ttourer*  * 

• ■ I - -xi  . 

n’ m’ = du* -t- u’dt». ..  (ia4)"  ■ «■’ , 

. . O ' 

A l'egard  du  dénominateur  de  l'eqnation  (i33))  nous  differeneierons 
Successivement  les  équations,  (i  Ig)  en  traitant  (Jf  Comme  (onstant  ; et  \- 
mult^liant  respectivement  les  résultats  pur  n et  par  nous  trouverons 

ndm  = nd*u  sin t + andu  uosldt  — nu  sintdt>,  • ' 'î 

•ndn  = md'ucosc— amilu sin  tdt — n/ucostdt»j  ,.i 

la  seconde  équation  étant  retranchée  de. la. première,  nous  trouverorts 

ndm  — mdn  = d’it(n  sin  t—m  cos  t)  \ ' ■ ‘ 

i'  +adudt[n  tostH-msint)|  I . ..  (ia5)  ; 

. — udt*  (n sidt  — mcost)  J * ’ ,j 

lunUipliaut  la  seconde  des  équations  (ii^  par  sin  t et  la  première  par 
cos  t,  les  retranchant  l’une  de  l’autre,  et  réduisant  au  moyen  de  la 
relation  sin*  t -f-  cos*  t = i , nous  obtiendrons  ' 


n sin  t — m cOs  t = — udf. 


S'.', 


Opérant  d’une  manière  aualogne  pour  former  la  valeur  de  ncost+nisin  t, 
nous  trouverons 

n cosS-f-msint  = du.  , 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’éqnation  (ia5) , cette  équation  deviendra 

ndm  — mdn  = — ud*udt  -f-  adu'dt  + u*d|î. ..  (ia6). 

Au  moyen  des  valeurs  que  nous  venons  de  déterminer,  les  équations  (ia4) 
u%(io6l  changeront  l’équation  (ia3)  en 

(d/l* -f- n*dt*,’ 

^ adii*d/  — ud’mlt -4- u*dt’’  i . 


-V2W» 


■t 


i38  C^ldCVl,  BilEiuKTIS^. 

» ■ . Des  courbes  transcendantes. 


F, g.  5,. 


, 187.  On  appelle  ainsi  les  courbes  qpi  contiennent  des 
quantités  transcendantes  ou  des  corfBciens  différentiels,  et 

\ \ J • ' 

■en  général,  les  courbes  dont  oh  ne  peut  exprimer  lei. 
équations  par  uj(  nond>re  fini  de  termes  algébriques.  Kou^ 
ferons  connaître  quelques-unes  des  plus  remarquables  de 

ces  courbes.  ' ' . 

» ' . 

. ’ De  ia  'spirale  cS Archimède  01#  de  Conon.  ' 

188.  Voici  la  génération. de  cette  courbe:  tandis  ^e  le 
rayon  87, 'décrit  une  résolution,  un  point  A se 

transporte  du  centre  A à l'extrémité  B de  ce  rayon  ^ et  se 
meut  d’un,  moutement  uniforme,  de  telle  manière  que  le 
point  mpbile  qui  était  en  A au  commencement  de  la  rota» 
tion  de  AB , se  troure  en  B lorsque  AB  a décrit  une  rpvo^^ 
lutioB  entière  autour. du  centre  A.  Le  point  mobile  décrit 
dans  ce  moîiTement  la  spirale  d’Archimède. 

' Soient  AB  = à,  arc  BN  s=  t,  AM  = nj  on  a donc,  d’après 
la  définition  précédente , ... 


op 

■* 

d’où  l’on  tire 


AM  ; AN  «rcWB  t BGDB, 


U : a ::  t:  a»a. 


a«- 


Cette  courbe,  comme  on  le  soit,  n’a  pas  ses  coordonnées 
rectangulaires  Lorsque  AB  a décrit  une  révolution  entière, 
l’arc  NB  équivaut  à la  circonférence;  donc  alors  t = 2sra,. 
ce  qui  change  l’équation  précédente  en 


2xa 
’ 2»  ’ 


ou  u = a. 


. 
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i39" 


Si  le  point  A.  continue  à se  mouvoir  toujours  uniformé- 


ment,  le  ra^'on  AB  décrira  une  seconde  révolution  autour 
du  centre  A ; et  si  l’on  pren'S  BB'  = BA , le  point  mobile 
arrivera  en  B'  au  bout  de  cette  'seconde  révolution  ; alors  t 
sera  égal  à ce  qui  donnera  u = 20;  ainsi  de  suite.  , 


» ' 


De  la  spirale  Iqgarithmique. 


■ '189.  La  spirale  logarithmique  est  une  courbe  polaire 
dans  laquelle  l’angle  AMT , fig.  58 , formé  par  le  rajon  lig.  58. 
vecteur  AM,  avec  la  tangente  MT  à la  courbe^  est  constant. 

Ainsi , en  nommant  a la  tangente  trigonométrique  de  l’angle 
AMT,  nous  avons  donc  ' ' ^ ' 


, tangAMT  = o; 

or , le  triangle  TM  A,  rectangle  en  A,  nous  donne 


.1 


/ 


donc 


I : tang  AMT  ::  AM  -r  AT; 


■ ti 


AT 

tangAMT=_..  ^ 


Remplaçant  le  rayon  vecjtenr  AM  par  «,  et  AT  par  l’ei- 
. u’dt 

pression  que  nous  avons  trouvée,  art  !83,  pour  la 
sous-tangente  d’une  courbe  polaire,  nous  aurons) 


-.V  ^ 


tang  AMT,  ou  « = 


d’où  nous  tirerons 


adu  , 

— = d/...  (127); 


et  en  intégrant,  nous  trouverons 

» 

fl  log  U z=  I -f-  constante. 


DIaitiZSti  Ciooÿe 


> 


i4<>  * • CALCUL  biffIiientiel. 

Soit  e la  base  dit’  système  Népérien  ; si  l’on  regarde  d 
cotnme  le’ logarithme  dé  d,  dajps  un  certain  systfetne  de  t^ 
WfMi  on  leurra  remplacer  a par  Le,  et  alors  Le  log  u re- 
présentera le  logarithme  de  à dans  ce  système  (’)  ; de  sorte 
..  qne  nous  aurons  ‘ - • ' 

Lu  = / constante.  ' ' « , 

190.  On  peut  construire  la  spirale  logarithmique  pàrpoints 
de  la  manière  suivante  : ayant  partagé  là  circonférence 
5g.  OO’O*,  fig.  5g,  en  parties  égales,  on  mènera  des  rayons  aux, 
points  de  division , et  sur  ces  rayons  on  prendra  les  jiarties 
Am,  Am',  Am",  Am*,  etc. , qui  soient  en  progression  géo- 
métrique; lesyioiiits  m,  m,m" , m*,  m'',  etc.;  appartian- 
' dront  à une  spirale  lôgarithmique.  En  effet,  en  supposant 
que  les  parties  mm',  m'm",  m*m*,  etc.,  aient  très^eu  d’c-  / 
tendue,  on  pourra  les  regarder  comme  des  lignes  droites, 
et  alors  11  sera  facile  de  prouver  que  les  triangles  Amm*, 
Am'm",,  Am"m*,  etc.,  sont  seinhlahles;  en  effet,  les  angles 
■ ' en  A sont  égaux  par  construction  , et  les  angles  mm'A, 
mm" A,  m"m'"A,  etc.,  le  sont  |fer  la  propriété  principale 
de  la  courbe  ; nous  avons  donc  cette  suite  de  proportions  ; 


, Am  ; Am  Km'  Km”, 

Am':  Km"’.'.  Am"  \ Am", 

* ' ■ etc. , etc. , etc. , 

ce  qui  BOUS  mo»»tre.-que  les  ordonnées  Am,  Am*,  Am”, 
Am",  etc.  y sont  en  progression  géométrique.  ^ 

, 191.  bans  la  spirale  logaritlimiquc,  la  normale  est  égale  au  rayon  (le 
courbure*.  En^cflFct,  rexpression  de  ce  niyon,  dans  une  combe  polaice, 
cUaoty  art‘.  186, 


^ (*)  Pour  le  démontrer,  soit  e !a  base  du  système  Nt'|Hirien  j noue., 

«uions  u = f prenant  les  iogaiiilimcs  dans  ic  système  des  tublt^s 

indique  par  L,  nous  aurons 

' Lu  rrr  L “)  = log  liLr. 


« 
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l’ 


(du*  H-  u*dl*}‘ 
odri*d^  — uci*udf-f-M»ftf  ^'*  • 


il  fniuh'a,  dans  rcttc  fnrroulc,  mfcttrc  Icf  valeurs  dcilu  c^  «le  d*it  lirccs  de 
Tcquailon  ih;  la  spirale  logarithmique;  or,  IVqiiation  (1*27)  noua  donne 


, wdl 
du=  —, 


, du  -,  «df^ 

d*u  = — (1/  =r ; 

a ,a*  . 


substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  y , nous  obtiendrems 
vl 


(•. 


4-u'V  4 /— 

= 4 = C-1  + u-V  = v/- 

M*  . \a*  ) Va» 

l_  ..A  ^ 


•+■  W». 


a» 


D'unt  autre  part,  si  dans  IVxprcsston  de  la  norinale,  qui  est,  art.  i8|« 


U»  + 


<lu> 


dt>  ’ 


du* 


nous  sutkiiliions  la  valeur  flo  -« — , nons  trouverons  de  m#me 
dt«  ’ 


V^- 

V a\ 


■U'. 


ce  qui  prouve  que  la  normale  est  <?gnlc,  dans  cette  courbe,  h son  rayon 
de  courbure  ; et  comme  d'ailleurs  il  est  dirige  suivant  cette  normale, 
art.  i5.’> , il  en  resuite  que  ces  lignes  se  confondent; 

19a.  Cette  propritùé  va  nous  servir  h démontrer  que  la  dc’veloppiv:  de 
la  spirale  Ingaiithmiqiie  est  une  anti'c  «pirale  logarithmique.  Popr 
cet  tffet,  le  point  N de  la  normale  ihant  considc'ré  comme  appartenant  au 


rayon  de  conrhiirc,  et  se  trouvant  & son  extrémité',  est  sur  la  develoMee. 

cite  de 


Soient  t*  et  u'  les  coordoiineca  de  ce  point  fig.  6o,'il  sera  faci 
les  déterminer  en  fonction  des, coordonnées  ( et  q du  point  M delà  conrbe; 
car  soit  oo'  un  arc  de  Cercle  décrit  avec  un  rayon  égal  h l’onité;  les 
abscisses  des  points  M et  N dififércront  entre  elles  de  cet  arc,  qi|i,  h 
cause  que  l’angle  MAN  est  droit , sera  égal  an  quart  de  la  circonférence; 


Fip.  6<>. 


ai  en  adoptant  la  notation  usitée,  nous  représentons  par  - le  qnari  de 


la  circonférence  décrite  avec  l'imité  pour  rayon , nous  aurons  £';i  , 

équation  qui,  étant  difFcrcnciée,  nous  donnera  dtssdt'; 

D’une  autre  part , l’ordonnée  polaire  u'  dn  point  N de  là  développée, 

étant  égale  h la  sons-normale  de  la  spirale  logarithmique,  noos  chan- 


di< 


gérons  — en  u',  dans  l’équation  de  celte  courbe,  et  nons  trouverons 


% 


•'  > 

. » 
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,'U  TS4fu\-tl  |Mr  cons^oeat  du^adit^  Substitaiirt  ces  valeurs  ae  dl,  du 
. dû  et4e  U daa>1*éÿi^ipii  (i37}de  U ipitale  togiui<^i<iae,wu«  troDTe-' 
A rona  ' • .■  ' , ■ e ' 

■ V •.  du'*  V,-  ^ A 

; . ,'r 

I i^ation  qui,  étaèt  de  toêmefoime  qqe  la  précédente , pôm  apprend  qne 

la  spirale  Ic^riUimiqQe  a pour  dérelnppée  une  autre  spirale  iogàcicb'  ' 
. . ’ niique.  ' -i  , ' ■ 1 

De  la  spirale  hjrperholique  et  des  .spirales  eom^ 

^ prises  dans  Fe'quatà)h  u ==  at". 

^ '■  igî.  La ' propriété  de  la  spirale  hyperbolique,  est  d’a- 

' A Toir  une  sous  - tangente  constante.  Si  nous  représentons 
celte  sous  - tangente  par  A , nous  en  égalerons  la  Yaleur 
' • ■ il  celle  de  , la  sous  * tangente  (art.  i83)  d’uné  CDorbe  pô>“ 

’ laire,  et  nous  purons,  pour  l’équation  de  là  sp^ple  hy- 

' perbolique,  . . .»  • 

.;V' 

, . nous  preoonsla  constante  a négatire,  parce  qu’alors  on  a 

du  éU 


dquation  qui  étant  intégrée  donne  ■ > , 

, ^ ^ 'i. 

et  en  remplaçant  la  quantité  indéterminée  C par  une  autre 
...  . C' 


quantité  -^,  nous  aurons 


U a 


prenant  Torigine  des  t de  manière  que  l’abscisse  < + C?  soit 
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égale  à une  nouvelle  aliscisse  t,  l’équation-  précédente  de- 
viendra ■ ^ 

Il  ' ; 

- •r  = ->  ' ■ 


O II.  plutôt 


:j...  (ia8); 


ce  qui  montre  que  lorsque  ( = o ,.w  = oo  ; d’où  il  suit  que 
le  rayon  vecteur,  qui  répoml  au  point  où  t est  nul,  est  une 
asymptote  à la  courbe.  ‘ 

ig4.  L’équation  nous  montre  encore  que  le  rayon 
vecteur  est  en  raison  inverse  de  l’abscisse  ; si  nous  faisons 
successivement  <=2»,  <=67t,  etc.,  nous  aurons  cette 

, , d ‘ a a 

suite  de  valeurs  pour  «,  —,  etc.,  ce  qui  nous  ap- 

prend ^’au  bout  de  deux  révolutions  le  rayon  vecteur  est 
réduit  à moitié  de  ce  qu’il  était  à la  fin  de  la  première, 
qu’au  bout  de  trois  révolutions  il  est  réduit  au  tiers,  et  ainsi  * 
de  suite. 

ig5.  L’équation  de  la  spirale  hyperbolique  et  celle  de  la 
spirale  de  Conon , sont  des  cas  particuliers  de  l’équation 

U = ni"  ; car  en  faisant  n=i  et<x=-^,on  obtient  la  pre- 

mière,  et  en  faisant  n = — i , on  obtient  la  seconde.  Parmi 
les  spirales  déterminées  par  cette  équation  on  distingue  .la 
spirale  parabolique , qu’on  trouve  en  faisant  n-^%.' 


De  la  logarithmique. 

ig6.  La  logarithmique  est  une  courbe  à coordonnées  rec- 
tangulaires, dans  laquelle  l’abscisse  est  le  logarithme  de  l’or- 
donnée ; l’équation  de  cette  courbe  est  donc 

ar  = log^,  •' 


> 

-•fcy 


• d’où  r<in  iffre 


••  I 


■'  ^ -.Ah 

çALcri, 

. ■ •■  » 


çt  par  conséqueiit 


‘ ' ■ 

xl  • • '•  • 


• V 


♦ 

Fig*  6j 


' ..  < . . . • . 
ig'j.  Pouf  discuter  cette  équifli^n  , faisons  ^ =2:  o ; nous 

’ Couverons  j-=  i-,  si  l’on  djnne  ènsuite  des  valeurs  crois-^ 

^ ^ntes  et  positivesà  J?,  j-  ira  toujours  en  croissant;  maU^i 

l’on,  donne  à x une  valeur'  négative  ^-n,.on  trouvera 

' ^ a-ii L.  et  l*od  voit  que  l’ordonnée  diminuera 

J — a“  ’ , ■ . f ’k  ' 

d’autant  plus  qu’on  s’éqartera  de  i’ori|îne,  daus’le  sens  des 
abscisses  négatives,  et.qü’eOfin  la.courhev  de  ■garnit  at- 
teindre 1^  prolongement  dé  Paie  des  x qu’à  l’infini^  c^s  où 

Péqii^tion>  = ^deviendrait  r = «-où^’on  peut 

' conclure,  que  le  prolongement  de  l’aiç  des  ^ éstniie  asjm^- 

401?  à la: courbe.^  . ‘ . 

igS.  Si  ,n  partir  de  l’origine,  on  prend  des  absdssOs 
, fig.fii,  AP  = «,  AP;  = — «,oa  trouvera  ' •'( 


• PM  = d*,  P'W;'  = -îr;  PMxP'M'==i. 

• ■ :■  :■  ’ ; 

. * .rgg.  La  propriété  la  plus. reioarqUaUe.de  cette, courbe 
est  que  la  sous-tangente  a une  vatéur  constante.  En, effet, 
l’équationde  la  logarithmique  étant  différenciée,  nousdonne 

’ d’où  nous  tirons  -j—  = ou.... 

d x . ' ♦ ° 

le  premier  membre  de  cette  équation 

djr  . ..,  log.o 

•Vesprime  la  sçns  tangente  de  la  courbe,  art.  69  ; donc  cette 
àousHtangente  est  constante. 
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200.  La  cycloïde  est  une  coifrbe  qui  est  décrite  par  le 
mouvement  d’un  point  M , fig.  62 , situé  sur  la  circonférence  Fig.  Gi. 
d’un  cercle  qui  roule  sur  une  droite  RC.  11  est  certain  que 
dans  ce  mouvement  de  R en  C,  tous  les  points  de  l’arc  RIVI 
viendront  successivement  s’appliquer  sur  la  droite  RA , jus- 
qu’à ce  que  M,  à son  tour,  s’y  applique  en  A;  par  consé- 
quent l’arc  RM  sera  égal  à la  droite  RA. 

.Tous  les  points  par  lesquels  passe  le  point  M,  dans  ce 
mouvement , étant , par  hypothèse  , sur  la  cycloïde , le 
point  A sera  aussi  sur  celte  courbe.  Prenons -le  pour  origine 
des  abscisses , et  abaissons  la  perpendiculairë  ME  sur  le 
diamèlreBR,  et  faisons  .AP  = x , PM  =r  j",  BR  = 2a, 
arc  MR  = t , ME  = u ; nous  aurons  , 


ou 

ou 


•AP  = AR  — PR, 

X = arc  MR  — .ME,  r, 

x-=xz  — U...  (i2gj-. 

Nous  cherchél'pns  d’abord  à éliminer l’aré'x de  la  manière^' 
suivante  : nous  différencierons  l’équation  |^yéçé^^^nte>  qaj 
nous  donnera  ■ 

dx=dz  — du...  (i3o). 

Pour  avoir  la  valeur  de  dz  en  fonction  de  u,  nous  obser-, 
verons  qu’entre  u et  z nous  avons  la  relation 

u = sin  Z. 

^Cette  équation  étant  différenciée,  art. ^2,  on  trouve 

COSZ 


d’où  l’on  lire 

Élém.  de  Cale.  diff. 


du  = dz 
dz  = 


a 
aàu 


co  s Z ' 


10 


'O 
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«V 


i!(6 

'Il  faut  remplacer;  dans  cette  équatioi^,Ia  ?aleur  de  cos  z pâr 
•:'v  celle  que  nous  dpnne  l’équation 

« * î *v 

- sin*« -f- COS*  z='a*,  ' 

ou  plutôt  ' , . • 

M*  H-  cos*  Z = a* , ■ ' ' > 

et  l’on  obtient  ' 

<u=,^^.  ■ ■,  ■ ■ 

;-r^  ' y à* — «•  * • 

‘ Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  r*3o),  il  vient 

•.  • adu 

dx  = ■;  -r  du, . . (i3i). 

Il  ne  s’agit  plus  que  d’exprimer  u en  fonction  de  jr.  Pour  cet 
Fig.  6ft.  effet,  soifO  le  centre  du  cercle  générateur  BMR,  fig.  62, 
nous  avons 

OE  = V/MO*  — ME*, 

OU 

- a — jr  z='^  — U*...  (i32). 

Elevant  cette  équation  au  carré,  et  réduisant,  on  en  tire 

u=\/zqjr  — jr\..'(1i3),  . 

• et  en  différenciant , ' ' ' ‘ ' 

. ‘ (,34).  ■'  , ■ 

l/2qr— ^* 

, Les  équations  ( 1 3a)  et  (i  34)  transforment  l’équation  (1 3 1 )«u 

jj.  _ ^ (g  — j~)  4r  : 

|/ 20jr—jr*  1/ zqjr  — jr*  ’ 

• r.  S 

réduisant  on  trouve , 

dx==— (i35);  • .. 

V^ar—y 

telle  est  l’équation  de  la  cjcloïde.  ^ 


/ 


BE  LA  CYCLOÏDB.  , 

• 201.  On  obtient  encore  l’équation  <le  la  lycloïde  en', 
fonction  de  l’arc,  ainsi  qn’il' suit  ; l’équatioil^  w =3  sin  2 
donne  . - • ' • ' 

' 2 = acc  (sin  =?  «)  ; , , '• 

mettant  pour  u sa  valeur  tirée  de  l’équation  (i 33),  on  a 

Z = arc  (sin  = \/ zajr  t—  jr')  ; > 

cette  valeur  et  celle  de  u étant  substituée  dans  l’équation 
(12g) , On  a ‘ 

X = arc  (sin  = V^najr  — jr^)  — |/ (»)...  (i 36). 

202  Pour  discuter  cette  équation,  on  va  prouver  d’abord 
que  jr  ne  peut  être  négatif,  ni  plus  grand  que  2a.  En  effet, 
si  l’on  fait  j-  !=  —y,  l’expression  arc  (sin  = \/ 7.aj  — y) 
devient  a'rc  (sin  = \/~7lay—  f‘),  valeur  i naaginaire.  En  ’ / 

second  lieu,  si  l’on  fait  ^ = 2a  + «T  , l’expression • ‘ 

arc  (sin  ==  \/ 7.aj  — jr')  devient  arc  (sin  ==  — 7.al — fi) 

valeur  imaginaire i donc,  si  à’ une  distance  EF =^2«  de  l’axe  - 

des  X , on  mène , fig.  63 , AB  parallèle  à CD,  la  courbe  sera  Fig.  63.  ‘ 
comprise  entre  les  parallèles  CD  et  AB. 

La  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir  jr  est  2a;  car  si 
l’on  fait  rouler  le  cercle  générateur  de  A en  C,  fig.  64 , le  Fig.  64. 
point  M , qui  était  d abçrd  en  A , s’elevera  successivement 
jusqu’à  ce  qu’il  arrive  en  B,  à l’extrémité  du  diamètre  BD.  V 


(■')  Le  sinus  ici  correspond  an  rayon  «j  celni  des  tables,  ayant  runité 
pour  rayon , cat  le  quatrième  t«rrae  d®  ceue  proportion^ 

t ** 

a 

par  conséquent  on  aura  ponr  l’équation  de  la  cycloidc  dans  laquelle  le 


I ; J rayon  des  tables  est  pris  ponr  nnilé. 


- * 
■vif-' 


jr  = a arc  ^sin  = — 21^  — |/aay— 


y,. 

•to.  . 
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r Alors  Fabs#:isw  AD  sera  ^ale  à DEB,  c’est-à-dire  à la  demi- 
circonférence  du  cercle  générateur. 

Ce  résultat  est  conforme  à_celui  qui  nous  est  donné  par 
' l’équation  (i36) , puisque  si  l’on  fait  jr  = na,  on  trouve 
X = arc  (sin  = o)  ; or,  l’jirc  dont  le  sinus  est  nnl  doit  être 
Fun  des  suivans:  o,  DEB,  aJDEB,  3DEB,  etc. , et  i’on  voit 
que , dans  le  cas  présent , cet  arc  est  DEB. 

Le  point  M,  parvenu  en  B , .ayant  donc  décrit  l’arC’  AB 
decycloïde,  si  ce  point  continue  à se  moutoir,  il  décrira 
un  second  arc  BC,  semblable  au  premier;  enfin,  si  le  cercle 
■'générateur'  continue  toujours  ,à  rouler  sur  l’axe  des  abs- 
cisses, le  point  M engendrera  une  suite  indéfinie  d’arcs  de 
Fig.  65.  cyoloïde  CB'C*,  fig.  '65 , C*B‘'C*,  etc.  Le  cercle  générateur 
pouvant  aussi  sfe  mouvoir  dans  le  sens  de  A vers  A",,  le 
point  M décrira  encore  une  suite  indéfinie  d’arcs  AB' A', 
A'B'A*,  etc.  • ■■  / 

) C’est  l’assemblage  de  tous  ces  arcs  qui , dans  le  Sens  le  plus 
général,  constitue  la cycloïde."  - * 

fto3.  La  normale  au  point  dpnfles  coordonnées  sont 
. Fig.  66;  X ei'j’i  fig.  66,  est  déterminée,  art.  ’]0,  par  cette  formule  _ 


normale 


djf* 


si  nous  y mettons  la  valeur  de  ^ , tirée  de  l'équation  de  1» 
cycloïde,  nous  trouverons  ^ 


normale  ==  y \J -f-  f = v/ o.ay. 

Fig.  66.  Pour  construire  cette  valeur,  menons  la  corde  MD,  fig.  66, 
nous  aurons  ‘ ' 


DE  : MD  MD  : db, 


donc 


* T>E  hA.  CYCIjOIOK. 

. J ^ _ 

la  corde  MD  = ^aajr.  ; 


»4o 


et  comme,  par  la  propriété  ilu  cercle  j l’angle  BMD  «st  droit, 
la  corde  MB  sera  perpendiculaire  à l’extrémité  de  la  nor- 
male MD;  donc  la  corde  MB  prolongée  est  tangente  au  point 
M de  la  cycloïde  ; car  on  sait  que  la  tangente  et  la  normale 
forment  entre  elles  un  angle  droit. 

On  pourrait  donc  comstruire  la  tangente  au  point  M , en 
décrivant  le  demi-cercle  générateur  BMD,  et  en  prolon- 
geant la  corde  BM  ; mais  pour  n’avoir  pas  à construire  ce 
cercle  générateur  à chaque  point  de  la  courbe , il  suffira  de 
construire  le  demi  - cercle  générateur  sur  la  plus  grande 
ordonnée  BD,  fig.  67,  de  la  cycloïde;  et  ayant  mené  par  le  pjg  5^ 
point  donné  M,  la  perpendiculaire  ME  sur  BD  on  tracera 
la  corde  BC  ; alors  la  parallèle  MT  à cette  corde  sera  la 
tangente  demandée  : c’est  une  suite  de  ce  qui  précède.  , 

204.  Pour  avoir  l’expression  du  rayon  de  courbure  de 
la  cycloïde , il  faut , de  l’équation  de  cette  courbe , déduire 

les  valeurs  de  ^ et  de  que  nous  substituerons  dans  , . 

l’expression  du  rayon  de  courbure,  art.  i5ô. 


r'  - 


( 


* + 


àx'J  . 


dx* 


et  dans  laquelle  nous  adoptons  le  signe  négatif,  parce  que 
nous  savons  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  l’axe  des 
X.  L’équation  de  la  cycloïde  nous  donne  d’abord  ‘ 


^ y/  2qr  — 


dx' 


..  (137). 


Pour  obtenir  -r—,  faisons = « : nous  aurons  dpnc  aussi  -, 
dx*'  d.r  ^ 


t ’ . • \ 
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X — et  = 


( 


» + 


4r’*'\  ^ 

dx*y  dx 


i5r 


'dy 

dx“ 


et  l*on  trouvera 


— ^ = ^-fc=aj,  X-^»=S  — 2\/2ajr  — jr*; 


donc 


tz 

r 


^ = — '«  = *+2V^2ar  — 

ou,  fig.  6g,  ^ ‘ • Fig- 69. 

QM'î=MP,  - = AP  + 2ME;  ' ' 

et  en  observant  que  AP  + ME  AR  = arc  MR,  la  der- 
nière équation  peut  s’écrire  ainsi  ; - ■* 

«=arcMR  + ME...  (i38).  ^ 

Prolongeons  BR  , e{  prenons  RL  = RR  = za,  et  sur  RL 
décrivons  la  demi-cirfcoiïférence  RM'L;  cette  demi-circon- 
férence passera  par  le  point  M',  à cause  des  cordes  égales 
M'R  et  MR , et  l’on  ayra  , • • ' ’ , . ..I’ 

arc  MR  ï=  arc  M'R  et  ME  = M'£'  -,  , > “ 

substituant  ces^valeurs  diins  l’équation  (i38)  ^-on  trouvera  . ' ■ 

, *'  - = arcM'R-fM'E';  ' ' 

donc  , i - . 


« = arc  M'R -J- aa/S  — /8*.  (i3g). 

Telle  est  l’équation  qui  existe  entrer  les  coordonnées  ^ 

AQ  = - et  QM'  =3  fi  d’un  point  M'  de  la  développée.  Pro- 
longeons maintenant,  fig.  6g,  l’ordonnée  BD  = aa' d’une  Fig.  Cg. 
quantité  DA'  encore  égale  à za,  et  par  le  point  A'  me- 
nons la  parallèle  A'D'  à AD,  et  transportons  l’origine -A  au 


l5a  CAMOTi  nlFTÉRÏNTtEL, 

point  À'.  Poor  cet  efiFet,  soient  A'Q'=»'i  Q!M^  = nous 
avons  pour  l’abscisse 

A'Q'=AD  — AQ,  ^ • 

«'  = i circonférence  génératrice  — AQ , , ,•  ' 


ou 

ou 


: icCt  — <t  : 


à l’égat-d  de  Pordopoée  /S',  nous  avons  '•  v 

M'Q'=  A'D  — QM', 
ou 

/g'=  an  -r^  , t.  - ... 

on  tii;e  de  ces  équations  t ' ; ‘ 

ail  moyen  de  ces  valeurs,  l’équation  (iSg)  devient 

I ira  — et'  — arc  M^R  -|-|  ^zafi  — , 

ou  ^ 

[ — « z=  arc  RM'L  — arc  M'L  -l*  aiafi'— 


ira  ■ 


= »a  — arc  M'L  + \/ tafi' — /S" , 


et  par  conséquent, 


, a'  = arcM'L— v/aa^’  — iS". 

Cette*  Quation  est  celle  d’une  cycloïde;  donc  la  dévelop- 
pée d’une  cycloïde  est  une  autre  cycloïde. 

206.'  On  peut  démontrer  de  la  manière  suivante,  par  la 
69.  synthèse,  que  la  développée  AA',  fig.  69,  est  une  cyqloïde. 

Nous  atons  ' 

arc  LM'  + arc  RM  = sra, 

'donc'  " , ^ ^ 

r'  , ■ , ' arc  LM'  tto  — arc  RM'; 

d’une  autre  part,' 

• arc  RM' = arc  MR  = AR , art.  199; 
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substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  on  aura 

arc  LM'  = 7ra  — AR  = AD  — AR , 
ou  • • ' • - 

;n  , 1,  ' arc  LM'  = la'  , 

ce'qùi.ert  la  propriété  de  la  cyuloïde-  ' 

Du  changement  de  la  variable  indépendante.  ' 

ao^.  Lorsqu’une  formule  qni^cqoricbi  des  coe6Bciens  différentiels  esi 
rlonnce,  on  ne  peut  les  éliminer  qu’à' f’àitïe'  àç  Ücqfiation  de  la  courbe 
h laquelle  on  veut  appliquer  cette  formule}  q’eèt  ainsi. que,  lorsqu’on 
a la  formule  . • *'  ""  ' 


(-£) 


d*r 

dx' 


!lr 

dx’ 


et  qu’on  demande  ce  qo’elle  devient  lorsque  la  courbe  est  une  parabole, 
on  tirera ^'de  l’eqnalion  jr  = ax*  de  la  parabole,  les  valeurs  de  ^ et 
d*y*  • . * . 

de  — , qu’on  substituera  dans  (ette  formule,  et  alors  les  coefficiens  dif- 
ox*  . , , , - 

. . ..  dy*  ' d*v 

ferenliels  en  disparaîtront.  Si  l’on  regarde  -p.  et  comme  >des..înronr 

nues,  il  faut  en  général  deux  équations  pour  les.éliéàiner’d’ûne.Yôrmulé' 
et  ces  équations  nous  seront  données  eü  rllfférenciant  ddiAf'lbfs'dé  tniâ 
l’éqnation  de  la  courbe. 

ao8.  Lorsque,  par  les  opérations  de  l’Algèbre,  les  dx  ont  cessé  d’éttb 
sons  les  dy,  comme  dans  la  formnic  suivante,  ' ; ' . 

r-jdi’-f-dr^  ■ 

' dx*-f-dy>  — yd*y  ' ’ ' 

la  substitution  s’opère  en  regardant, dx , dy  et^d’y  comme  des  incon- 
nues; et  puisque  pour  les  éliminer  il  faut  en  général  un  pareil  nombre 
d’équations;  il  ne  semble  pas  d’abord  que  l’élimination  puisse  s'effec- 
tuer, parce  qne  la  différenciation  de  l’équation  de'la  courbe  né  ;>eat 
nons  procurer  que  deux  équations  entre  dx , dy  et  d>y  ; mais  il  faut 
remarquer  que  lorsqu’au  moyen  de  ces  deux  équations  on  aura  éliminé 
ày  et  d»^,  il  se  trouvera  dans  la  formule  un  facteur  commun  qui 
^s'évanouira.  * 

Par  exemple,  si  la  courbe  est  toa)ouis  une  parabole  représentée  par 


. ^ 


• t ■ 


'-.f-  . 

-.1. 
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tS/f  , calcul  DIPFiHZNTlSL." 

y=ai',  en  (Uffcrenciant  deox  fois  de  suite  cette -e't|Halion , on  ob^ 
tiendra 

, dy^nnordx,  d’)r=aadx<; 

ces  valeurs  etain  substituées  dans  |a  filrmtife  (i4o),  on  obtiendra,  après 
avoir  supprimé  le  factenr  cominnn  dx*,  , ' 

‘ y (t  -f.4a»x«) 

\ -h  4a*x*  — ttjr 

Qqg.  La  raison  pour  laquelle  dx>  devient  facteur  cumnann  est  facile  h 
Stiisit;  car,  lorsque  dans  une  formule  qui  coDlcnsit  primitivcuient  ^ 

et  T*  , on  a fait  disparaître  le  dchioiuinateur  de  -r^.  tous  les  termes, 
tb  ' dar* 

d*y"  dy 

hors  ceux  en  et  en  -j-  , ont  dû  acquérir,  le  facteur  commnu  dx»  j 


alors  les  termes  qui  étaient  aSeefés  de 


d*y  . 
dx* 


ne  contiennent  pins  da , 


dy 

tandis  qne  les  termes  qni  étaieiK  alRtciés  de  referment  dx  au  pre- 


dy 


mier  degré,  car  le 'produit  de  ^ (>ar  dx*  te  réduit  h d^dx.  Lorsqu’on 

différencie  ensuite  l’éqnaiioh  de  la  courbé,  et  qu’on  obtient  des  résnltats 
de  la  forme  dy  = Mdx,  d^  ^ Mdx*,  ces  valeurs  étant  substituées  dans 
les  termgs  en  d*jr  et  en  dyvlx , Ici  changeront , comme  les  autres  termes, 
en  des  prodnits  de  dx’, 

aïo.  Ce  que  nous  disons  d'nne'formule  qui  eomient  les  différentielles 
des  deux  premiers  ordres  pouvant  s’appliquer  ^ celles  dans  lesquelles 
csa  différentielles., s’élèvent  è des  Ordres,  supérieurs , il  suit  de  16  qu’en 
ili,fférenciant  autant  de  fois  qu’il  sera  nécessaire  l’équation  de  la  courbe, 
on  pourra  toujours  chasser  de  1a  formule  propre  les  (Afférentielles  qu  i 
y sont  contenues. 

• »*  ^ ‘ - 

al  I.  Il  n’en  serait  pas  de  même  si , outre  les  différentielles  que  nous 
venons  de  considérer^  la  formule  contenait  des  termes  en  d*x,  en 
d^x,  etc.;  car,  supposons  qu'il  entrât  dans  celte  formule  les  diffé- 
rentielles suivantes , dx  , dy^,  d*x  , d'y,  et  qu’en  différenciant  deux 
fois  de  suite  l’équation  représentée  par  y=:fx,  on  en  tirât  ces  équa- 
tions : 

dy',  dx)  = o,  F (x,  y,  dx,  dy,  d»x,  d’y)  = o, 

' * • 

on  ne  pourrait  avec  ces  deux  équations , éliminer  qnc  deux  des'  trois 
difféfentieiles  dy,  d’x,  d’y,  et  l’on  voit  qu'il  serait  impossible  fie  faire 
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■lispariiltre  ibnlcs'lcs  différentielles  de  la  formule  j il  y a donc,  dans  ce 
cas, J line  condition  tacite  exprimée  par  la  dlffVrentielle  d>x;  c’est  que  la 
variable  x est  ell<;-mt!me  considére'c  comme  une  fonction  d’une  troi- 
sième- variable  qui  ne  parait  pas  dans  la  formule , et  qu’on  appelle  la 
variable  indépendante:  Cela  deviendra  manifeste,  si  l^n  fait  attention 
qoe  l'èquation  y ^Jx  pourrait  dériver  do  système  des  deux  équations 

‘ x=Ft,  /,  = »£, 

entre  lesquelles  on'aurait  élimine  (j  c’est  ainsi  qne  l'équationy=:a 
revient  au  système  des  deux  équations 

X = èt  -f-  c,  r = af, 

et  l’on  conçoit  que  x et  y doivent  varier  en  vertu  de  l accroisscmeiit  qne 
l peut  recevoir;  mais  çette  liypothèse,  que  x et  y varient  d’après  l'ac- 
croissement. donné  è t , suppose  qnll  y ait  des  relations  entre  x et  t , et 
entre  y et  ( ; l’ime  de  ces  relations  est  arbitraire , car  Téqualion  , -que 
nous  représentons  en  général  par  y=fx,  étant,  paV  exemple,..'... . . 

yx=a' — ; , si  l’on  établit  entro't  et  x la  relation  arbitrairex  = — , 

-'6»  c* 

.s 

* (x  Ci* 

cette  valepr  étant  mise  dans  réf|oation  y = a-’^^  , la  changera  en 

(tî  — ciy 

L*  —S  n — 


, eqiiatioD  qui,  étant  combinée  avec  celle-ci,  x — 

(x  c)  * * • ' 

doit  reprodoire  par  réliminatûm  , y = a = — , seuJc  condition  5 la- 

ijnetlc  on  doive  avoir  egard  dons  le  choht  de  la  vâYiable  t-  ' * " 

aia.  Ou  pent  dunc-Tielcrminer  arbilraircmeut  la  variaGle  indépen- 
dante t.  Par  exemple,  on  prciidia  la  corde,  l'arc,  Pabscissc  ou  iWdonDcc 
pour  celle  variable  indépendante^  si  t représente  Parc  de  l.i  courbe  , il 
faut  que  l’on  ait  dt=^^dx*-f*d7'»î  &i  l represent^la  corde,  cl  que  l’ori- 
gine  soit  au  sommet  de  la  courbe,  on  aura  £>=  j/x*  -t-’yc  ; cnGn , t 
pourrait  être  l’abscissc  ou  l’onlonnée  , et  l'on  aurait'  alors  T = x , ou 

' =r- 

Xl3>  Le  choix  de  l’une  de  ces  hypothèses  ou  de  toute  antre  devient 
in<lis[iensable  pour  qne  la  formule  qui  contient  des  diff'érenlielles  puisse 
en  être  délivrée  ; si  nous  nu  le  faisons  pas  toujours  , c’est  que  nous  sup- 
posons taritumenl  que  l.-i  variable  iiidépendautu  a été  déterminée.  Par 
exemple  , dans  le  cas  le  pins  ordinaire  où  une  fonniilc  ue  contient  que 
les  différentielles  ilx,  cly,  d’^,  <l*y,  etc.,  l’hypothèse  est  que  lA  ihiri.lblc 
indépcnilame  t a clé  prise  pmir  l'abscisse,  car  .-ilnrs  II  en  résiflte 
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dx  . 

t_x,  — 


tl’!r 

dt* 


dîx 

HÏT=^’ 


ei  l’on  Toif  que  la  formule'  ne  dqi(  pas  renfermer  des  différentielles  sc-' 


cdndes  , troisiimes , etc. , de  x. 


M4-'Poure'tablirla  formnle.dans  tonte  sa  généralité,  il  faut,  d’aprèg 
ce  qui  précède,  que  * cl  y soient  des  fonctions  d’ui^e  troisième  variable 
indépendante  f ; et  que  l'on  ait,  art.  26, 


Ay  _ Ay  dx 
df  dx  dt  ’ 


00  tire  de  cette  équation 


dx' 


dt 

dx 

dt 


'**■  / f \ 

= (Ht); 


prenant  la  difféwntielle  seconde  de jc,. et. opérant  snr  ie> .second anembre 
cqnune  on. le  fait  pour  les  fractions,  qrt..  on  ipptnicm 

’■  dx  d*jr  ,,  d)*'.d»a><  ■ . • 

» d‘y df  dt  3t'  dt 


dx 


dx» 

df^ 


' V » 

Dans  cette  expression , dt  et  deux  usages  ^ l’nn  est  d’indiqner  quelle- 
.est  la  variable  indépendante  t , et  l’antre  d’y  entrer  comme  signe  d’AI- 
gèbre.  Wons  {ranvôns  ne  considérer  df  que  soüs  le  second  rapport,  si 
nous  ne  perdons  pas  de  vue  qne  t est  la<  yariablq  indépendante  ; alors 
snpprimant  df»  comme  f^ctenr  commnn,  l’expression  précédente  se  simr 
pliCera  en  écrivant  , , ' . 

d»r dxd»y  — dyd'Jr'.  .'  . '. 

dx»  ’ 


dx 


cl  en  divisant  par  dx , elle  deviendra 

' d»y  drd*j^  - 


■ dyd»x 


dx» 


dx* 


ai5.  En  opérant  àe  même  sur  l’éqnation  (i4t)(  qu’en  prenant  t 

pour  variable  indépendante,  le  second  membre  de  l’équation  devient 
identique  an  premier;  par  conséquent,  lorsqu’on  prend  f pour  variable 
indépendante  , on  n’a  qn'nn  seul  changement  à faire  dans  la  formole  qni 

contieiit  les  coelEcien»  différentiels  ^ et  c’est  de  rempla 
N dx  dx» 

rond  coefficient  différentiel  par 


ilacer  ce  sc> 
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àxâ'y  — djrd'x  • 

dàc?  ■ 

Pour  appliquer  cea  conaide'raüona  au  rayon  de  courbure  qui,  art.  i86, 
est  donne'  par  IVqnation  , 

y 

••  7 


si  l’on  vent  avoir  la  valeur  de  y,  clans  le  cas  où  t serait  la  variable  indé- 
pendante , on  changera  cette  «{nation  ep  > 


( 


1 


g)’ 


et  en  observant  qne  le  nnroc'ratenr  revient  à 


^ did'y — dyd*x’ 

(dx* 


dx* 


, on  aùra 


' (dx*  dv»)’ 

^~dxd«^— d/#di'." 

ai6.  Cette  valeur  de  y suppose  donc  que  it  et  soient  des  fonctions 
d’une  troisième  variable  iudcpèndante  ; mais  si  x devait  être  cette  va- 
riable, c’est-à-dire  si  l’on  avait  t = x,  on  aurait  d*xt=o,  et  cette  for- 
mule retomberait  dans  le  cas'ordinaire  en  redevenant  | 


(dx»-f-dv»)‘ 

dxd*y 


7 


d’y 

dx» 


■ J - • F 

317.  Mais  si,  an  lien  de  prendre  x pour  la  vaViable  inde'pcndante,  on 
voulait  qne  l’ordonne'c  fût  cette  variable  indépendante,  cotte  condition 
serait  exprimée  par  l’équation  j=:  tj  et  en  différenciant  deux  fois  dé 
suite  cette  équation , on  aurait 


dy  d*r 

dt  *’  di' 


La  première  de  cea  équations  nous  dit  seulement  qne  j-  est  la  variabfe 
indé]>endante,  ce  qui  ne  changera  rien  à la  formule  j mais  la  seconde  nous- 
montre  <{ue  d»)c  doit  être  nul,  et  alors  l'éi{nation  (143)  se  réduit  à ’ 


4 


i58 


Calcul  -uirpinENTiEt. 
(cU* 


■ <ly>r 


(I) 


ai8.  Il  ctt  k remarqncr  qne  lorsqnn  x ostia  variable  indépendante, 
et  que  l’on  a par  consiqaentd’x  = 0|  cette  liquation  nous  dit  que  d;r  est 
constant  -,  d’où  il  suit  qu’en  goncVttl  la  variable  qui  est  regardée  comme 
indépendante  , a tanjonrs  une  dilTiIreulielIc  constante. 

aig.  Enfin , si  l’on  prend  l’arc  pour  variable  indépendante,  on  aura 


dt  = V/ djr*  + dr’  ; 

tdevant  au  carre  et  divisant  par  d/’,  cette  équation  nons  donnera 


tbe* 

d<» 


.dr 

’ât* 


différenciant  celte  équation , nbua  regarderons,  art.  218,  d/  comme  cons- 
tant , puisque  ( est  la  variable  indépendante;  et  en  opérant  d’après  la 
> tègle  des  exposaos , nons  trouverons 


(l'oil  Ton  tire 


a(ird*x  2âyd*y 

“d7?7  + ^dp  =°’ 


dxd»x  = — d/d*^  j 


par  coim^uent,  a»  Ton  subatituo  la  v^ileur  de  d*x  ou  celle  de  d*^  dana 
l’ëquation  (i^T^fOn  aura  dans  ie  premier  ras , 


• ‘ (dj»-i-dy»)’  l/(dj»«hdr)  J 

^ (dx’ d*j^  ^ d»y 

et  d^ns  le  second  cas , - ' . 


— — Cd-a^‘-l-<b”)‘  j„_ . 

’ (dx' d*x^^ 


• dr  , 
IPZ 


.220.  Dans  ce  qui  précède , noos  n’aVOns  considéré  que  les  deux  coeffi- 
dy*  d*v 

ciens  différentiels  d^’  *'  **  devait  contenir  des  coef. 

ficiens  différentiels  d’ordres  plus  élevés,  il  faudrait , par  des  moyens 
analogues  k ceuX  que  nous  avons  employés , déterminer  les  valeurs  de 
d’r  d‘y 

^ de  , etc. , qui  se  rapporteraient  an  cas  où  x et  y sont  des  fonc- 
tions d’un*  troisième  variable  indépendante. 


, - . 
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DE.  I.A  VKTHOOE  mis  IfiFINFJfBNT  PETITS.  l5g 

De  la  méthode  4es  infiniment  petits,  > 

' * * w 

221.  Li€s  Dotions  ()u6  nous  âypns  do  l-infintso  réduisont* 

à cette  proposition  : Une  quantité  n’est  pas  infinie  lorsqu’elle 
est  susceptible  d’augmentation.  Par  conséquent,  si  l’on  a 
X -f-  a , et  que  x devienne  iirfni , U faut  supffrimer  a , au- 
trement ce  serait  supposer  ^ue  x peut  eqçore  s’augmenter 
de  a,  ce  qui  est  contré  notre  définition.  - • 

222.  Cette  proposition  étant  fondamentale , j’ai  cherché 
à la  démontrer  d.’une  manière  plus  satisfaisante,  comme  il 
suit.  Soit  l’équation 

II.  • 

- + “.=  M...  (143);  -• 

en  la  multipliant  pat  le  produit  or,  on  obtient 

(i44).  • 

Cela  posé,  supposons  que  devienne  infini,  la  fraction 

— ajant  atteint  à son  derniçr  degréde  décroissement , sè  ré- 

duit  évidemment  à zéro;  alors  l’équation  (i43)  devient 
* **  * .*  ■ . 

M = 1.  ■ ■ • ■ . 

O ••  * • 

Cette  valeur  étant  substituée 'dans  l’équation  (i44),  on 
obtient  ' - . 

X -ft  a =3  X, 

ce  qui  montre  «we  quand  x est  infini  x + a se  réduit  à x. 

^23.  La  quantité  a,  à l’égard  de  laquelle  x est  infini, 
est  ce  qu’on  appelle  un  infiniment  petit,  par  rapport 
à X,  ’ i. 

234*  Comme  nous  ne  considérons  ici  que  les  rapports 
Uea  quantités,  la  démonstration  précédente  a lieu  lors 
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même  que  x a «ne  -valeur  fiqie  , pourvu  seulement  que' 
X soit  infiniment  petit  par  rapport  à x.  La  tliéorie  des 
fractions  ya  nous  servir  encore  à rendre  sensible  cette  vé- 
rité. En  effet,  si  l’on  compare  la  quantité  (inie  6 à la  frac-^ 

tioQ  , il  est  c'ertain  que  plus,  le  dénominateur  z augmen— 

jB 

tera,  plus  la  fraction  diminuera  -,  de  sorte  que  quand  z de- 
viendra infini , cette'  inaction  deviendra  absolument  nulle , 
et , conime  telle , dévra  être  supprimée  devant  b , qui  alors 
b ' 

sera  infini  à l’égard  de  ^ 

^25.  Quoique  deux  quantités  soient  infiniment  petites,  il 
ne  s’ensuit  pas  que  leur  rapport  soit  nul  ; car 


a 

00 


00 


— : — a : fr. 


On  sept  d’ailleurs  que  deux  'quantités  infiniment  petites 
peuvent  se  conteUir  comme  deux  quantités  très  grandes; 
ainsi,  en  représentant  deux  quantités  infiniment  petites  par 

'dr 

dj-*  et  par  dx , il  suit  de  là  que  leur  rapport  ^ ne  sera  pas 

nul  : résultat  conforme  à celui  que  nous  avons  obtenu  par 
la  considération  des  limites. 

U26.  Lorsqu’une  quantité  x est  infiniment  petite,  par 
rapport  à une  grandeur  finie  a,  le  carré  a:*  est  infiniment 
petit 'par  rapport  à x.  En ‘effet,  la  proportion 


i : X ::  X : x^ 

nous  prouve  que  x*  est  renfermé  dans  x autant  de  fois  que 
X l’est  dans  l’unité , c’est-à-dire  un  nombre  infini  de  fois. 
On  démontrerait  de  même,  à l’aide  de  la  proportion 
X I x*  ‘,1  x'  x^]  que  af'  étant  infiniment  petit  par  rapport 
à X,  le  terme  x^  doit  être  infiniment  petit  par  rapport  à x*; 
c’est  par  cette  raison  qu’on  a divisé  les  infiniment  petits  en 
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DE  LA  MKTHopE  DES-  INFINIMENT  FETIT».  ■ «iOl. 
diIFéreiis  ordree  : aTntii  , dans  cxEinpIes  |>i'L’cédens  j x 
est,  un  infiniment  petit  <lu  premier ‘ordre,  x’  est  un  in- 
finiment petit  du  seooad  ordre,»  x*  est  un  infiniment  petit 
du  troisième  oitlre;  aifsi  de ‘suite..'  , , 

227.,  Observons  (Uj^i  x est  infiuiraept  petit  par  rapport 
' multiplié  par  une  quaijtité 

Al  IWk  A./.  r> 


à a,  ihen  seta  de  1 


finie  O.  En  elTet;  x pouvant  être  considéré  cotunie  une  frao- 
Viondont  le  dénominateur  setaii  infini,  on  peut  rëpféscnter 

..  bc.  ' 




X par 


00 


or,  qi 


1 on  ait  — ou 

00  00 


sont  pas  moins  milles  par  rappojrt  à a. 

228.  De  même  qu'on  infiniment  pétri  du  pi-eniicr 
doit  être  suppriiné-lorsqu’il  est  à côté  d’une  quantité 


:x::'x:xj, 


ce  qui  m apprend  que  puisque  est  infiniment  petit  par 
rapport  a i , xj-  sera  infiniment  petit  par  rapport  à X,  c’esl- 
à-dirc  sera  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Elém.  de  Cale.  Diff.  . i j 


• 

1 


, ccà^  quantités  m’en 


, , ordre 

ppriiné-lorsqu’il  est  à côté  d’une  quantité  finie, 
qu’il  ne  peot  aDgitienler,  ou  doit  effacer  infiniment  i>e- 
tit  du  second  ordre,  qui  serait  à côfé  d’im  infiniment  petit 
du  premier  dr.dre;  ainsi  de  suite.  ' ' . . 

Par  exemple,  si  l’on  a cette  expression  " 


a + bjr  + CJ-*  + 

et  que  j-  soit  un  inCiiimont  petit  du  premier  ordre,  qt.'*  en 
sera  un  du  second,  et  liy  eif  sera  lin  du  troisième  : 'il  faut 
donc  effacer  ôf>,  parce  que  djr'  ne  peut  augmenter  cj--  et 
comme  ne  peut  augmenter  bj',  on  l’efiàcera  à son  to’ur , 
enfin,  on  effacera  aussi  bjr,  puisque  cet  infiniment  petit  du 
premier  ordre  ne  peut  augmenter  la  quantité  finie‘a,et  il 
restera  a, 

22g.  Deux  quantités  infiniment  petites  x et  donnent 
pour  leur  produit  un  infiniment  petit  du  second  ordre.  En 
effet,  du  produit  xj-  je  tire  la  proportion 


J 
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aïq.  On  pro«T«rait  de  même  que  le  produit  de  trois  in- 
finiment 'petits  du  premier  ordre  donné  im  inlmimeni  petit 
du  troisième  orc^e.  - 

/ a3  j.' Nous  pouvons  maintenant  enpiiqner  1a  théorie  de  Ta 
d(llh(%ooiation , d’après  la  md1.hod|tfk  infiniment  petits. 

, Coor 'cet  effet,  si  Von  su*ppose  que^^p  une  fonction  de  x 
la  variable  X prenne  un-accriissement  infiniment- petit,  re— 
presenté  par  dx  ,'.en,  sorte  que  x devienne  ic' -J- dx  ,- la 
dilTércnce  di^  nouvel  état  au  premier  ^ppa  la  düTérentieOe 
de"  cette  foiictioii.' 

/ * . 

a3a.  Par  exemple,  pour  trouver  la  différènlielle  de  nx. 

J cette  fonction  devenant  a (x >1-  dx)  =‘ax  adx,  si  l’on  e^ 

• -retranche  ax^  if  restera  adx  pour  la  différentielle.  ' 

• » * ^ ' t ,t  ' 

■ a33.  Cherchons  encore  la.  différentieilc  de  àx’;  il  fqut 

donç  de  a (x  -T-  dx)*  retrancher  ax’;  développant  çt  rédui- 
'-sa«t,  on  trouve  d’abord  3ax*dx -jf- 3axd^_-f- adx'’.  Cela 
posé,  adx’’  étant  un  infiniment  petit  du  troisième 'Ordre ^ 
ne  peut, augmenter  3axdx*,  par  conséquent , on  effacera, 
adx’;  de  même  3axdx*,  qni  est  un  infiniment  petit  du 
second  ordre  , doit  être  suppridié,  parce  que.  Sax’dx  est’ 
un  iurmiment  petit  du  premier  ordre;  et  il  restera  3ax*dx 
pour  la  différentielle.  , ^ ' 

234.  On  différenciei^a  , d’après,!/^ même  principe,  topte 
autre  fpiiction  de,x,  en  ayant  le.soi^'de  supprimer  les  in— 
finilnent  petits  des  ordres  supérieurs,'. ce  qui  sé  réduit  à ne 
conserver  que  le'-premier  terme  du  développement,  ainsi 
qu^n  le  fait  par  la  inétliudc  des  limites. 

Par  exemple,  peur  trouver  la  diilérentielle  deyx,au  lieu 
d’écrire  . ■■ 


/(x-4-70  —Jx 

h 


: A -j-  Ch}  -f-  etc. , 


/ d/x  ^ 

qpi,  dans  le  cas  de  la  limite,  donne  dx=Adx  pour  la 
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JiSërenlielie,  on  aurait  ^ 

/<x  -h  (Ix)  ^fx  -f-  Ad*  4-  Iklx’  ^ 4-  etc.  ; 

retrancdiant  la  fonction  primitive,  il  resterait  f 
■t,  Adx  4' "J;  Cdxï-f"  cttî"-;  •> , 

et  comme  on  devrait  supprimer  les  innniiueiit  petits  des 
ordres  supérieurs , on  ne  conserverait  c^ue  le  terme  Adx , 
qpi  serait  la  diflTérentielle  cherchée.-  ' 

a35.  Pour  trouver  la  |)iffiérentielle  du  produit  de  ,deux 
variables , , on  supposera  que  q uand  x de v iept  x 4-  dx , 

jr  devienne  y + djr,  et  que  z devienne  z 4-  dz.  Le  produit 
j-z  se  convertira  donc  alors  en^j(,7'4- dj^)- (s  -f.  dz)  j dévè- 
loppant#t  retranchant  ü restera  Jfdz  4- zdj- -f- d^ds. 
Le  dernier  terme  de  ce  résul^  étant  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  devra  s’effacer;  et  l’on  aura , .pour  la 
différentielle  de  jz,  l’expression  fdh  ■+•  zd^. 

236.  On  déduira  ensuite  de  cçttè  dernière  différentielle* 
celle  du  produit  d’un  plus  grand  nombre  de  vâriables,  et 
ensuite. celle  de  x",  par  les  procédés  que  nous  avons  suivis 
lorsque  nous, avons  employé  la  méthode  des  limites. 

237.  La  différentielle  de  a*  s’obtiendra  aussi  très  faci- 

lement , lorsque  l’on  aura  le  développement  de  a*"'"'**;  rt 
ce  développement  se  trouvera  comme  celui  de  ar- 

ticle 36;  on  cherchera  ensuite  la  valeur  de  — a*,  et, 
ne  conservant  que  le  premier  terme,  on  rejettera  les  Autres 
comme  des  infiniment  petits  d’ordres  inférieurs  h celui  dh 
terme  que  l’on  conserve.  De  la  différentielle  de  on  dé- 
duira ensuite,  comme  nous  l’avons  fait,  celle  de  logx. 

238.  A l’égard  de  la  différentielle  de  sin  x,  on  a 


sin  (x  -f-  dx)  — sin  x -=  sin  x cos  d.x  4-  sin  dx  cos  x — sin  x, 
l’arcitx  étant  infiniment  petit. 


cos  dx  = I , p|  siii  dx  = (W  ■ 


l 
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ta  mojen  de  ees  valeuf»,  OHjtrouTC  . ‘ . 
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. aîq.  Le  problème  des  îrfpgenleS.â  donné  p quelque  • 
sorte  naUsan'ce  A Calcul  djfterptiel.  Voici  de  quelle  ma- 
nière on  résout  ce  problème  ^'ar  la  méthode  des  Infinimoht^ 
’pétiis;  -.  • i ^ '7 

. 'Soient  PM  et  70  ^ ;demt  ordonnées  pfimœeat 

proches,  et  MÜ  une  parallèle  a l’a»e  dès  ; là  tangen^ 
MT  pourra- être  considérée  èbmmj  te^urolongement  de  1 élé- 
ment MM'  de  la  purte,  paroe'qne  cet  élément  étant  très 

' petit, çst censé êlreeixiignadroite.WoitainpBS AP, 7*; 

. Rccroissemedt  dè.^r  sera  PF  ;==d^'  r et  celui  de  j-  sera 
5t'0  = d^.  Le  triangle  iniintraent  pçtit  MM'O  é^pt  .som- 
blahie  au -triangle  MPT, 

■ ■ m'o  ::MO  ;t  MP  : PT,  ’ « 

- Vb-';VV:j:PTî:  '^  . 

. V'.  •. 

' On  trouvera  ensuite  fe  .normale , la  tangente,  et  les  équa- 
. tloris  de  ces  lignes,  comme  dans  les  art.  7.0  et  71. 

'*  7/^0.  Pour  atoir  la  différentielle  d’un  arc,  on  regardera 

race'  compris  entre  les  ordonnées  PM  et  FM',  infiniment 
proches,  comme  une  ligné  droite;  et  alors,  en  nommant _ 
-a  l’arc  total,  MM-  sera  is,  et  le  triangle  rectangle  MM'Q 

t donnera 

' mm'*  = MO“  + M'0% 

Nj  • -1^ 

d<  = dx*  + djr*; 

' tirant  la  racine  carrée, 

. ’•  / • di=  V/dJCÎ+ilT*.  ' 
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•^4^.  La  différentielle  de  l'arc  d'une  courbe  dont  les.Coordunnéei  aoDt  ' 
polaires , se  tropve  aussi  tv&s  ritcilémcnt  par  13  consKIe'ralion  .^ca  itiGoi- 
nient  pctiis.  En  L#ei^«oienf,.fig.  ^ ffR' , et  MlV,  <1èax'uTC«  de  cercle  fig 
_tlccrils  l’un  avec  le.-lftyon  1 et  l’àuire  avec  le  rayon  t«,  rlans  PaBpIc  iofl- 
niment  petit  31'ANv  forme  par  deux  rayon^  Vecteura;  le  triangle  MM'M 
vpourra  iltré  rcgardé'comiuc  rectiligne  et  rectangle  en  M j aura  donc 


«en  obserrant  <j,ue  M'M  = rla , et  ijue  MN  <ryt  égal  à n<4,.  e»  yertu  de 
la  proportion  . V 

/ ' r : dt;:  U î Mlï,  ' f 

nous  pourrons  remplacer  MN  par  leurs  vaicura;  et,  en  menant 

ds  à la  place  de  M'N,  nous  Mirons  ’ ’ . 

<uitrJ/dn’^-+=  «"dl?.  ’ ■ 

Le  même  triangle  MMTV,  eom[J^c  au  nigtigle  nous'fcra  obte- 

nir^la  sousrlapgcpte  ct'unn  courbe  polaire  par  la  proportion 

■ / ' ' !vhf  :NN  ”"Aî5Î'VaT,  . . " • 

• ' - ■■-*  . " • • \ '7"  ' • 

ou , en  remplaçant  ATM' par  A^qiûn’cn  difflire  que  d’uninfiniment  petit, 

du  udr  uiATj  ' 

,d  nous  tirerons-  - ^ ' • ’ 

" AT=u’^>  r-i.1  . . • /■ 

■ , . * du  ' b.  • ' < , ; - _ . 

' ' ■'  * ' * '• 

iDe  la  méthodé\de- Lagrange  pour  démontrer  les 

. principes  du  Calcid  différentiel, 'sans  la  considé- 
ration d^s ‘limites,  des  infintihent  petits^  ou  de 
toute  quanfité  évanouissante.  ■ • ' ' ‘ ^ 

7.^1.  Nous  avons  vu  de  quelle  utilité  était  le  Xhéoiètne  • 
de  Taylor  lorsqu’on  voulait  dévelopj^r  dt'S  Tonctiops  A ■ 
séries.  Lagrange  considérant  la  grantle  facilKé  avec  laquelle 
les  principes  de  la  différenciation  pouvaient  se  déduii'e  de 
ce  théorème  {noie  quatrième),  parvint  à le  démontrer  sans  .< 
faire  usage  du  Calcul  différentiel,  par  un  proc^é  que  nous  ' 
allons  ruodilier  de  la  manière  suivante  : ,, 

Soit  jr  ^ f{x-\-h)’  par  la  nature  de  cette  fonction, 'U 


• I 

♦66  ••  pirtào*w*Mx:  * . - 

’ ihik  <j«e  ioricfà’on  <Mt  /jï=  o,  f{x  + ^3.**^ ïé^Ôise  à-  Jfe j 
c’est  ce^qtti  àijrp  lien  si  la  üârtîe  qui  i^nticrtl  h dans  ceTt'n 
«quation , .est  unjiuuUiple  * h.  Rèpré^ntons^la  .par  j 
nous  aurons  donc  ,•  •'  . • ‘ •" 

’ /(x 4- A).=^ + PÂ;,  >.  ^ ’ 

P pouvant  être  une  fonction  de  h > s*  nçus  appelons  ^ eu 
quo,«levîent  P- lorsque  A':ç=  o,  •’eJ’tJA  la  partie  qùi  dépcnrf 
de  A,  nous  jNimms  enpord  ^ “f?  + Q^-)  continuant;  ce 
raisonpeiqcnjt;  on  aura "cetle  'suite  d’équations  : 
jr\ssfi;'+Ÿfi., 

■ ' P ==  />  ”1“QA,' 

> > : Q = V ■4'^A’  , ■ . 

. ' etc.  etc.  ' etc-' ■ . 

, Mettant  ta 'valeur  de  P,  donnée  par  1#  deuxième  équation, 

- dans  la  première,  il  Viendra  ,,  , 

’ mettant  dans  ce  résultat  la- valeur  dalj,  dtmtoéc  par.la  troi- 
.sjèiiie  équation, oq  aura  ■ - • ^ ' 

en  continuant  ainvi , et  en  mettant  f {x  -4  A)  à la  place  de 
' . J',  on  aura  eu  génoral  ' ■ ' " ' ' ^ 

r ^ f{x  4-  A)  = Jx  4^ ph  4ÿ^‘  + + *Af  4 

a43VL’fix|»res6Îon  représente,  eh  général ^ la 

foàdtionvqu)  n’est  pas  encbre  réduite  en.  série;  si  dans  cette 
minction  on  cbangUiX  en  x 4-  *>  on  aara  le  même  résultat 
•que  si  l’on  eAt  changé  A en  A 4"  *•  En  effet,  cetté  fonction 
. •.Dp* pouvant  renfermer  x sans  que  cette  variable  ne  soit 
’ .-suivie  imrmédiateraent  de  A,  un  terme  tel  que  A (x  + A)", > 
■’  pér  exemple,  lorsqu’on  aura  changé  x en  x 4*  »,  deviendra 
"C  quantité  qui  est  la  même  que  A (x  4*  A 4" 

'iqui  rêsSiherait  de  la  substitution  de  A -4  < à la  place  de  A , 


f . - . . 
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. • • •. 

dans  k fonçtioB  A(a:+t)’^.  Ce  que  nous  disons  de  ce  terme 
devant  s’appliquer  » touÿ  les  autres,  il  s’ensuit  que,  dans 
les  deux  hypothèses , le  premier  membre  dq  1 équation  (i4^) 
donnera  lieu  à dqs  résultats  identiques  j d’ou  il  suit  que  le 
dèï’eloppement  ph-\-qh' amènera  Iq  meine 

résultat  en  remplaçant  x par  a;  -f- 1 , ou  h par  h + i.  , ^ 
^244.  En  substituant  d’abord  ft  + i à h A&nsjx+ph 
-È  4- etc.,_on  aura  > 

fx  ^pih-Jp  0 4-  ÿ (fc  Ht  0*+  r {h  + tÿ  4 etc, ...  (146)  ; 
déyeloppant  les  termes  en  h de  ces  binômes,  il  nous 
viendra  , • . / 

fx  -H ph..  7.qlŸ,—'+  rh'*+  ZrhH  +3rhi\ etc.. 

Pour  obtenir  en$iiite  le  résultat  de)a  substitution  de  x a x^t, 
dans  l’cx  pression  Jx  -}-  ~1"  4 4 etc. , observons 

que  tban»  cettp  série,  h étant  en  évidenee,  cet  âccroisse- 
menl  n’entre  pas  dans  Jx  et  daps  les  coefficiens  jp , q>^t. 
s,  etc.,  quantités  qui  ne  pouvant  dpitc  renférmer  que  x^ 
en  doivent  être  regardé4^«nme  des  fonctions;  et  puisque 
l’équation  (<4^)  a lieu  pqur  toute  fonction  de  X,  la  substi-* 
tution  de  x + » à la  place  de  x changera 
. . fx  on  fx  pi Qp  + rP  '+  sP  + etc., 

■P  en  P + /»  + y*"4  /’7’4;i'‘V''4  etc.,  ' - 

‘W  q en  q + q'i"  + 4*  elc.^  -, 

* r en  r 4-  ri  4-  rV+  4- /-‘'êt-f  etc,, 

J en  s 4-  s'i  + s". P 4- «"'tt  -}-  etc. , . 
etc.  etc.  etc.  etc.  etc.  etc.  ’ i ;» 

Il  n’est  pas  besoin  de  prévenir  que  par  les  lettres  accen- 
tuées, nous  représentons  les  coefTiciens  des  diflërentes  puis- 
sances de  i dans  ces  développemens. 

En  substituant  ces  valeurs  de  Jx , de  , <le  q , de 
de  J , etc. , dans  la  suite 4 4 7^*  4 4^  4*  etc. , nous 
obtiendrons 


*/>8  . • CALCUL  UIFIBBENTIEL; 

fx  4-  pi  + + ri^+  etc.  + C/>  + p'i  + /»'**  + etc.)  h 

‘f(7+?J+f'**4-etc.)A“4-(r-(-/i-|-r'ï<-4-etc,)ir^tc...  (148). 

9.45. 'Ce  clévelopp^ment  devant  être  idenliquft-'Car):.  ^43) 
a celui  cjui  est  donne  par  l’é(]uation  (i4t),  il  faut  que  le* 
termes  qui  y coatienhent  les  mêmes  puissances  âe  fr  wient^ 
«gaux  {note  cinquième)  ; nous  aurons  dond  ’ V 

+7' * 4*7^"*')  etc.  =s/j  4- 2<yi,  cto.;  ÿ 

7 4-  (/i  + etc.  =r  'y  -f-  3rV,  etc.  ; ' ' “ 

'■ -f- r i -f- 7''/*,  etc.'=  r 4- 4st,  etc. 

Ce  que  nous  disons  do  h pouvant  s’appliquer  à i , en  égalant  • 
les  termes  allèclés  des  utéiues  puissances  de  i,  on  trouvera 

; .p'—^q,  q'‘^^r,  r'=^4ï, etc.^. , C«49)*' 

Ce  qui  revient  à égaler  les  termeXaUectés  de  hi,  de  A’/,  de 
li'i  , etc.,  des  é(|uations  (147). et  (i4S).. 

a48.  Nous  avons  vu,  art.  244r  que/»  était  en-général  une 
fonction  dé  x\  représentant  donc  p par  J'x  ,ei  nommant 
f"f.  le  terme  qui  multipliera  dans  le  développement 
de  Jf^{x  4*  a)  j nommant  dé  nièiro  J^x  le  coellâcient  de  h. 
dans  le  dévelopiuîmeut  J'^lx k) , et  ainsi  de  suite,  nous 
aurons  ces  équations 

^ ■/"  (a:  4- — Jx  4"  4"  t^rine.i  ai  li’ . e/r  li*,  etc. 

r 4-  hfx -{-termes. cq\x'^,  en  Id,  etc. 

f^(x  -{-h)  ■==/" JC  4-  Tif*  X 4“  termes  en  li^ , en  h^,  etc. 

^ etc.  f.ic.  ' etc. 

247-  Par  hypçl)ièse  , nous  avons-,  art.  , p z=zf'x  ^ 
délie,  si  dans  celte  équation  on  fait  a:  = x 4*  fi,  on  aura 

/.>  4-7^'^  4-/^'A‘  4-/>*’A’4-elc.=/'(x4- /j). . . (i5i);  . 

mellaiib  dans  celle  équation  la  valeur  dey'^(x4-^0  , donnée 

par  la  seconde  des  équations  (i5o) , nous  obtiendrons 

• 

pr{-p’h-[^p''h'-\c-cic.=.J'x -{-hf  'x  4-  termes  en  h*,  en  h^,clc. 
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Cflte  é(j«aUoa  ayant  lieu,  quel^que  Joit  h,  H faut  que  les 
termes  -àcs  n^tnes  puissances  de  fi  soient  égaux}  donc  ' • ' 

cette  valeur  de  y/  changera  la  première  de's  équations  ^i^q)  . 
en = 2^}  d’où  nous  tirerons  * . _ .'v.'.-  v 

4.  ■ = ' ..  ; ‘ 

Si  dans  cette  équation  nous^clian'gccms  X en  •t-J-A.,  il  viendra 

, ^ » y 4:  + etc.  (ir  + ft)  ; • ’ 

mettant  à la'  place  de  (x-{r  /i)|son  développement  donné 
]>ar  la  troisième  des  équations  (*5o),  nous  aurons 

ÿ + 7^  A + y"  u(c:=^(J^x-^fif"x+ ternies  en  li*,Cnh*,eU;)  ; 

comparant  le^  tnrmos'^qui  mnlti plient  la  première  puissa^e  ‘ 
de  Allions  aurons  y' ±=5y*ir , vajeur  qui  étant*  mise  dans 
la  seconde  des  équations  (l49?’»  clungéiia  en  3r, 

d’où  l’on  tirera'  •'  _ . . i. 

. . . - ' 

’ t . î. 

en  continuant  ainsi}  nous  trouveroqs  successivement  tous 
les  autres,  coefficiens.yle  l’cqiia.tion  (i45)  t substituant  dans 
cette  équation  les  valeurs  deyi-,  de  y,  de  r,  etc.,  nous  aurons 

j\x  + A)=yr-+  .(iSa). 

4 ■ 

■ 248.  Si  l’on  considère  maintenant  la  première  dès  cqua- 
tions'(i5o),  on  verra  que f x étant  le  çocilicieat  de  A dans 
le  développement  de  f{x  + A),  est  ce  qu’on  désigne  par 

ou  pari^;  do  même,  en  considérant  la  seconde  des 

llôv  ^ 

équations  (i5o),  on  reconnaîtra  que  le  coeflicient  f” x de 
la  première  puissance  de  A,  dans  le  ^vcloppcmeiit  de 


CÂLCbii  Di»iREf)riu>'. 

cJ/’ 


être  repré^nté  c*esl-à^Ire  par 

V - ^ 

Ax  ' cr  r i . . . ' '. 

• so.'te;  {jar  consequant,  e» mettent 

ces  vateQrs  dèfx,  de/'x, df/"»,etc»> dan^i’éqwtiott-(i5a), 
ôn  trouvera’  , , . 

a49-  C’est  ainsi  qu’on  parvient  à 'la  forntule  de  Tajlor, 

sans  faire  usage  Càicql  dîfTérentieÇ  Véxprçssîon  qui 

entre  dans  cette  formule,  est  le  s^ne, de, l’opération  par;  la- 
quejlo  ori'oblient  le  cooflici'ent  de  h dans  le  développement 
, dey^x-4rA)j  dés  qtie  œ'cdelSqiénl.eat  trouvé^  }es  expressions 

i etc  , nous  indiqqen^  que  là  inétnê  opération  ré- 

f ^ V ' ' ^ * , • I 

pétee  notia  fera  cijUpaitre  les  coeHiciens.  des  autres  puîs- 

sonces  de  A;  de  sorte  que  noAt  n’avons  besoin  que  de  con- 

naltrè,  par  des  mo.)tâfns  tirés  de  l’Âlgèbre , ce  qtie  doit  être 

Av''  ► / ^ ^ * >' 

J—  pour  obaque  fonction.  Par  exemple,  si  l’on  demandait  , 

, 0 ''  * ' . ' ' . , . > ' ' ^ ■ ■ ' ! • ï 

* ‘ A T , ■ / ' ' V . ' *■ 

quel  est  pour  la  fonction  x" , on  développerait  (xq-  X)"» 

a 1 • 4 ^ ' 

par  la  fortnulQdft1>?uonie,qui  donnerait j 

* dy  ' . 4 * s 

et  commé  ~ devinait  indiquer., le  cocflicient  de  la  première 

puissaoce  ^e  A,  dans  ce  développement,  on  aurait.. . 

^sssmx'*"Z'-  Ainsi , tout  se  réduit  à pouvoir  trouver',  par  , 

des  procédés  analytiques,  le  développement  des  différentes 
s*ortt4  de  fonctions  que  l’Algèbre  peut  présenter:  ces  procédés 
'ne  sont  pas  di  ns  de  ceux  que  nous  avons  fait  connaître. 
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pour  développer  les  diverses  fonctions  qui,  par  leur  com- 
binaison, donnent  toutes  les  autres;  c’est  ainsi  900*^0008 
avons  donné  les  déiveloppeaiens  de  o*'*''',  de  log  (-v+^) , de 

cos  (*  + ^)  j qtc.  , • 

» . * ■ 

a5o.  VoHà  donc  une  troîsifeme  méthode,  d’après  laquelle 
les  principes  ‘du  Calcul  diflcrentiel  se  trouvent  démontrés 
d’une  manière  indépendante  de  toute  considération  dé  li- 
mites, d’inCniment  petits,  ou  de  quantités  évanouissantes; 
mais  dette  méthode  ne  peut  néanmoins  exclure  celle  des  , 
limites , parce  que  lorsqu’on  en  vient  aux  applications,  et 
qu’on  veut,  par  exemple,  déterminer  Jes  volumes  , ou  les 
surfaces,  rectifier  les  courlies.,  ou  obtenir  les.  expressions 
des  sous-tangentes,  des  sous-normales,  etc.,  on  éSt'tou- 
jour^  obligé  de  reoourir  aux  limites  ou  aux  infiniment 
petits.  „ ■ ^ 

a5i.  En  considérant  les  développemens  des  dîf  erses  fonc- 
tions (x  -)-  h)”  , a*'*’* , log  (x  -f-  S) , sin  (;r  , etc. , que 

l’Algèbre  nous  oÉTre;  copime  cm  fonctions  sont  en  noml>re 
très  limité,  il  est  facile  de  reccmnaître  que,  dans  leurs  dé-t 
veloppemens,  le  coefiiéient  de  la  premiène  puissance  de  A 
n’est  ni  nul  ni  infini , du  moins  tant  que  x conserve  sa  far 
leur  indéterminée;  c’ést  d’ailleurs  ce  qui  résulte  de  la  dé- 
monstration précédente.  En  effet,  supposons  qu’on  eût 
/>=o  dans  l’équation  . * 

/(x  + h)  =fx  +J7h  + qh^  -tI-  tV  -f-  etc.  ^ , 

il  arriverait  deux  cas  : ou  la  valeur  de  x,,  que  renferme  p, 
devrait  être  donnée  par  une  équation  identiqqe,.ou  par  une 
équation  qui  ne  le  serait  pas.  Dans  ce  dernier  cas , p ■=.0 
représenterait  une  équation  d’un  certain  degré,'  et  celte 
équation  ne  donnerait  qu’un  nombre  limité  de  valeurs  de 
X,  ce  qui  serait  contre  l’hypothèse,  qui  admet  pour  x une 
valeur  quelconque  ; mais  si  p~o , c’esl-à-dire  i\f  x=p  etwt 


«•p 


CALCUL  DlFreRTOTIEf.. 


• tt 

v'-' 


ua6  équatkm  identique  en  x-  faisant  on 

ânrait  ettqorey’.(x = o;  et  comme  h entreraii'  par» 
tout^oii  entre  x,  cette  équation , considérée  par  rapport  à 
A , serait  encore  identiquement  nulle,  ouiop.  d’autres 'ter--' 
mes,  eotU  équation  aurait  lieu  quel  que  soit  h",.  U en  serait 
'dont  de  même  de  sou  développement  qui d’appib  réqqa- 
tipn'(r5i),  est 

‘ etc.  = O ; 

mais  )orsqu*nne  équation  de  ce  genre 'est  nulle,  indépfeù- 
danimcnt  de  fi,  il  faut  que  lés  cpéfficiens  dès  différentes 
puissances  de  h soient  nuis  séparément  \voyèz  ta  note  'cin- 
et  qne,  par. qDnséquent^roû  ait  ' 

//  = 0, /?"=p, etc.  ■ . • 

' /•  * ^ • * * 

En  subslitnantces  valeurs  dans  les  équatinns  » 

' * y i=iq',  p"=Zr,  y etc., 

. f . ‘ ^ t i'. 

qui  résultent  de  l’identiyi  des  teitnes  affectés  des  mêmes, 
r puisMnees  de  iK,  de  i‘1i,  oe  etc. , dans'  les  suites 
•et  14B > on  nljlieiidrait  ^ .•  ■.  . 

■ J - - ?T=di‘lr=o,  f==o,.,  e^.  ; . •. 

* ,•  r " j . - . » 

et,  commc'ïn  oVitre />=  «>  ,,1’éqHaliqn  (»4®)  se  réduirait  à 

11  faudrait  done  tpie  x + mis  à la  place  de  x,  ne  chan- 
geât pas  la  fonction, -ce  qui  exigerait  que  cette  fonction 
fût  identique  ou  constante  ; car  on  sait  que  si  fx  était,  par 
exemple,  de  cette  forme  x’ — x*,  ou  de  celle-ci , c-f-x* — x*, 
la  suhstilution  de  x -}-  A à la  placé  de  x donnerait  toujours 

^ ; T“ 

. ,r).Lc  cas  où  P au  contient  pus  x est  compris  dans  celui-ci  ; car  si  la 
valvnr  de  p qui  est  nulle,  est  représentée  par  a — a,  on  peut  la  con-« 

sidérer  comme  a o-ii  — (« — x). 
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^e  même  résultat  ; et  l’on  Toit  que,;dans  le  premier  cas, 
la  fonction  serait  identique,  et,  dans  le  second,  se  réctuirait  • 
à une'coDstaute  c.  Il  suit  déco  qui  précède,  que  le  coeBicient 
de  la  première  puissance  de  X,  ne  peut  être'  nul  dans  le 
développement  général  de  y(x  + 

Il  ne  serait  pas  moins  absurde  de  sq|^oseé  ce  cpefRcicitt 
infini,  car  lé  second  mémbre  de  Inéquation  (r4?)  devenant 
infini,  le  prepüer  membre  le  serait  aussi,  .c’est-à-dire  qu’on 
aurait /{a: -f- A)  =*00 ; et'.comine /(x 7»)  est  composé 
eri  x+7i  i comme  fx  l’est  en  x,  le  terme  %ui,  dansyÇx-f-A), 
rendrait  cette  expression  infinie,  devrait  rendre. aussi  infini 
fx.  Par  exemple,  si  f{x  renfermait  un  terme  teirpie 

A . . . 

-,  qui  est  infini,  il  est  évident  qu’on  de— 

• A . . 

H%qui  serait  aussi. infini. 


(x  4-  A)  — (x  -f-  A)  ’ 
vrait  avoir  dans ^x,  le  terme 


X — X 

Il  suit  de  là  que  la  fonction  proposée  serait  infinie,  ce  que 
nous  ne  supposons  pas. 

aSa.  Les  expressions  f x,  f^,  fx , etc.,'  .sont  ce  que  ' 
Lagrange  appelle  la  fonction  prime  , la  fonction  seconde , 
la  fonction  tierce , etc. , de^,  et  en  général , en  sont  les 
fonctions  dérivées.  T^agrange  indique  aussi  les  fonctions  dé- 

rivées  d’une  autre  manière,  en  remplaçant  ^ par  y',-  ^ 

d’r  d'*r  m-  ' 

-7-4-  par  r",  -f-.  par  r",  et  ainsi  de  suite!  . ‘ 

CICC*  U.1?  ‘ ^ 

; -*  • 

Des  cas  ou  la  Jormule  de  Tajlor  est  en^defaui.  7 

s 

• aS’J.  Engtni'ral,  lorsqnc  clnns  une  fonction  de  * on  met  A à U 
place  de  X,  la  forme  de  l.i  fonction  reste  l.t  nit’oie , puiaqiic  x -f-  A énirt 
partnnt  où  était  x;  ainsi,  lorsque  fx  renferme  tin  radical, jf(x -f- /i)  '• 
doit  aussi  le  renfermer  : par  exemple,  si  l’on  a < ' • . 

fx  = lx^+^, 
le  in^oie  radical  SC  trouvera  dans  l’expression 


% *L 


ciixiiri.  «i^riiiZNTKt^ 
/(*+ A)  = &(*+*)•-». 


V(a  +A 


.«54*  Il  n’cD  ■cnil  p»>  (onjoan  d*  même,  si  Ton  atiignirit  I*  t|rfemr 
<l«  l^absei^ar  poac  l^aa  des  points  de  Ik  coarbe.  Par  eumple  dans  |«,C4« 

xih  fir  rcnffmnoraît  un  ternXe  tel  tjae  V^x  — a,  il  Ton  doainik  à x lu  va- 
^ le^ir,  dii  Toit  qne'IcUdrcal  cnbiqoe  \/ x — <r  s'dmnbnirait  dans  , 
tandis  que  le  radiçal  eubiqne  V^ar  + /t  — « , ^qui  devrait  entrer  dans 

y{r+h'j,  loin  de  sVvanbuir,  se  réduirait  àlon  k ^7.  DitnS  une  sem- 
hluMe  cirrbnstance,/'(r  + h)  ne  pent  se  dèvelopjicr  suivant  Ibs  paissance* 

de  A,  ce  qui  se  rdaqiieste  par  les  valeurs  in6nies  que  prennent  leteoeS* 

• s , . 

tiens  diSetenticlsj  c’est  ainsi  que  l'éqaation'^  = 4^(ar— to)  noas  donne 
àr  1 , i-  3 ' I ' , ■ . ' 

. . dï  = ÿ^'-">  =-^ ’ 


3 V/(x  — «)•  • I 

.et  l'uq  voit  que  x =>a  rend  ^ coefficient  diGTcrentiel  infini'. 

aSSi.  Pour  qu'on  tombe  ainsi  sur  des  quoiOtités  infinies,  il  suffit  qne  la 
' fpnetiou  f{a-hh)  étant  ordonnée  par  rappoi  t aux  puissances  de  h , -ren- 
ferme  parmi  ces  puiss.anci s un  exposant  fractionnaire  n-f--compris entre 
le*  notubra*  entisrs  /i  et  n-j-i  ; en  effet , nons  aurons  daus  cette  hypothèse 

. • ' n+-  ■ 

/’(a4*A)  = A-+-B/i4-CA»-4»DA’....4-MA»  + N/»  ® 

+ PA*+'  + QA"+*  + RA*+?,  etc (i54), 

développement  dans  'lequel  nn  terme  qui  manquerait  serait  censé  avoir 
zéro  pour  coefficient. -Cela  posé,  en  regardant  a comme  variable,  nous 
trouverons , art.  53  et  54  «■  . 

A) 

dï 


f1/'(a  -f-  h) d/fa  + K)  A\f{a+  h) d»/'(a  ■ 

dA* 


-,  etc (»5^. 


da  _ ’ i . dA’  da 

' Différenoiôns  sueerssivemenr  {yir  rapport  & h . l'équation  (i54) , et  repré- 
s'eotons.,  pour  abréger,  par  M',  N',  P',  Q',  R',  etc.,  par  M",  N">  Q", 
R*,  etc-,  ce  que  deviennent  les  coefficiens  M,  N,  P,  Q,  R,  etc.,  notit 
anruns  - . 

* ' -+n  — t 

B-f-‘îCA-+-3DA>...+i\1'A*---f-N'A» 


•sr 

< • 


-t-  P'/i*  + Q'A"+'  ■+■  R'A"+»  -f-  etc. , 
= aC  -i-  9 . 3DA .-i-bl''A— +1S"A*  ’ 

(\n* 

. -h  P"A*-'  + Q"A"  + R"A*+'  ■+■  etc., 

etc.  . eic,  etc.  cîc. 
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Remplaçant /et  premicra  piembréa  de  cea  derpicrea  equaliona  pat  leurs 
valeura  tirées  des  equaAiona  (i55)  , nous  obtieodrona 

= B 4-aC/t  + ÎD/i» 4-  M'A—,  4-  N'/tf 

Ja  . . ' ' ' . . • ^ ‘ 

• , 4- P'/*’ -f'Q'A"+*  H- R7»''+* +«!**....  (i5o)>  ' . 

^^^^-^  = aC4-a.3DA ; . +K*A*'^”-  ’• 

4- -f- Q"A»  4- R"A"+<  + etc., . . (iSy), 
eic.  etc.  a etc.  etc.  ^ . 

faisant  ^=0,  ilans  les  équations  {iî54)>  (l56)  et  (iS^^-nous  aurons  jionr 
detcrtuiticr  les  côefficieos  A , B,  C)  Clc.,  de  l’équation  * 

* . - I . 

/■  • T>  à*  fa 


Cela  poec,  d^âpris  rinsp'ectioh  dcs'cquatîone  (>50)  et  (|57)-^^  on  ¥ori 
que  chaque  diOcrèDcittlon  diminoant  n d’tinrunité,  Imsquenom  serona 

. f 

. n-f-—  . • 

aiTÎTcs  h la  les  exposans  des  iwmes  eii  4*,  tph  *,  en  4*+*,  en 

1 • ^ • 

4"+*,elc.,  auront  pour  valcqc^  «— /» . n-F-h4?r , m— '«4*>y  n^rt4-a»  etc- 
De  sorte  qu\»n  roprcscntani  les  coefficiéne  com^ondans  par  M;,  par 
N,,;Cic. , pons  obtiendrons  ^ . ' • 

T '*  *•  -, 

- m;+  + R^>  +eic.. 

d<7"  . ; •.  \ t 

et , à Iti  difTérencialion  snivantc,  noift  trouverons 

■ * i — t ' ' 1 * 

^ + P„/io4- Q>  + B„fif+etc.. .OSÿ;- 

' I 

et  comme  - est  moindre  que  l’unilc,  l’expotani J du  preltiicr  tfmic 

de  ce  développement  pourra  sVerire  ainsi  : — (i  — Alors,  en  iaiwnt  ^ 

passer  A au  dénominateur  dans  le  premier  terme  d«  aadond  membre,  l’e- 
quation  (i5g)  dcviciiiira 

^ _N,,_  P ^ ^ Ry,.+  ete.. . . (.Co). 

lia""*"'  J m -K0  M 

h'~~z  0' 

Or,  St  l’on  fait  4 = O,  dans  IVqnnlion  (tS8),  on  voit  qne  tous  le*  lerméf 

en  /i  s’évanouissent  encore,  ce  qui  permet  do  déterminer  M^,  d’oü  Hépcitjl 


^76  • - .cjrt-Cüt.' pirrÊBMTit.rî.  • • 

If  coclÇrfcirt.  M «kLU'i-üB;  M'/»*  <Jc  rcquiàiim,Çi  54.).  ll  i>V“  de.méote 

ti  l’«n  fàk  h—<i  flan»  l'équatiun  (>GoJ  j'îcar  alo*«  le  ^emier  »c réduisant 

N ’ ' I d'+'fi'a) . - ” • 

, b •— î rcqfl  la  raJeur  dé  rq—  . — infinie. 

O ‘‘“T'''  ’ ' 

11  en  'serait  de  même  si  nous  prepibns  les  coefficient  différentiels  des 
"ordres' suivant , riijrce  que  toutes  les  diffe'rentii  llcs  snceessive»  d’pn  terme 

N ' ' . ■ . ' 

de  i»  forme  J—  cnikieonent  A- au  dénominateur.-  1 

Il  résnlte'de  ce  tlicdrinie,qne  lorsqu’on  s=^a  ,-dans  le  -déueiop- 
pement  Je  f(«  + h),  s’Wéxêtte  une  puissance  fractionnaire  Je  h dan» 
ce  développemeitt , et  qu’etie  soit  comprise  entre  lei  termes  affectés 
Je  h*  et  Je  li"+',  on  ne  pourra  déterminer  les  termes  de  la  série  de 
TayJoé,  ç/jie  jusqu'à  l’brdée  n inelusû'eiqent  ; tous  Us  autres  termes 
deoUHflroat  infinis.  ' . r . , ' 

s56.  Une  l'onotiqtj  de  x représentée  par /if  étant  dorméevti  l’on  vent 
déterminer,  le,  ^vek^einent  de/(x  + Al,  dan»  l’hypoljièsa  a:  = a,  il 
éaudra  , ''connue  ou  le  sait^calculer  les  lcrmesde  la  suite. 


■ d’i' 
^dx*  i.a 


+-etcfjr 


mais  sr  en'faisant  èé  cafciil  ort  trouve  qoe  l’un  des  coeffieiçns  dtféKnticIs 
devienne  infini  darts  l’iiypétrièsé  <le  x = tt , pu  ne  clicreliera  plus  b oU- 
tenir  ie  développement  de/lx-i-Zi)  par  la  série  d«  U'aylor  ; mai»  vojoi 
le  proie  lé  qu’il  fa'udra  employer.  On  mettra  x-t-h  â la'place  de.  x, 
, dans  l'x;  alors  le  terme  ^qui  contient,!,  — e au  dénominateur,  con- 
^(ie/tilra  x-t-a-f-h,'et  ne  deviendra  plus  infini  lorsqu’on  fera  xc=:a, 
mais  donnera  lieu  à ùn  terme  affecté  d'une  puissance  Jraetioqnaire 
Je  h.  • . V. 

aS?.  Soit,  •p.-it  eicpiplç,  ■>  ’ /■  • • . 

■■  ' • 1"  • '■"/ 

\ . fx  = aax — ^'x'+àVr  .f’ — o’i 

CB  (lifiçrenciQnt,  on  iroave  • . 


• \ 


t ‘ cÎK  , . , 

— = (a  — :r)  -f- 


ûse 


JT*  — a* 


* \ fl*y* 

substituant  ces  valeurs  et  celles  de  de  — , etc. , dans  la  formate 
dcTaylbr,  art.  55,  on  obtient 

y^j.  4.  k)  — sax  — X*  -1-  a l/x*  — a>  -+-  |^a{a— x)+^^r==rjA4-clc. 
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Or,  qaand  , = . le  terme  multiplie  par  h derient  infini  ; donc  ce  deVe- 
loppcnicai  n’csi  pluj  possible. 

D«n.ee  d’aprè.  la  rigle  pr*<£dente , on  mettra  x + A à la 'place 
: X dans  l’equaiion 


de 


. A = ^ax  — r*+'ai/x*~a‘, 

et  I on  irouv<;ra 

I 

«X  + A)  = Oflx  + -i^~^xh-h*  + a V/^s  + xtA  + A.-o», 

équation  qni , dans  l’iiypothèse  de  x = a , devient 

' /(fl  + A)  = fl.  _ A*  + a Y-iah'-h  A»„. 

/(a-t-A)  = a>_A.  + a ' 

dvvelop^nt  par  la  formule  du  binôme  . et  représentant  ^ pour  abréger, 
par  A,  B,  C,  ete.,  les  cotfficiens  donnés  par'cette  formule,  on  a 

V-ia  + h = (aa  + A)*  = A -+-  BA  + GAs  + DA?  + etc.  j 

substituànt,  on  troDve  i i ‘V  ' 

\ 

/(«  + AJ  5=  a-  - A>  + oA  V/Â  + aBA  \/Â  + nCA*  l/Â 4.-etc. 

On  voit,  par  cet  exemple,  qu’en  metunt  * + A,  dans  la  fonction, 
et  faisant^ x-e=n,  on  peut  intiodnire  une  ou  plnsienrs  puissances  frac- 
tionnaires de^A  ; on  développe  ensuite  séparément  les  termes  qui  sont 
susceptibles  dej’étre.  soit  par  la  formule  do  binôme,  soit  antrement; 
et  Ton  substitue  ces  termes  dans  la  valeur  de  /(a  + A),  ce  qui  en  donne 
le  oeveloppemem^  : ^ . 

x58.  Lorsque  x reste  indéterminé,  Lagrange  a démontré  que  le  deve- 
; loppement  de  f(x-t-A)  ne  pouvait  contenir  des»  termes  a£Fectés  d’une 
puissance  fractionnaire  de  A.  En  effet,  supposons  que  l’on  eAt 

3 _ - 

comme  K V/ A est  susceptible  de  trois  valeurs,  M , JV,  P,  nous  aurions  ces 
trois  dévcloppcmens  de  y(x -f.  AJ,  ,■ 

f(x  + A)  =/x  ■+■  ph  + qh>...  -f-  M,' 

f^x  + h)=/x~h  ph  qlf . . . N, 

f{x  + h)  = fx  + ph  + qh^...  P.  ' ‘ 

> f*'  devant  renfermer  les  mêmes  radicaux  qne  f(x  •+■  A) , art.  953,  il 
faudrait  que/r  eût  aussi  trois  valeurs  différentes,  Q,  R,  S*  en  snbsti- 
tnam  successivement  ces  valeurs  à la  place  de  fx,  on  trouverait  donc 
Êlém.  de  Cale.  diff.  ' I2 


I 
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< f(x  + ArJ  = Q -f-  M, 

/(*'-»-  A)  s=  Q + p/l  + qh*...+  N, 
f[x  -h  /i/-=  Q 4.  p/l  + iyfc»..;+  P, 
/(x  4-  /i)  = R 4-  ph  4-  7/i«...4-  Mf, 

/(x  4-  /»)•=  R 4-  p/<  4-‘<;A>...4-,  IN, . 
_/(j-  4-  /i)  = R 4-  p/'  4-  7/1’... 4-  P,, 

y(x  4-  /i)  = S 4-  p/‘  4-  ^/»*...4-  M, 

/(x  4-  A)  = S 4-  p/i  4-  i//i»..^4-  N J 

/(x  4-  /<)  = S 4-  pA  4-  l’i 


de  sorte  qoc  IVxprcyion  f{x+  h)  étant  dc4'eloppce , aurait  neuf  vva(eura 
diffeicntcs,  tiitidis.  que  non  dcscloppee , elle  »^en  ponrrait  avoir  qu’au- 
tant  que  Jx  en  comporte,  et  par  conséquent  trois  dans  i’Iiypotlièse  ac- 
tnellej,  ainsi  l'on  ne' peut  supposer  que  le  développement  tic  y(x4-AJ 
contienne  une  puissance  iraciioanalre  de  h,  sans  tomber  dans  une  con- 
tradietion. 

aSg-  Enfin,  il' est  certain  que  f(x  + h)  ne  peut  admettre  dans  son 
développement,  no  tenue  affecté  d’une  pnissance  négative  de  A;  car  s’il 
contenait  nn  terme  tel  que  M/i~",  nn'anrait  , 

M ■ 

/(x  4- Ar=/x  4- p/‘ 4- 1//»*-. . • 4- i 


or,  en  faisant  h=.o,  le  prcmicE,  membre  se  changerait  en yx,  et  le  second, 
aniieude SC  tédoireàyxrdevleadraitinfiai,àcauscdb terme  ^ qn’il  ren- 
ferme. ‘ ‘ , 

360.  Il  en  serait  de-  meme  si  le  développement  contenait  un  terme 
affecté  du  logaritlime  de  /:  ; car  si  l'on  avait,  par  éxcmple,  nn  terme 
tel  qne  A log  h , ce  terme , lorsqu’on  ferait  A = o,  deviendrait  A Idg  o ; 
or,  le  logaVithme  de  o étant  l’infiqi  négatif,  le  terme  A log  h serait  alors 
infini;  d’oh  il  suit  que  fx  devrait  l’être  aussi  ;.ceqni  est  contre  Hiy-- 
pothisc.  ^ ^ , 


. U 
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DE  CALCUL  INTÉGRAL. 


CALCUL  INTÉGRAL. 

► » 

De  Tintégration  des  diffërenïielles  monotnes. 

J 

a6i.'  Le  calcul  intégral  a pour  objet  de  trouver  la  fonc* 
tion  qui,  étant  dlfiTérenciée,  a dû  produire  une  difieren- 
tielle’ donnée.  Pour  cotnnàencer  par  le  cas  le  plus  simple, 
nous  allons  chercher  à intégrer  l’expression  x'"dx  : dans 
.cette  vue  , di£Férencions  l’expressron  x’"'*'*,  nous  trouve- 


rons  ^ , 

. V d.x^'^’  s [m  -f-  i)-r'"dx,  , 

d’oi  nous  tirerons 


. . s . 


d.x’"i:‘ 
m + I 


= x"dxî 


et  comme  la  constante  m-^-  t n’iniluc  pas  sur  l^'diflëren- 
ciation,  nous  pourrons  écrire  ainsi  l’équation  précédente 

■ y • • • 

d . ; — = x^dx  ; . 

m + i , ^ 

par  conséquent , la  quantité  qui , par  la  différenciation  , a 

12.... 
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doiué  , est  ■ Pour  indiquer  celte  opération,  nous 

mettrons,  avant, lï  différentielle,  la  caractéristique  fy  <^«1 
signîlie  somme  ou  intégrale  (*) , de  sorte  que  nous  écrirons 


” Jx^'ix  — 


x""*“ 

m + l; 

- ^ 


26a.  Concluons  de  là  cette  règle  générale  : Pour  intégrer 
x"di,  il  faut  augmenter  V exposant  d’une  unité'  et  diviser 
par  cet  exposant  ainsi  augmenté  et  par  la  différentielle. 

a63.  Soit,  par  exemplb,  nous  aurons  donc 


/' 


= fax-^àx  = 


ax'“ 


34"  * — ^ 


on  trouvera  de  même  que 


b 

3ir^ 


fdx\/x-=fx^i]x—~ ='5—T‘ 

. 3+*  3 ’ ' 

264.  Observons  que  .lorsque  nous  différencions  a + 
nous  t;rouvons  mx"— d^  * comme  si  nous  n’eusSions.diffé-^ 
rencié  que  af*,  T>ar  conséquent  il  faudra,  en  intégrant. 


(*')  Ce  moi  somme , pour  designer  l’inlegrale,  a cle  iniroduit  par  les 
aneien»  géomètres,  parce  que,  d’après  la  mèll.odc  de.  infiniment  ,«uis 
iU  cqnsidiiiÆnt  une  fonction  f comme  une  somme  d accioisscmcns  infi- 
Diment  pelhs. 

72."  P.ir  exemple,  on  voit  que  l’ordonnée  él.mt  MP,  fig- 7’ I “ 

■ MP  = ai  + fl'i' 4- n"*"  + a"*"  + “■’ 1'’ . 

c’est-à-dire  que  ÿ est  égal  è la  somme  des  accroissemens  infiniment  pe- 
tits , représentes  cliacnn  par  liy,  , 
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ajouter  'une  constant»  à f intégrale.  Ainsf,  dans  les  exemples 
précédens,  nous  écrirons  ' ' 


/' 


aSx  ^ .r  rÀ  ^ 

/dxt/x  ^.-^+C. 


265.  Celte  constante  C,  qui  doit  s’évanouir  |iar  là  difüj-' 
renciatioh,  est  eu  général  arbitraire,  à moins  que,  par  la 
nature  du  problème,  elle  ne  soit  d^erminée. 

Par  exemple,  si  Fou  a l’équàtipn  jr  = ax*  b , qui  est 
celle  d’une  parabole  CBD , fig.  ^ 3,  dont  l’origine  est  en  A,  Fig. 
et  qu’on  en  tire  dj"  =’2axdx,  on  troùvera,  en  intégrjiat, 

X = ax*  + Cl..  (i):'  : • 

Celte  équation  peut  convenir  à une  infinité  de  paraboles. 

Or,  si  l’en  veut , que  parmi  toutes  cés  paraboles,  CBD, 
C'B'D',  C*fi"D*,  etc.,  la  courlie  qui  a pour  équation.-. . 
y = ax’  + c soit  ^lle  d’unç  parabole  qui  passe  par.  le 
point  £ dont  les  coordonnées  sont 


■:3. 


■ = AE  = -h  \J -, 


U faudra  qu’en  faisant  x==  on  ait  j-  = o,  ce  qui  ré-  ' 

duira  l’équation  (i)  à , ■ 

o=Ô4-C, 

d’où  l’on  tirera  C = — b.  Substituant  cette  valeur  dans  • 
l’équation  (i),  on  obtiendra  . 

jr=^ax^ — b, 

cortirae  on  l’avait  avant  la  dififéreWiation. 

266.  Lorsque  la  nature  du  problème  ne  détermine  pas 
la  constante , on  peut  disposer  de  cette  'constante  .comme 
dans  l’exemple  suivant:  ayant  trouvé  que  l’intégrale  de 
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. * . ..  • 

^r  = ;;^/+C...  (2), 


noos  donnéron's  à x une  valent"  déterminée  et  le  second 
niembrè  de  cette  équatibn  deviendra  ' ‘ ; 

-ei+ci.,  (3,:-  , 


par  Ja  conditîofi'qu-on  ait 
'Æ':±fc-i*.iilôrs  Véquatibn  (a)  deviendra 


lorsqc 


m -f-  I 


+ C, 


r.  '/  . k^0iÂl‘tirera  la  valeur' de  C,  qui,  étant  substituée  dans 


f'  Ain:  •’  : • ■ ■■'■ 


r"+* . 


...  (4). 


■A-: 


267.  IlTh’y  a qu’un  seul  cas  qui  échappe  à la  règle  de 
! * ■ . l’article  262  pour  intégrer  a:"dx  ; c’est  celui  où  m = — 1 

, ; jf  car  âlor&Ia  formule  (4)  devient  ’ ' 


y=- 


x°  — b“ 


O 

'Z' 


il  faudrait  donc,  dans  ce  cas,  faire  usage  de  la  règle  de 
l’article  81 , pour  déterminer  la  vraie  valeur  de  l’intégrale;, 
ma* J on  peut  éviter  cet  inconvénient,  en  observant  que 

* (1^  • 

x~'  dx  = — , et  que  cette  expression  — est  la  dilFérèn- 

^ «S*  <3T 

tielle  de  iogx;  par  conséquent,  nous  aurons 


' /’dx  , 

. /-=loga: 


+ C. 
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' Des  •différentielles  complexes  dont  l’intégration 
peut  s’effectuer  par  la  règle  de  l’article  262. 

\ ' ’ 

- 268.  Nous  avons  vu,  art.  22,  que  la  différentielle  d’un 

|)ol}  nome  se  formait  de  la  sommç  des  différentielles  de  seS 
termes;  réciproquement  l’intégrale  d’«n  polynôme  sera  égale 
à la  somme  des  intégrales  des  termes  qui  le  composent. 

Par  exemple,  ^ ••  ’ 

J'Çadx—  ^ 4-rdx  ^ =faàx—J'^^  +fx*dx  + C , 

y ^ ♦ 

OU , en  effectuant  les  opérations,  , . 

J'^odx  — ^ + è;dx  \/ a:^=  ax  — gx*  + C. 

Nous  n’avons  mis  ici  qu’une  constante,  parce  que  chaque 
terme  donnant  une  constante  a 1 intégration,  nous  pou* 
vons  représenter  la  somme  de  ces  constantes' par  une  seule 
lettre. 

269.  Tout  polynôme’,  tel  que  (a-{- Ax  + c2r’*+etc.)*dx,. 
peut  s’intégrer  par  la  même  règle , lorsque  « est  un  nombre 
entier  positif.  Pour  cela,  il  suffit  d’élevèr  le  polynôme 
à la  puissance  indiquée,  et  d’intégrer  séparément  chaque 
, terme.  , _ _ 

Par  exemple,  pour  intégrer  (a  + 6x)*dx,  nous  aurons 

- f (a  4-  bx)‘dx  = /(fl*dx  -f-  xaixdx  4-  à*x*dx) 

= a’x4”«^x*4 ^ 

2‘jo.  Lorsqu’on  a une  expression  telle  que  (Fx)“dFx, 
composée  de  deux  facteurs  dont  l’un  est  la  différentielle  de 
la  partie  Fx  qui  est  sous  la  parenthèse,  pour  intégrer  cette 


* ' 

• * ■ ■ * 

;.84 
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expression,  on  fera  ix'=  z^par  conséquent,  dFx  = dxj 
substituant,  on  trouvera  , 

(Fx)»dFjr  = z“clx, 

et  en  intégrant,  ' , •- 

n-ri-j 

Pour  en  donner  un  exemple,  soit 

(a  -f-  + cx*)3  (3dx  -f-  ^cxdx)  ; - 

J 

comme  tdx  + acxdx  est  la  difÈrentielle  de  la  quantité 
renfermée  entre  les  parenthèses,  on  fêta  ‘ 

a -j-  ôx  + ex*  = Z,  . 

et  l’on  aura , en  difi^tenoiant , | 

• < . àdx  + aexdx  = dx  ; ' ' 

donc  ' , 

(a  + bx  cx*)î  (édx  + aexdx)  = z3  dz.  ' 

i 

L’int^rale  de  cette  expression  sera  ' ' 

3 4 3'  5 

5*^  — 5(«  + *x  + cx*)3 +C. 

271. 'Si  l’un  des  facteurs  était  la  différentielle  de  l’autre, 
h une  constante  près , l’on  pourrait  encore  intégrer  par  le 
même  procédé.  Soit,  par  exemple, 

. • r 

(a  + ^x*)*mxdx. . . (5). 

€k>mme  je  vois  que  la  différentielle  de  a -f-  bx* , qui  est  / 
rtbxdx , nediSère  de  mxdx  que  par  la  constante,  je  fais, 
a + bx*  = Z , et  par  conséquent  2Ôxdx  = dz , d’où  je  tire 
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xda:  = — ; sobstituant  ces  valeurs  dans  l’expression  (5), 


i’obtiendrai 
et, en  int^raiU,  il  viendra 


(a  + éjr*)*  mxix  = ^ z*dz, 


i.  nt  — 771  ^ 

/(a  + 6x*)*  wxda:  = ^z*-fC  = ^(a+  bx^)  ’ + C. 

a^2.  La  même  transformation  peut  s’appliquer  aussi  pour 
rapporte^  certaines  différentielles  à des  logarithmes  : si  l’on 

avait,  par  exemple,  en  faisant  a-f-bx=ti,  j’eu 

dz  ' 

déduirais  dx  = substituant,  i’durais  ■ - 

/'  odx  /'a  dz  a P Az  a . _ 

fl  + ix  b Z bj  Z b ^ 

et,  en  mettant  pour  z sa  valeur , - _ ’i'  • . „ 

J' a + Ax  b 


=^log(a  + ix)+t.  ' 


adx 


/V  ? 


En  opérant  de  même  pour  - ■■  ■■  , on  trouvera  que  l’in  - 

tégrale  de  celte  expression  est  . , , 

e*-. 

Des  différentielles  qui  s’intégrent  par  ^arcs  de 
• cercle. 


2^3.  Soit , lig.  x=z  CE , le  sinus  quia  le  rayon  pour  Fig-  74> 
unité  et'donc  l’arc  CB  est  Z J nous  avons  x=sinzj  .diff^reii- 


- J.  '■•■Tr/'ï  r -,  .. 

r .A  ■ P''  ' . 


.-y  ■ 

-V'‘ 

. > • 
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ciant  il  vieudra  dx=ços2dz,  d’où  nous  tirerons- dz=i-^^  ; 

<•  -cosz 

d’uiie  autre  part,  l’équation  cos*z  -f-  sîn“z  = i nous  donne 
\ _ » 

. V * J ' 

• ■ cosz^  — sin’z=  l/* — 

i ‘ 

I 

Sulwtituant  cejtë  valeur  dans  celle  de  dz,  on  obtiendra 

dx 


. dz  = ■ 


par  conséquent  oairouveraj  en  intégrant,  ■ 

• » ^ . . . * * ‘ . y 


dx 

' *• 


. ^ Pour  déterminer  la"  constante,  supposons  donc  que  lors- 
que X = O , on  ait  '■ 

' * ' • ■ Z’  dx 

. • • V / -—====0;  ■ 

Fig.  d’après  la  figure  ']l\,  l’arc  z,  représenté  par  CB,  est 

nul  en  mêsue  temps  que  le  sinus  x,  l’équation  (6)  se  réduira 
,donc,  dans  cette  hypothèse,'  à ô z=  C;  par  conséquent 

...  ..  . = arc  (sin  =x). . . (7). 

. , • J x“  ' 

U74.  Si  le  raypn,  au  lieu  d’élre  pris  pour  unité, est  égal 
à a , nomihons  x son  sinus , nous  aurons  pour  l’arc  d’un 
même  nombre  de  degrés  ' 


d’où  nous  tirerons 


I \x\\a\x 

- 


Substituons  cette  valeur  dans  l’équation  (7),  noustrouverons 


Digitized  by  Coogle 


INTEABATION  PAR  ARCS  UE  CEBCI.E^, 


187 


^ dx ^ I g ^ *dx'  _ P iix 


par  conséquQ^  l’équation  (7)  deviendra  ' •, 


, /ï7^. =^)’  '•  ‘■’f 


•i 

*1 


et,  si  nous  appelons  x le  sinus  dont  le  ra^on  est  a,  nous  pour- 
rons supprimer  l’accent  dç  x dans  l’équatioii  précédente, 
ce  qui  nous  donnera 


r y J^=  .=  arc^^siri  = -Y  . . (8). 
J ]/a'  — x'  \ . 


275.  En  seeond  lieu,  soit  2 l’arc  CD , iig.  dont  le  co-  Fig.  74^^ 
sinus  AG  est  x,  et  qui  a le  rayon  pour  unité,  nous  aurons 


x = cosz,  ■ 
et,  en  dififérenciant,  ’ 

dx  = — dzsinz, 
d’où  l’on  tirera  .... 

■ dx  ■ • ' . 


'■  -.■a 


dz  = — 


ï-  A 

sin  Z ’ ' ' , \ 


/ . 


^et , en  mettant  pour  sL 
cos’ 


r ' ■ ■ - ■ 1 

sinz  sa  Valeur  tirée  A;  l’équatioD  ,'i^  — ’ 3 

cos'z + sin*z=  I , . i’\»  ^ . ? '5 

'V 

=_  . ..  < ‘ • . *•  "3 


on  obtiendra 


dz 


V/i  — 


cos’ Z 


ou , parce  que  cos  z = x , 


* 

7 V ^ 


p.. 


, dx  ‘ 

<lZ  — y ,,  ^ • 

; . ^ \ — X*  , 


Vf',  i 


■ -J  y 

" •'  . ..'.  i ...  -m 
••• 

' .<*•  -*‘ï'  • ■ 

*.  1 ' 


Bu  '.* 
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d en  intégrant , on  aura  ^ 

t . 

f~  - ^)  + C . . - (g). 

^4'  Pour  déterminer  la  constante  C,  nous  voyons,  fig.  74,  que 

lorsque  lé  cosinus  CE  = x se  réduit  à zéro  au'poiut  B,  l’arc 

DC  = Z,  qui'est  repré&^nté  par 

* ‘ • 

. di:  circonférence  ' , 

I -,  devient  DB  = A — vvi 

J.  . 4 ^ " 

faisant  dénc  * • . . • 

/dx  , 

- = 5 X et  X = O, 
y i — X* 

dans  l’équation  (9),  qn  aura 

*.  ' ^ 

i*- = arc  (cos  = o)  + C. . . (10)  ; 

et  comme  d’arc  dont  le  Cosinus  est  zéro  est  égal  à ^ir,  on 
Toit  que  l’équâtion  (10)  ss  réduisant  à C=o  , l’équation  (9) 
'devient  ■ 


' r dx 

' i l r-- ■ . = arc(cos  = x)...  ( 

J ' V'  1 — X* 


(II). 


Si  dans  celte  équation  nous  supposons  x = — , pour  . 

passer,  à l’hypotftse  où  le  rayon  est  a,  nous  trouverons , en 
opérant  comme  dans  l’afticle  374» 

C- =arc^cos=îY, (I2). 

J,  — X*  \ ' 

{ ’ ' a 

276.  Nous  avons  vu,  art.  4®,  qu’on  avait 

dx 

, ■ • d . lang  X = — 

« /vrac* 
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• 6x  = 


d’où  nous  tirerons 


d*  = da:  ><J  ços’z.  (i3). 


Or,  la  proportion 

cos'z  : I I ; sécante  z- 


■H  > 

donnant 


■(  -a 


cosz  : 


A 


séc  z’ 


t- 


cos  z 


_ séc*  z I + tang’z  i + x’  ’ 

substituant  ccttc  valeur  dans  l’équation  (i3),6n  trouvera 


dz'=:Ær  — ^ , 

1 + X* 

et  en  intégrant  ou  aura  . 


-77 


dx 


+ x* 


z-f-C: 


prenant  l’intégrale  dans  l’hypothèse  que. cette  intégrale 


s’évanouisse  lorsque  x = o,z devient  nul,  et  l’on  a 


donc 


o=C;  ...  *• 

' * * ' . ‘ 

— — — ; = arc  dont  la  tang  gst  x. . . (i/J). 

I -f-  X w ^ 


Si  7 comme  on  l’a  fait  à l’égard  du  cosinus  , on  passe  de 

l’hypothèse  du  rayon  pris  pour  unité,  à celle  où  le  rayon 

X dx  * 

est  U,  en  changeant  X en -,  il  faudra  mettre  — et/.',  i ' *. 

.a  a n . 


*X^  û*  X*  ^ 

. » -1 — ; = — , à la  place  de  dx  et  de  1 47^7*.  Ainsi 

a‘  a*  ' • . 

• - ' ..  V • 


‘ ■ .V 
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en  divisant  i’une  de  ces  expressions  par  l’autre , oiv  trou- 
vera _ . . , 

/dx  / x\  - ' 

P+ï--  = *rT“»8  5}’  , 

. . et,  en  fais^tnl  passer  a dans  le  second  membre, 

Fi(ç.  74-  a77.-5dit  x le  sinus  verse  DG , flg.  74 , d’un  arc  DC  = z. 

Le  cosinus  et  le' sinus  verse,  valant  ensemble  l’unité,  nous 
aurons  x -|-  cos  z = 1 , et  en  diHërenciant , 


d’où  l’on  tire 


- dx  = dz  sh|  Z , 


dz  = -i-  .‘,.  (16). 


sin  zx=  \/ 1 — cos^z  = v/(i  — cos  z)  (i  + cosz) 
- = X (2  — x)  = l/ax  — x’; 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (16),  on  a 


et  en  intégrant 


J • dx 

dz=  I — 

{/  7.x  — X“ 


/dx 

— — arc  (sinus  verse  = x). . (17). 

y 7x — x*  / 

Je  u’ajonte  point  de  constante , parce  qu’en  supposant  que  - 
l’intégrale  s’évanouisse  quand  x est  nul , z est  aussi  nul. 

Si  l’on  ,fait  x — - dans  l’équation  précédente,  on 

^ ^ r 

Irguvera  ' ^ ' 

' / ■ T-  = arc  I sinus  verse  r=  . . (18). 

J ^ 2UX  — X*  \ û/ 
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278.  Lorsqu’on  veut  avoir  ia  valeur  de  l’iut^rale  ppur 
une  valeur  déterminée  de  x , on  opère  comine  dans  l’exemple' 


suivant. 


da: 


Supposons  iqu’on  demande  l’intégrale  de' , lorsque 

x='7  ; lé  rayon  étant  1,  la  tangente  sera  donc  7 ; et  comme- 
leS  tables  des  sinus  sont  construites  avec  un  rayon  de'  ijp- 
milliardsde  parties,  la  tangente  relative  à ce  raywn  sera 
10  milliards  de  fois  plus  grande  ^ par  conséquent  cette  tan- 
gente vaudra  7 X J»  niilliaTds. 

Le  logarithme  de  la  tangente  tabulair^  aura  donc  ppur 
expression  . t ’ ' ' 

log  10  milliards -f- log  7 = 10 -f- log  7 
= 10 0, 845o<)8  ï=  10,845098.  ■'  * 

Cherchant  ce  logarithme  dans  les  tables  des  sinus,  oii'  ' 
verra  qu’il  répond  à un  arc  de  '• 


ou  de 


90*96' , division  decimdle, 
81*52',  division  sexagésimale. 


Pour  trouver  la  valeur  numérique  de  cet  arc,  dans  l’hy- 
pothèse du  rayon  = i , nous  remarquerons  que,  dans  cette 
hypothèse,  la  circonférence  =6,288. par  conséquent 
nous  aurons  ' . • . 


ou 


400“  : 90*96'  y,  6,283. . . I arc  cherché  ■=  1,42. . . 

* f 

36o*  : 81*62'  ;;  6,283. . . ; arc  cherché  = 1,42. . . 
De  l’intégration  par 'parties. 


’ 279.  En  prenant  la  différentielle  d’un  produit  de  deux 

'variable^,  par  le  procédé  indiqué  article  i4i  on  trouve 


k 
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d . 2/1'  = uàv  + t>d«  ; ' ' 

intégrant  et  transposant , il  Tient 

, fudy=:uv — fvàu...  (19). 

C’est  à cette  formule  que  l’on  rapporte  les  différentielles 

que  l’on  veut  intégrer  par  parties.  ' • ^ 

280.  Par  exemple^  si  l’on  ignorait  quelle  est  l’intégrale 

de  x^dx , on  ferait  x”  = u,  dx  = dt' , et  l’on  aurait 

> 

Mt'  = x”  X X , ‘'du  = X X dx"  ^ X X J»x'"~’dx. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (19),  on  trouverait 
- /x"dx  = X”'*’*  ■ mx”'~‘âx  = x*""*"'  ■ — m/x"dx  ; . 

réunissant  les  affectées  de  x^dx , on  a t , 

i)/x"dx  = x'"'^’ ; 


donc 

/x’Mx 

281.  Soit  encore 


X”' 


+ c. 


m + I , 

ydx  log  . X i 
en  faisant  logx  = « et  dx  = di>,  je  trouve 

V • 

/dx  log  X — xlogx  — yîlx  = xlogx— x+C=(logx—  i )x+C/ 
282.  Pour  dernier  exemple  ^ cherchons  à intégrer 


en  faisant 


dx  v/a* 


\/a^.—  x“  = « et  dx  = di'  ÿ 
nous  obtiendrons  d’abord 
/dx  Va’  — x‘=  X 

^ J y x' 

Nous  tfhercherons  ensuite  une  autre  valeur  de 


. • . (20). 


V 


I • ' 
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, .'  /3x|/a* — X*':  " . " 

. , . . ..•  '■■•'.•.•  . 
pour  cet  effet, en  multipliant  cette 'ffetniëre  expression  par 

' ..  ,-‘•.4;’=  • ' . 

• j/a*— ‘X*  »»  •■•.  ' . . 

nous  aurons  l’équation  identique  ’ ^ ' 

* •»  . •#  » » , 

. , • ffllT<iHWt4W'PF^'%îfef‘>“(tégratlons  indiquées  ilans 

V75  les^ond 'membre,  noni  obtiendrons  . ‘ . . 

if!  > £ , ^ -V.  !, 

' ^ . 

'<0  ,'ï  + "s  I-S  J î f?''i  V'a’^-.X*’  • 


/ r*  7 ■ 


ajoutant  ceUe^qpatktHi^i^éq.iititipn  (âo) , ^nou^>tronver<^^|^  , ' »"’ii 


donc 


a/dxV/a^ — x’*4Âx^a*.^‘x*'4-  a*  arc^siii  = ■ ‘ 


/tlx l/a“  — X*  = I v/«*—  X*  4^  i arc^si'n  = 4-  C. 

On  voit  par  ces  exemples  que  lorsqu’un  général  on  a nne 
expression  telle  que  /t.dx,  l’intégration  par  porÙes  fait 
dépendre  cette  intégrale  de  celle  de  fudv^  et  qûe,  'par  Con- 
séquent,^cette  Méthode  d’intégration  Vest  pas  toujours  ap- 
plicable. ' ' . * ..  ^ 

^ De  rintégration  par  les  séfies.  ' 


a83.  Soit  Xdx  une  différentiel  le  dans  laquelle  X repré- 
^ sente  une  fonction  de  x ; si  l’on  développe  X en  une  suite 

. I Xx  -f-  Bx  -j-  CjP'  + Dx  *4-  Ex*  -f-  etc. , 

ÉUm.  de  Cale.  diff.  • » ” |3 


> : 


‘ ■ ■f'  'y  . • ■'■  ^ 

A -f.  ‘i , 


■'•i 


^ ■ ■'*  ‘ *v’V  ■ -r  \ , 


. ' .i-.ih£’  AtLjà.  -.  ''f 


194'./  . , - . ftAljCUL 

brdoHnée  par  rapport  aux  ex^sanâ  «,  £,  y,  etc. , on  aura 

:/'Xdr==/(Ax“+'B^^-KCa:^  Hr  + ®tc.)  tir 

.l**Sfï3„  ,0>+'  ,Di'+'  , Eÿ+'. 

».  * •'»*'*• 

cIjt 

284.  Prenons  pour  exenaplè  ^ ^ ^,  qa\  est  la  différen- 
■*  tielle  de  loc  (a  4- r)  : on  écrira  aiifsi  cette  (Wction..« 
— — -=:>Cdr,  et  il  s’a{^irad’al)oi*il  Retrouver  le  développement 

'»  ■ .•  . L'  ' . . . . * 

dec— j ce  que  Pon  fera  au  lihOven'de  la  division;  ou 
- p4utét  on  le  déduira  de  cette  formule  facile  à retenif  • , 


V , . 

V l 


.1  — ‘z 


=:  I 4-.*  + **+*^  + *^>  «le  » • V * (21). 


' X 

En  eifet,  si  l'on  change  z.en'—  - dans  cette  équation 

on  a ' ■ ■ ■ , • 

t r r*  . . 

1 ' n'  < • ' 

• /ï  » .-V*  . 


multipliant  les  deux  membres  de  cette  équàtitfn  par  -,  on 
obtient*  ' 


n 'J 


• ï ■'■  T— =*-* — ~:-retc--»  • (m)j 

. a-f-r  a a“  ^ ûr*  a'  , • ’ 

' 1*'  . L i ‘ 

par  conséquent  '.\ô 


. • ' , i • • ».  ' * _ n*  c 

(*)  Si  l’on  îles  ezposans  a,  C,  y,  etc.,  était  égal  à — i , on  intégicptit 
' \.  ' . par  Ingaridttnes  lê  terme  qui  ^ serait  affecté.  > ' 

(**)  On  a ironvé  ce  ilcvcloppenicnt  en  effcqtnam  la  division  de  i 

V-*."  ‘ ; '•  ^ . 


par  V — 


■ t 
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INTioBATION  ?AR  LM  "séRlES; 

1"^  ■ - . -->*3 


195 


f à¥  . x'  , . t’  ' 

J a + x~  J \a~  + etc.^'dx  ; 

el,  en  intégrant  «haqne  terme  en  particalier  , on  obtiendra 


dx,.__jr  -.jcs  w.  „ ' 

- â “ + 3Ï<  - + C. . . (23); 

J''  **' . • f’  i .;|i  • 

et,  en  observant  que  le  premier  membrp  de  cette  équation' 
est  une  différentielle  logarithmique  , art.  272  , on  aura 

log  (a  + 2:)  = - _ ^ ^4  - • m-- 

Pour  déterminer  Ja  constante,  nous  remarquerons  que 
lorsque  x — o,  cette  équation  se  réduit  k log  a = o C ; 
substituant  cette  valeur  de  C , l’équation  (24)  deviendra 

. • l»6  (.  + X,  = H « + f-  + g - ^ 

285.  Pour  second  exemple , cherchons  à intégrer  par.  les 

— '<  - « 


n Ob.crvon.qn  en  dc.erminan,  ainsi  la  consumie.  on  ne  li  „«.rde 
pin,  comme  arbura.rc,  poisqn'en  fai,anla:-o,  dan.  IVqoadpn  .,4.  u 
constante  et  nco««, renient  égale  an  logarithme  de  a.Li.  où  celte  con.- 

lante  a pris  nne  Valeur  déterminée , c;est  lorsqn  Vu  lien  de  C ^ nous 
aVon.  mi.  log  ( n , , Vq^ation  (nS)  non.  Itt' 

«t,  en  pénéral„la  différentiélle  de  C + î-  it  4.,,^  . o,  ,, 

suite  log  a 4.  î ^ q.  etc. , qni  «t  le  développement  ,de  (og  (n  + 
esi  un  ca,  particulier  de  la  suite  prédétlentc;  e’e«  celui  où  C = log  h. 
Ainsi  , lor«in’on  a mi,  log(n^a-)  à la  place  de  , iTcrdouc  ' 

co^mme  ,i  l’on  eût  choiai  parmi  tonte,  le,  siite.  ^ni“ ^S’intégrait  de 

j^^,oelleoùlacon,tanteeMégalèùloga. 

1-  »■»  ...... 

%3..  • 


•A 
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*96 . 


séries 


dx. 


^OALCOI.  'INT^OBAl'’  ' ^ 

; /en  écrivant  'ftinsi  cette  différentielle 


'* xdx,  il  s’agira  de  trouver^  le  dévelopgenjent' de 

1 ■4*  X* , ' ■ , 

I . '■  ..  . I ■ 

. Pour  cela  , en  comparant  cette  expression  a 7-“» 

1 4-x’ 

nous  aurons  »—  — x^.  substituant  cfette  valeur  dans  l’équa- 

tiob  (21),  nous  tropverôns , ^ ; 

I ' 


donc 


1 + 


— x*-t-etc,...  (25); 


/■— =*-4+l 

J I -f-  X*  T 3 O 

y * . J I • . 


X 


4“'etc. . . . 4“  G , 

7 ■ ■ » 


< 

ou  plulét,  art.  276,  . 

, arc(t|tng»=x)  = x^^  ~ — y +etc.  + C. . . (26) 

Quand  xWio , l’ùrc  dèveoaint  jvl  / on  a C = o. 

a86.  5i  la  tangente  esf  plus  grande  ijne  l’unité,  les  termes 
de  cette  série  allant, en  augmentant;  on  ne  pourra  donner 
«me  valeur  approchée’ de  Parc;  dans  ce  cas,  on  obtièndra, 

une  sâie  descendaptes  ,en  opéVant  ainsi  onfei-a  x=.-, 

•,  ■ '•••1  .«  ** 

• dans  l’équation  (25) , ce  qui  la  changera  én  . . , 

, f , X*  ~ X*  X®  • 1. 

■ ' ' ;•  ; 

multipliant  les  deux  termes  du^premier  toembre  par  xS  on 

aura  . > .• 

' ■ 1 4"  etc*; 

x‘4*  ^ . , / . . 

divisant,  par  X’ , on  obtiendra  ‘ . i'  * ^ - 
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IMV^RATH^  TAB  'ÙM  SÉRIES.  . 

- ■ # * • 

t , , » - - I • » 

• ‘l  I 


I9i 


doac 


X*  -4-  > 
; 


x“ 
• « 


, + ^ + e*c.  n ; 

X»  i X®  ,x*. 


et , en  efièetuaHt  l’intégratiOT»  indiquée , ' ' _ ^ 

arc<tang=x)  = — •i  +3^  — + C. . ..  (37)'. 

* ^ . * 

Pour  troufer  la'valeur.de  la  contante,  uou&.qe  feroiu  ^ 
X = 0 , car  cela  rendrait  les  termes  du  second  menjlu'e 
de  l’éqaation‘  (37)  infinirj'^mais  en, faisant  x = co,  l’ex- 
pression arc  (tang  — x)  sera,  égale  au  quart  de  la  ciroOni-' 
férence,  et  l^équatidn  (27)  deVieqdra  j circoq/l A^o«f-  Ç; 
et  en  représentant  par  jx  le  quart  de  la  circonférenoe , 
l’équation  (1^7)  nous  donnera  - 

1 I .1 

arc(tang  = x)  = ix  — -4-^  — g^  + etc.  . 

287.  Pour  int^erg|ar  Ip  séries 
(](X 


--li 


— X*. 


(i  — X*)  ’ dx,' 
\ 


on  développera  (i  — x*)~»,  par  la  formule  d.u  bmcntiei  de 
la  manière  suivante  : on  calcule^  d’abot-d  les  coéfrciena  dti 
développement  de  (i  — ■**)“>  dans  l’hypothèse  de 
en  écrivant  pour  former  ces  ooefËeiens , " • 

' m — I m — 2 »7i  3 ■ ‘ 

ï ’ ~3  : I ’ ’ 

■*  ■ ' ■ . . ^ ‘ a 

(^)  On  parviendrait  directemmt  an  même  résolut  en  diluât  l par 
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, . . CALCUL  IMTiofeAL. 

et,  en  cbaogeaut  m en  ,'oes  ^pressions  devi^dront 


1,3  5 

a’  ~4’  6’ 


8’ 


V 


„ , . ^ : 'I  .3-.  s • ■ ' 

, Multipnant  juocevsivemjsüt  -r  par  “7  ^ i-  P*r  ’ 

formera  les  coefficiens  qu’op  mettra  à la  place  de>A , de  B , 
de  C,  etc. , dans  cette  équation  - > ' • 

■ (i  — x*)'“  » = i Àx*  + Bart- — Cx®  + etc.  y* 

'.  i'  • rr  J»  ■ * 

V#  • .A'-  a = ?. 


ée  qur ddtutera  ' 

11.  •*>  , «î-  - 'I 


■'  I -'r  ’* 

,, -et  feintégéatitTéquation  ’ v ^ 

• .•>«irrrij«  i 'V* 

— ri*4--x*+-.  . |x^+etc.’Y8x’, 

- y/,_ar*  \^2  .a4  '246  / 


-• 

on  trouvera  - ■■ 


•.  fv  .,.,vll  o-(fc 


arc^sin=x)=x-+-<-  / 


I X*  I ,3x*  ■ WS  5^ 


A 


.^-—4- etc...  (28) 


-r^iTri-4  5~^î\67 

• ' » 

nous  ne  mettons  pas  de  constante , parce  que  lorsque  x=o  , 
l’arc  dont  le  ?inus  est  X s’évanouit  , ^ 

* ' aS8.  Il  Ÿ ada  eu  oir,  pour  déterminer  ta  vateor  dé  la  oonstSnle,  on 
ns  peut  faire  ni  x-=  O,' ni  Z ;=  00.  Soit,  pur  exemple,  s ,;r  o 

■ iLËîJl -V^T=^( I-  iV  » i 

vf^rrr  ' 'ao„.v'4,v  **,/  ' 

en  |M>uat  , 


r.  ¥•  • -•  Al 

,f,  v.-:'--  m~i  m — a -'•r 

«.  — — 3— , em-.o 


.M» 


et  fuiiitnl  .. 

lUdUvc"  X 


• ' *r'~X»  n*,r  I- 


•>1 
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IAtMkaTIÙM  . PAh  .sillll  S^' 


/ ■'*.,  < '-«ir*  **  L.î‘'’  Z '..in  /•'  *"■  lt'\ 


:9^  ! -^r  '.  ;H-.r 


»99 

>1». 

/■  ’i.- 1» 


' ''‘tr  " ; *:•  '4 

(l’oii  l’on  coAclut , u>mm<;  ^aas  l’an.  187  ,*  • 

<'i^'  _ Ji.  l'^JL  + etc.^'  ’ - 


• 

V*  ^ 


'4.  ■ ^ 

V/jï 

* • -.  * ',’  ’ ri 

Cl  ea  intcgrant , on  trouvera  _ i ' 

r % « 

(Le  '-•  ,1  i 1 I i^'i  3 i I 3 5 i‘ 

î ^ï;4‘  6- 

d’une  antre  part, 


^-  . - .-y  .. . ■ ' /■  '.  t jrVu'f  .iVi  n 

P Ax  .'__C  àx  T ' • ■ • ., 

) \/x’—t  J V^x»— 1 ± +Ÿ^*  ~~  ' ■ 


/^xdx  . , 

’ I V-— = + d* 

> . . l y/x--! 

J x+V^ X«  1 


ï=log(x  + \/x*—  Oi  , , 


donc  k ' 

log(x+  V/**-i)-=>logx-i  . ; 7 ,^^-elc,...l:i^).  _ 

» V'  f>'  '■:-  ' ■•  ^ ^ 

Ponr  déterinincr  la  conalinto , v>n'  ne  fera  pas  x ■=  00 , puiatin’alor» 


Ipgx  deviendrari  00;  d’une  autre  parg  on  n’égalera  pas  x il  ^to,  car  ies 


termes  iog  x,  • devieuflraienl  ijuiinis;  mais  si  l’èn  suppose 

X = I , l’équation  (29) , denendta  •■•  . *.— ■ ^ 


i«i  I 3 I r 3 5 1 

° r “ “ îo  “ i * 4 ' 4""  5 ‘ 4 ^ 15 


cc  qui  donne 


?.!>■ 


elc.  +C— O , 


r I 1 3 I I , "3  5 î 


. “ rf*  — • 7 • T * ï etc* 
a ~ a 4 4'~  a 4 *(>  *■ 


I , ^ ..  ft.  -r- 

289.  La  fbraiule  (28)  peut  servir  à trouver  une  valeur 
approchée  de  la  cîrconféreticé;  car  en  faisant  a:  s=  - , elle 


2‘ 

.'i. 


se  réduit  à ' ■ • •.<  • 

V . ■ ' ' ' 

/ . > . ' * ' J.*-  3 I l , I 3 5 I *2.:lètêj 

arc  (^sm  = -)=-4-- . 5 . ^ • 5 • ^+5;  4 ^ + «'•» 

or  J le  si^ts  qui  a pour  expression"^,  étant  égal  à la  moitié 


.'i 


• J 

J ^ 


1 


i V / % y 

s •} 
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I 


' • ‘ cAncvC  wrionAi» 

da  côté  deVËexagwie  régulier*,  comme  ce  sinlis,  répond  à ia 
' douzième  partie  de  la  çinionférenoe , nôu«  aürons  donc 


cirdonf  i ^ i 3 i i i 3 6 i i 

= r+r  • ^ • -4^:: . 2 • ^/:3+r.,7.  ê • - • + etc. 


*12  ■ .2^a‘ 3 'a^^a’4 ‘ 2"'4 ^ 

. ‘ *■  •)  t » ' ' \ . 

et  par  conséquent  ' 

I 3'i  1 


r 

~ ■ ' /I  , I 1 1 i-3'i  1 ,,  I 3 5 1 I \ ■ 

C,«^.  = + + + «p.  : 

si  l’pn  prénd  les  dix  prétniçrs  termes  de  là  suite  ' . 

2 + ï-3-.?  + etc.,  ...  . 


on  trouvera 
donc 


0,52359877  j ; 


. - circo^rence  S;:  6(0 ,52359877)  = 3,14159262  , 


valeur  dans  laquelle  l’erreur  no  porte  ^ue  sûr  le  dernier 
dli&e  décimal,  qui , comme  on  lé  sait,  devrait  être  5,' 
^o.  Nou$  avons  trouvé,  art  3Î84/  ' 

^ 47  JT*  ^ 

log  (a x)  =r  log  a + - — — -f.  ^3  — etc. 


•X ; nous 
♦ 


^ $à^ 

Cotte  série  étant  peu  ^nvergente>  faisons  ar: 
aurons  . ^ ^ 

I6g(n-x)=logo-^-^^^  ' 

retrancbant  cette  équation;  de  la  précédente,  cela  nous 
donnera  * , ' ' 

log  (d  4-  x)  - log  («  — X)  = 2 4-  ^3  + ^ + etc.  , 


OU 


# 

« 
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iNTÉ^ltAtlOK  FAJt  LES  silllES. 

.1  • » 

j:*  x^'. 


aoiv 


agi;  Pour  ^éterminër,  pa^ «temple,  par  celte  formule , 
. le  logarithme  de  a , on  supposera  ' '*■ 

a -f-x 

I * * ^ 

/ ..  »■ 
et  par  conséquent 


j>'‘  . •î'fiv  r.-." 


a — a;  . i 


<j  + 'ï  = 2,  a — jr==‘i; 


donc 


M 


3 r JC  1 I 

^ I “*  ““  5*  ^ Z I etc»5 

«>'  .O  yj  yf^  q'  ' 


2 ' ,2  a 3 ^ a 

• A * 

substituant,  on  aura 


V. 


„y 


En  se  bornant  aux  dix  prbmrêts  termes  de  cetje  séi’ie,  ré- 
duite en  décimales,  ou  déterminerà  la  valeur  du  Ipgarjtbme 
de  2 ; triplant  ce  logaritliine , on  aura  celui  de  zfoù  de  8.  Si 
d’une  a^tre  part  on  calcule  par  la  formule  (3o)  le  logaritlimK 
r o ^ 

de  g-,  et  qu’on  ajoute  pe  logarithme  à celui  de  8,  o>V  aura 


yi  1*  * ■* 

• «'.i 


le  logarithme  de  -^X8=U^  io..On  voit  que,  pardes]pro- 

cédés  analogues,  la  Ibrmule  (3o)  donnerait  tout*aulre  lo- 
garithme mais  il  est  à observer  que  ces  Ic^arithmes  sont 
des  logarithmes  Népériens.  Pour  en  déduire  les  It^arilhmes*, 
tabulaires , si  n6us  représentons  par  L<ï*le  logarithme  tabd- 


laire  d’un  nombre  a,  nous., aurons  a = lo^'j  pfenant-les 


logarithmes  Népériens,  cette  équation  nous  donnera 


brr 


logo  = logio‘'  =I:,ûlogio:, 


O ' 't-  , 

V « A • K.  • 


# "S 


'■  .■  -A'*- 


f " 


■ 1 
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‘un 


■’cAi/CWi.  wfâairAL’. 


».  J.  V- 


et  par  conséquent . * ^ . 

-'**  ■ • V ' 5;  'loga 

. ‘ \jd  — * *-*  -»■  • 

•og  >o  , . - • 

’ - ■ ■’  ■♦•v-  ••  ■ , 

c’est-à-dire  qu’un  logarithme  tabulaire^^d’un  nombre  est 
égahau  logarithme  Népérien  de  ce  nombre,  divisé- par  le 

logarithme  Népérien  de  ,10.^ 

* agi.  pn  a trouve  une  sérié  encore  phis  convcigcntc  que  celle  qui  nous 
est  (lonnce  par  la  formule  (3o),  pour  déterminer  ou  logarithme,.  Voici 
(te  quelle  manière  on  peut  la  dtidnire  de  cette^formulc  : - ^ ' 

£n  divisant  a-hx  par  n •—  * , on  trouve  ’ ‘ 


a -1-x ^ ^ ax 

a — X ^ a — x’ 


représentons  par  - la  fraction  ® l’ctpiation  ' . 


• * T.'.t’-'  ' 


a+x  ^ 

(I  — X 1 e . 

! Ik 


>'  ■_  , f.w.'i  it  !<)., 


et , on  multipliant  par  a — I il  vient 


av  vx 

a + x = a~x  + --^-. 


iiit'ii  Cw'-’i  (<.'* 


tout  les  X étant  transposés  dans  le  premier  membre , on  obtient.  - ■ 

/*  . ,•  c.  » . V . . ..f  ■ 

- . • ' ' .'•'x  • 1 : 

« . . ax-te  — ==■— i ^ 


fl  ’* 


multipliant  par  t,  011  tronve  t j 

■ • • . azx -f- ux  _=  au , . , ■ 

et  par  conséquent , ' y ” ",  '.evlt’v' 

-■  *•  * > ü_.  ■ 

• . ■ ■'  '■.  •-  a ,,  a» -t- * ■ ■ J; ’l  * ' 

-'subStîlnant  les  vUeui*  dç  et  "do  - dans  la  formule  (3o) , oi|  a ce  ' 

, « — X ' a ,•  , . 

^ïuUat: 

(z-t-n'i  y ti  ■ 'u*  , Sv 

i‘(%+  •')’■*' 5 (az+v)s  t «'  V * ■ , 

• ■ -‘t  • . . ''  * 

^ n cûüu  J,  •.  * . . * 

' ‘“P  f'  + = '"P  = 3(az>u)‘  + 5(aV‘^p 

' ■’  ■ -''.v-Tv  " 


. ÏV  . 

•s  A ' 


0 - 


OigiUzad 


MéraouB  oe»  fb^otions  bat^nnelles.  2o3 

Pw  exemple , pour  avoir  le  logarithme  de  a , fera  v ^ 1. 1 s = i , et 
par  eooa^quent  log  a = o ^ subatituant  ee's  valeurs  dauf  la  formule  pr^cé- 
dcifle , on  obtiendra  ' ' ’ 

‘ C5'*‘W^W^*tc)-  ■ 

. • f * * ^ ' 

.11  faudra  diviacr  ce  logarithme  par  le  logarithme  Népérien  de  lo, 
aH-  agi  ,'pour  avqir  le  lo^rithme  tabqlpire  <le  x ' ■ 

. 

De  la  méthode  des  JractU>m,.rcUi9nnelles, 

■ .'V-  ' ■ ' ■ ■'  « s * 

298.  PraposoQt-^us  d’int^er  l’ex}>(esâioa  * . - 

PV-t-Q'a:»7*..:+R'a:-f  S'  ' 

daus  bu|uelle  le  muUipHcatëur  dé  dx  est  unç  fraction  ra- 
tionnelle; nous  allons  démontrer  qwe,  dans*  l’expression 
donnée,  on  peut  toujours  su^q^^rd^ue  n su'rpâgjB  vw;  car, 
si  cela  n’éitait  pas,  l’intégration  pourrait^étrp  ramenée  à 
celle  d’une  différentielle  de  même  forme,  dans  laquelle 
la  plus  Haute  puissance  de  x du  dénominateur  surpasse- 
rait 14  plus  haute  puissance  de  x du  numérateur  ; pour  celé 
U’  suiUrait  d’efcctuer  la  divisfon  comme  'dans  Tesenrple 
suivant,  ■ ' ' ■ ' é 

-Soif  . - . - ' , • ' 

• • ' P^+Qj?’-FRx-l-S  J... 

. • ; : ~QV+W+  S'  ’ . / ■ 

en  divisant  d’abord  t4His  le& termes  par  Q' , on  aulfe 

Q'  ^ Q'  • 0'-  ^ Q'. 


faisons 


Q' 


■ > R''  i S' 

• -il 

P*  5 — O"  ~ — R’ 

' Q'  ^ ’Q  '“ 


O 


- — S" 

7 ^ , 
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.f  ’^CA^iÇUL  OITioRâL.  • ' 

n'  ''  k'  '.  ■ ■'  ' ' 

R*  - ' 

Q'  ’ Q'  ^ ' r .. 


« 1 1 


nous  aurons  * 

P'x3+Q’’a^l}-R»x4;S'' 

; x‘+ R*jc4-s*-  : .s-  o'’ 

'On  efTectuera  la  division  de  la  manière  suivante  : 

’•  Px»+QV+TR'':r+S‘'  l a:‘-4:R-x+/s*  • ■ 


• — PV‘  — R-T'a:'  — P"S*ar  \ P'x-f-M 

1 " reste.  (Q'  — U*P")x»  + (R»3:p«‘s*)'x ; 

. > 
représentons  par  M et  par  N les  coefQciens  de'xj  et  de  x , 

le  i”  Kste  devient  Mx’  +.W'x.+  $". 

SHÎïe  dé  là.  division  — Mx*'-1^  Wr*x  — MS* , ' . 

....  .'  .1^  r 

’)^‘.^i4^^tor)x  rl-S"— MS*;  - 

on  peut  représenta  ce  dernier  reste  par  Rx^-  L,  et  alors 

oti  a ’ ' ' , ■ 

'•  . • ' . ■ r . , 

t.  9'x* + R'x  ^ ft  ^fe.''»4^s*‘> 

et  eu  int^rant , on  obtient  . ' 

- • ^x^  + Qx»4Rr  + S J 1 X»  ^ ' 

J Q^x*  + R'x  + S'  , 

^ f*  (Kx  + L)dx'  • ^ . ■ T.; 

“'■y  X*  + R*x  + s*  ’ 

'ainsi  la  question  est  ramenée  à intégrer  ^ 

...  , , (Rx+l‘)d^  ' I .•  * *1 

: . x*+R*^s*-  ^ ■ * /•.  . 

294 ■ Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  quelle  que  soit  la 
inction  rationnelle  que  l’on  considère,  son  intégration  peut 


■ V:-  " ‘ ' ' 


J . 


. MérHODJ$  Bps'  ^ACTIONS  RAT|^^NSt;LE8.'  . aw 

tolijpurs  4tre  raaieâée>  dans  le  cas  ie,-plvts  générali  f 
celle  de  y . ' • » / ‘ ' 

...  Pæ^'4-Qt— ‘....4-Rx+'S  , . 

P'x'  + Q'a:'^’. . . . + R'*  + y- 

'I  __  . _ 

En  regardant^le  dénominateur  de  cette  firaction^comme 
le  produit  d’un  nombre  p de  factettrs  tels'que  x—  6 , 

x—c,  etc.,  ces'facteurs  peuvent  être  ré^s  ou  rmâginaires, , 
égaux  ou  inégaux.  ^ , 

Four  coniinencer  par  le  cas  le  plus  simple , nous  le»  sup-  V 
poserons  réels  et  inégaux , et  alors  nous  opérerons  comme  ^ 

‘ dans  les  exemples  suiVans. 

295.  Proposons-nous  d’abord  d’intégrer  — décom- 
posant le  dénominateur  en  ses  facteurs , on  écrira  ■ ■ 

^ rtdx  ada:  _ , 

a*  ^ (x  — a)  (x  a)  ’ 

. •eÇ.l’on  supposera  • • , . 

- ; -i 

/ adx  /A  , B \ i - ' 

7Z TT — J — \~( — Idx....  (3t). 

(x  — a)  (x  -f-  a)  \x  — a x -+■  a/  ' ' 

• ' • ■ • ' • ■ 

A*et  B sont  deux  constantes  qu’il  s’agit  de  déterminer.  Pour 

cet  effet,  réduisant  le  second  membre  au  méidc  dénomina'- 

•.  tenr , on  obtiendra  ‘ ’ , . 

Àdx , (Âx -f- Aa  n^r'Bx — Ba)dx 

‘(x  — a)(x  + aX~  (x  — a)  (x a)  \ 

*’■'  ■’  ••  ’■  ' • 

Supprimant  le  diviseur  commun  (x-^a)  (x-f-a)  ^ èt  le  fac- 
teur dx , il  restera  ' f ^ t - \f 

, a = Ax -f- Aa -|- Bx  — Bà, (3a)jV»  " ' 


et,' en  ordonnant  par  rapport  à x,  on  aura 


t. 

% 

•**  '*  • ■ 


(A  -f-  B)  X (A  — B — i)a  = o.^  .. 


-J* 


' i ‘ 


V i • • •»  ' 


. ' ' ^ U ■ A'  ' 

y 

• * * ■ r ♦ , • 

‘ • f 
* ...  BT 


■_  I 

V ' - 


• c 
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X ayant  «me  valeur  indétemmée,'  amsi  quë  le  sttpptoe'  (*)-' 
la  différentielle  proposée',  cette  équation  a liéu,  quel  qaê* 
soit  x;  par  cùnsé<)uentj'  d'après  la  méthoddMes  coefficiens 
indéteinninés  (.vo^eie  note'-5'),  On  ég«lera  jtéparément  à 
aéro  les  coeiffeiens  des  différ5;ntés  paissances  de  x;  ou , ce  qui 
revient  au  ménic,on  égalera  entré  eux  lés'^termes qui  ^ dans 
l’éqqattoQ  (32)>  contiennent  les  mêmes  pùUsancés' de  x^  et 
i%n  aura  ^ t a* 

.A+Ç— o,  (A.— .B— r i)  a.=:'oj  s. 
oes' éqisatioiTS  dônoetit'  ' ' ■'  ' ' •?>’  . 

. I D I • 

En  substituant  ces  valeurs  dané  féquation  (?<)/  on  aura 
d#nc  • ' 

udq^ ÿda^,  - ,jdx 

'x*«— X — a 'X  + a^ 


et^éii  intégrant,  on  trouvera 

' * adx  • , * 

■ / = î —«)*—  ï log  + û)  + C; 

* - • . . - . 

et  par  conscq^ient , **  , » ^ 

f',:'  r 

/*  odx  . ,,  X — a „ , ^ 

Pour  second  exemple , prenons  la  fraction  — dx  : les. 

factetirs  du  dénommateur  sont  x et  a" -r- x“  ; . et  «onune 
a*  — x‘se  décompose  en  (a — x)  X (a  «f- ^)  > les  facteurs 
simples  du  cfénoniiBateur  sont  x,  a ^ x,  et  a -f-  xy  donc 


(•)  En  effet , la  caractéristique  d , qni  pre'çide  x , annonce  qne  x est 
considéré  comme  TariaBle.  . ^ 

• . ■ ■ U*-., 

* >A  -,  J - >:  • t » 

• • Je-  : .r'**  • 


l-. 
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l’expression:  à ’intégrer.eist  ' ■ ■ , 

I ff’  -f-  bx'  , , . 

■ — rdjr:-  " . 


le  fais 


. X (<!.—  x)  (a  + x) 


bx^. 


B 


G 


x{a  — x){ar^.x)  *x~^a  — x a x.‘.' ' 

réduisant  ces  fractions' an  même  dénominateur , il  vient 

. a'^ -t- bx’“  ’ - Atf’ — ^Ajc’+Bæt  ■^-Bir’  + Cfljr — 

.T(a — jf)(a+^  ■'  ' x (a. — x)(a-+-x).  ^ ’ 

égalant  entre  eux  les  coefBciens  des  m'êmes  pnissances'de'Æ, 
on  aura  ' . 

B — A— •C=.i,  Ba-^Ca=o,  Aa®=a’.  » 

La  dernière  de  ces  équations  nous  donne  A ~ a,  ce  qui 

réduit  la  première  à B-!- C=^a -f- 5.*' 

.Cette équation  étant  combiné  avec  la-«econ^e,  on  obtient 

* • / ■ . V 

• , g,+  b 

- 2 ’ ^ a*-'  a . J 

mettant  les  valeurs  de  A , de  B et  de  C ^dansl’ équation  (33),» 
on  trouve  ' ‘ , . j * ~ ^ ' s 

a^~i-bx^  \ ’aiix  , a~\~b  .j  ^a-^b  , 

• a’x—rx’  'X  • , a(fl  — X)  ^ a(a-4-x)  * * 

" J • . ■/'  .'  > » ■ , 

donc  en  intégrant,  _ , ' 

• J = -_iog(a-x) 

— ^^ii-^log(a-4**'a:) +C 


(’)  Pour  prendiv  l’intcgralc  de  •'  coimnc  W diffçrenticUe 


V\.  Vf.!'  ■ 4 J 

. . . î'  ■ * • 't  • 


J .1 


:s  V •. 


. •.  \ . . 
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= fl  log  X [ log- (a  — X)  ‘4-  log  (a  4.  ^ ] -f  C 


^ ■ 


= a X — (***^.^^  Igg  (à  — x)  (tf  4-  X)  4-  C 
2 * 

, _ • ■ 

=^  «.logX — log  (a*^x‘) -HG  I ■)•  • ^ , 

=c  a log'x (a 6)  log  V^«* — x’-f-'C.  . • 

• \ * 3x  — 5' 

ag6.  Poyr  troigiëine  exempte,  soit  ~‘6^~iï~-'8 

'•  Comme  il  s’agit  d’abord' de  décomposer  le  dénominateur' 
«1^  façteutr^'du  premier  <^egré,  nous  remarquerons  que  si 
l’pn  > upe  équation 'de  même  forme,  et  représentée  par 
a* — 6z  + 8 c=  o , et  qui  soit  satisfaite  par  les  valeurs  z = 2 
et  2 æ=  4>  on  sera  en  droit  île  conclure  qu’-elle  équivaut  au 
produit  (z — r 2)  (z  — • 4)  O*  > ®o  effeclüant  la  multi- 

plication, on  voit  que  quelque  valeur  que.  l’on 'attribué  à 
Z.,  fe  produit  sera^  toujours  z" — 6z  '4-  81  ; dônc,  lor^u’au 
lieu  dç'z  nous  làélfrdns  X , nous  aurons  èncore  # 

(x — ;2)  (x  — ,^)  = X*— ÔXrf'R 

'a 

' « Par  conséquent, rquelle  que  soit  la  valeur  du  polyqome 
X* — 6x4"8»  il  peut  se'décomp’oser  en  facteurs  comme  s’il 
était'  égalli  zéro.  . ' ’ ' ■ 

Ayant  donc  trouvé  que 'les  racines  de  féquation. . 
x^—  6x  4-8—0  sont  â et  4i  nous  écrirons  , t / 


■ 3x  — 5. 


• ' Adx  Ddx  ' ' ■ 

dx  = -4-::: — . (34), 


X* — 6x4*5  ’ ■* — * ^ — 4 ■ 

— “-i — I 


<Ic  a — X «M  — ilr  ; il  faut  écrire 


■ -t  I 

. 


(a-h6)^,  dx 

• ^ y 

Ÿ : a V a — X 


et  l’on  voit  qiM  l’intégrale  tera  — )og  (a  — x)  + C. 
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et  en  supprimanUe  facteur  commnn  dai  , ce  que  noui  au- 
rons toujours  soin  de  faire- à l’avenir,  nous  .trouverons,' 
apres  avoii’^  réduit  au  même  dénominateur,  ’ ' 

. I 3a: -^5  Aa: 4A ->1  Bo:  — oH  , 

5*— 6a:-f  8 x^  — Bxrf8 ’ 

égalant  entre  eux  les  coeiSclens  des  mênaes  puissances  dé  x, 
(voj-ez  la  note  5*)^a  obtiendra  ces  équations  dé  condition, 

^ . ■— 5 = — 4A»— aB,  3=A4B, 

d’où  nous  U rerotas  ) , ■ ’ 

“ Bi=I, 

mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  (34) , on  trouvera  . 

J X* — 6j:  -f-8‘  , 2J  x~  2J  X ^ ; 

, . ^log(j:— i)  + c..  • 

3^7.  Prenons  encore  pour  exemple  . , 

' , ■ . , xdx  . , ‘ ' 

, **-4-4aa:— ïî'  ■ / ■ ' 

égalant  le  dénominateur  â iéro,  et  résolvant  f équation  on 
trouve  » ■ ^ ’ 

^ ■ * « • 
x*q-4ax~ù»==t  (4:+2n-f.  (x+ia-yî  4?+^^) . 

• Pour  siinplifier  , représentons  ce  dernier  ^éoduit  par . ' 

(^-1-K)(,r  + L);  . 

’ ' . e-  ' 

nous  supposerons  donc  « 

X 


x*+^ax~b’^^  X +K~^  x-f-L*' 


A ^ B 
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rédura*nt  le  second. membre  au  même  dénpminaleut,  nousr 
Iroureronï  ' . i-  * ■ \ . 

' " ■ A.X  + ‘AL  + ^ 

, X*  ^ 4cx  ^ 6*  . x*  + ^ax  — b*  •- 

s ' ' * . ' * - 

d’où  l’on  tife  , • . . ' , 

AL  + 6K  = o.  A,+  ?=i.  ' 

par  conséquent  ‘ , ^ 


K.  « 

A==v  >'~r»  P — 


R — . L 


donc 


298.  En  ffénéral  * soit  ' > • ‘ 

Pj-m-,  ^ Qx"-» 4-  lU  4-  s _ . 

. ■ x"^+  Q'ar“-‘ ...  .-h  + S'  ’ . • 

-une  fraction  ratîoMelle  ds^tïs  laquelle  les  facteurs  du  pre- 
mier degré  d» 'dénominateur  «ont  supposés  inégamt  ; _on 
résoudra  d’abord  l’équation  •'* 

.x"  + Q'a:'""! . .. . + + S' = P ; 

et  ayant  trouvé  qu’elle  est  le  produit  des  facteurs,  x — a, 
X — è,x-^c,  etc. Jpnécriw  < 

PA"‘--4-Ox'"-* > . • ^ '^_eic-7 


x»+Q'iu“-~+R"^  + S'  x-n  x-b  x-^ 

En  réduisant  au  même  dénominateur  le  second  membre  dé 
cette  équation,  chaque  terme  du  numérateur  de  l’une  des 
fractions  devra  être  multiplié  par  le  produit  des  dénomina- 
teurs des  autres,  c’est-à-dire  par  un  polynôme  en  x de 
l’ordre  m — i donc  le  second  membre'  de  pelte  équation 
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sera  un  polynôme  composé  de  m termes.  11  ‘en  résulte  que 
si  l’on  égale  entre  eux  les  coêQlcièDS  des  ménie's  puissance^ 
de  X,  on  aura  m équations  de  condition  pour  déterminer 
les  coelEciens  A , B , Cj  etc.  Ces  coefficiens  étant  connus , 
on  n’aura  pluâ  qu’à  intégrer  une  suite  de  termes  tels  que 


Adx  Bdx 

riTÂ 


X — a 


, etc. ; 


l’int^rale  chercKée  sera  donc  . 

A log  (x  — a)  +.  Biog  (x  — b)+  etc.  -f  C.  ’ 

^99-  ^ méthode  que  nous  ayons  suivie,  lorsque  les  ra- 
oines  du  dénominateur  sopt  Inégales,  ne  péut*serTir,si  parmi 
ces  racines , que  nousjsupposerons  toujours  .réelles  , il  .y  en 
a d’égales.  En  effet;  nous  avons  vu  que,  dans  Pbypotliëse 
des  racines  inégales,  on  pouvait  écrire  '■ 

» Px*-l-Qx3-|-Rx*-f.Sx4-T 

(x  _ a)  (x  — b)  (X  — c)  jx  -i^  d)  (x  -^e) 

= -A-‘  + 

X ' x — b^  x—.c\  X — x — e’ 

si  plusieurs  de  ces  racines  élaîënt  égales,  si , par  exemple, 
on  ayait  az=b=^c,  l’équation  précédente  deyiendraiC 


Px*  -f-  etc. 


(x 


A + B+^_^ 


■e}  — a 


i + 


S 


d X — 1 


fl)  ’ (x  d)T(x  ■ 

Alors-,  en  réduisant  le  second  membre'  au  même  dénonri- 
nateùr,  A + B C pouvant  être  considérés, comme  une 
seule  constante  A',  on  voit  que  les  trois  constantes  A',  D et 
E ne  pourraient  suffire  pour  établir  les  cinq  équations  de 
condition  qu’on  doit  obtenir  en  égalant  entre  eux  les'coelfi- 
ciens  des  mêmes  puissances  de  x.  - 

• .«  • 14. . ” 


*.>1 


r . w 


-V 


“A" 


t \ 
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âoo.'  Pour^vitcr  cet  incoiXïénient^  éherchons^  à déôom- 
poser  ra  fractiB»  • ' ■* 

. . ‘ J ■■  Px4 -t-  + etc.  ' . • . . ‘ ■ • 

■ . . (x  — a)-'  (x  — J)<x  — e>‘ 


en  un  autre  asseiijjlage  de  fractions, (Jui,  réduites  au  nfême 
dénominateur,  puissent  ta  reproduire. 


Supposons  donc 


Pjct  Qx’  I fi-  ' 1 ‘ 

* • oc- — d~^  X — e 


-,  {x—af  {x—d)  (x— e},  (X  — a)» 

* ■<  * • 

De  celte  manière,  en  réduisabt  le  second  membre  de  celte 

> équation  au  même  dénominateur,  nous  aurons  uq  polynôme 

en  X du  quatrième  degré,' qui  renfermera  cinq  constantes 

» arbiti*aircs  5 ce  qui  suffira  pouriclablir  l identité  des  termes 
aUéctés  des  mêmes  puissances  de  x.  Maintenant  jo  vais  dé- 
*•  montrer  que  le  terme  , , 


, . 1 


A 4- 4-..CX’'. 


! J t 


peut  ae  mettre  sous  la  forme  . 

f y ''  * * ^ 

. . • . A>  "B-  

* ' (X  — aY  (x  — a)*T(x  — «)’ 


c'  ^ 


' A',  ,B!,  ,C',  étant  des  constantes  indéterminées.*  Pour  le 
prouver,  ^t  ^ 


on  a 


X — a ==  Z J 

iç  = z -I-  a; 


r.  •' 


'donc  i.  ■ *'  ’ ,v’  ' « " V 

A + Bx  A + Ba  4 C«’  + 4~ 


■ Cx-^oi^ 


1 . 


r-' 


A -1"  Brt  -f-  Ca*  , B + 7.(1  f , C 
• ^ ^-z  ■’  A^ 


■ i * > ■ 


• ^ • 


. 
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luettaut  la  valeur  de  i dans  cette  équation , on  obtiendra 

. ’ ' ^ ; 
A -f- Bar  4-.  A 4- B«  + Ca»  B +;2Ca  C ’ 

(it  — a)'^'  — fiŸ  ' ■*  — fl  ’ 


/ 


résultat  de  la  forme  prescrite,  puisque' A,',  B',  C'  sont  des 
constantes.  ' ' ' . , 

Cette  démonstration  pouvant  s’appliquer  à une  équation 
d’un  degré  plus  élevé',  condluons  qu’en  général  on  'peut 
supposer  >•  • • ' • , 

Pjc'"-' 4rQa?^~*. . .4-  4-  S ' • 

(x  — a)"*  ’ 

A A'  , . A"  A*  , ' 


•rv 


\ A ..  ' > 


"i"  I 


(x  — a)"'  ' (x  — a)'"-*  ' (x  — a)'"“*'“"^(x  — a)* 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  pour  intégrer  l’exprcssiqh 
'■  ..  •Pa?*,4-etc. 


(x  — a)^/x  — d)  (x  — f) 


d^, 


ou  supposera 


Px*  4-  etc. 


' V «■ 

V,  V V . . ; V ^ 


(x  — fl)^  (x  — d)  (x  ^ e)  , 

A-  ■■  .A"'  D _JL_.- 

’^x — a)*  (x— -a)**  ' ■ '(x— a)  (x — d)  (x— e)  ’ 


■4 


\ .1 


réduisant  ensuite- les'  fractions  au  même  dénominateur,  on 
aetermmora  les  con^tajites  A,  V?. . . A",  D,  E^etcv,par  le 
procédé  que  nous  avons  déjà. employé,’ et  l’on  aura.ensüîle 
à trouver  les  Intégrales  des  expressions  suivantes':  i- 


E * D A"  'A'  A J 

dx,  jdx,  dx,  T jda:,  r-rr,dx. 


''7 1“7-. 

Les  trois  premières  s’intégrent  par  logarithmes  ; à l’égard 


des  deux  autres,  comme  dx  est  la  diilérenticlle  de  l’éxpres- 
sion  X — a,  renfermée  entre  les  parentlièses,  nous  suppo- 
sei-ons  (art.  270)  X — a = z,  et  nous  aurons  . ■ • , ' : , 


■ >*'vr 


, 'V 

r 


‘ A 

■i;-' 


T 


S ■ «*  '*. 


; 4 


--i 

* * 
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J fa:  — a)*  J «*  ' , z , , x — a* 

J (x  — ay  J x’  ^ ^"^az*  a‘(a:— »a)*’ 

donc  enfin  [ • 

n Pa:^-HQa:*4.étc.  ^2  _J  ' A"  ■ 

J[  (jr -J.  (a:  — rf)  (x  — e)  ~ x-f-a  2{x  — ■<*)*' 

... . + A"  log^  (x  — a)  + D log  (x  —4?)  -|-  E log  (x  — «) 
-I-  constante.  '■ 

3oi.  Prenons  pour  exemple  la  fraction 

’ , anxdx  -r  • . ' • 


noos  aurons 


aax 


. (f  + û)* 

‘a’ 


'A' 


(x'-j-o)*  (x  + a)*  x_+  a’ 

réduisant  le  second  membre  au- même  dénominateur  et 
supprimant  j:e  dénominatcar  «^mmun,  il  reste^ 

aaxsiA.  + À’x.-f- A'a,  ' ■ - 

d’où  l’on  déduira  ces  équations  'de  condition  ^ ' 

fta=5  A',  A + A'(i^:=o; 

elles  donnent  n . , •) 

■ . . 'A' :;=  aa‘,  A = — aa“;  , , . 

par  conséquent  ' • . - 

aoxdx  * aa’dx  ,»  aadx 


(35). 


, ■ (x-f-  a)*  ..  (x+a)'"'  (x  + a) 

Pour  obtenir  l’intégrale , rema^rquons  que  dx  étant  la  dif— 
féi«ntie(le  de  x + a , nous  pouvons  supposer  x + a = x -, 
donc 


7 


/'■aaxdx  “ . da  dx 

(ï+ï)-  = -“  F + “T’ 
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r V ^ ^ • 

intégrant  la^  preniièr&. fraction,  du  secoii^  wembrç'^r  ^ 
règle  de  l’article  262,  et.l’autré  par  logarithmes,  nous  oU-  - 
tiendrons  .•  ••■'  . < . c • . 

I /' 2uxdx  # 2a*  ' , < ■ ‘ ■ " ■■  ■ 

y‘  - • ■'.'N  *' 

et,  eu  remettant  ja  valetir  de  z,  >*  ' ' ■ . 

’ ■ . ' ' ■ ■ ■ . J' 

, _ r 2Æédx  2a*  ■ . , ■ . ^ . 

J ^ T oipî  + +^-  ■ ' . 

Î02.  Pour  second  ezem^e  f cherchons  Pintégr»le>'dé  ' 


I. 


x*dx 


‘ X®  — acc‘  — a*x  ît-  a*  ’ ' ' ■ 

. ■ . - 1 • 

en  égalant  a iéro  'le  dénominateur on  voit  que  tous  les 
'termes  se  détruisent  dâns  l’hypothèse  de  x = a;  donc 
l’équatioiT- x’ — jïx*  ,r— a’x a*-  est  divisible  par  x — a. 
En  efC^ctuant  cette  division,  pn  trbuvp  pour  quotient  x*— o*; 
ainsi  la  quantité  à intégrer  est  » . 

x*dx  ■ _ a:»dx  . 

(x*  — a*)  (x  T-  a)  “ (x  -f- a)  <x  a)  (x a).  • , 

" . __  - x*dx 

(x  — a)*(x  + n)‘  ■'  • 


Nous  supposerons  donc 

•'  -X*  , a' 


(x  — a)“(x-f-a)  (x  — a)*r^x — ^a^x-f-« 

réduisant  le  second  membre  Sru  m^e  dénominateur , 'on  . 
, obtient 

_A(x4-a)4-A'(x*— a*)+B(x— a)» 
(x— a)*(x  + a)  (x  + a)  (x—a)*  ' ' » 

développant  et  égalant  entre  eux  les  coefficiens  des  memes 
puissances  de  x , on  obtient  ces  équations  de  condition  : 


t'  . fi  ’ " ■' 

. + .(36).;, 
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'^'+’®=>  »,  A— 2Ba==D,..Xa  — A'a“'-f  Ba’=o. . .•  (îj).. 

l’on  multiplie  la  première  par  a“,  et  qu’op  l’ajoute  à. la  ‘ 
troisième,  on  aura  • ’ 0 ’ * 

' Aa  -I-  iBa*  ==  a*  ; / ► . •• 

celle^,  à son  tour  , étant  ajoutée  à .la'.seconde 'des 'équa- 
tions* (3^)  multipliée  par  q,  on  trouve 

' . .V.  . ’ a*  'i=  2Âa  et  A = îa; 

mettant  cette  valeur  de  A dans  la  seconde  des  équations  ('3^), 
on  obtient  ' 

• • . B = I,' 

• • * - a . < » 

et  par  conséquent  la  première  donne  , ' . • . 


A'  — I — ' — ^ . 

* -.'-4-4*  c 


^4 

iO’* 


âtt  moyen  des  valeurs  de  ces  constantes  , l’équation  (36)  j 
.multipliée  par  dx,  devient  , • > • ' ' 

^ x»dx  ■ _L  ady  , 3dx  , •'  dx 
(X  — a)*(x-fia)  ^(x  — a)*[4(a:  — a)'^4{x+ay 

n • •»!  ^adx  , • • ' - . 

-l-ouy  intégrer  ; ^ous  ferons  x — a =z,  et  cette 

•expression  deviendra  — - dz,  et  aura  pour  inté- 

• ^ 2Z*  ^ \ ^ * 

grale,  art.  262,  . 

■ - ' car'  •.  a ,■ 


donc 


2 • 


2Z  ■ 2(x  — a)’ 


‘ xMx  ' . , _ a ' 3 '• 

y (X  — a)*  (x  4- a>  ~ , 2 (x  — a)  Z *• . 

*.  . • •.  ' log  (•*  + corulanlç^  ’ . 


.-V  • 


t / r ■ 


’ ^ N * 


r 


I 


I 


•-  ; 


' # BtirBooE  pKs  fraction;  hatiunnelles.  2i^r 
3»3.  On  opérera  ()e  la^émc  .manière  ki,  dans  le  déno^ 
mmateur,  U y a plusieurs  groupes  de  racines  éga)és.  Soit 
par  exemple,  j ‘ ^ ' 

‘ a^x  * ' . -adx 


■y 

nous  supposerons  • 


(X  — l)*  (X  47  l)‘ 


'À' 


B 


. C . 


B' 


...(38)j 


(x^i)‘(x4.i)*  ,(x— 1)“^ X— iT(j^+0 

• **••*.'-  • ■ * ' * 

et , en  réduisant  au  même  dénominateur , nous  trouve- 


rons 


(x— i)«(x4-i)‘ 

_A(x-|-i]f«4-A^(x— i)(x4- 1 )»4-te(r— 1 )«4-B'(x4-  i )(t— i )»; 

' ' ‘ (x— i)*(x4-i)' • j 

supprimant  les  dénominateurs  et  développant  les  numé- 
rateurs, nous  tronveruns  ces  équations  de  condition  : 

A'  4-  B'=  O, 

• ■ . • A ,4“  A.'  B^  O , 

. ,2a'^  A.'— 2fi  — B''±ç^oV  ! r •: 

A-  — ' A04-  fi  4r  B'  = a.  [ ■ 

‘1^ 

.La  première  de  ces  équatiqns  réduit  la  troisième- à. _ 
uA' — zB  :=  '0)  donc  A =.B;  la  àeconde  réduit  la  qua- 
trième à 2À’4-  2B==a;  de  ces  éijuatious  oit  conclut. 

A = ^ B , par  conséquent  la'  quatrième,  devient. .... 

B'—  A'=  J a;  cette  équation  étant  combinée  avec  la  pre-, 
mîère , on  trouve  ’ . , ' * . 

a 


A'=  — 


4’ 


B'  = %) 


Au  moyen  des  valeurs  de  ces  constantes  la  différenirelle 
proposée  devient 
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I (la;  ■ ~'âx  *'•>'  <kr  f ~T  ' 

' ‘4  L{'*  “75*  (®  + a;  — 1 • x'-^  ’i  J‘  ' 

*•  ^ 

On  intégrera  les  deux  premières  de  ces  expressions  par  les 
règles  des  articles  270  et  262^  6!  les  autres  par'logaritlanes, 
et  l’on  trouvera  . ’ 

/WS?,  = \ -» [-^  - 7^-,  '°*5  (' ’j]  ' 

' ' * V.  » ■;  *1  • • 

3o4.  Avant  que  d’eiaminer  le  ças  où  le  dénominateur 
contient  des-  racines  imaginaires,. faisons  quelques  obser- 
vations sur  CCS  sortes  de  quantités  : considérons  d’abord 
l’équation  1 

X*  rfpx = o. ..  (3g);  , ' • 

♦ « A 

et  cherchons  les  conditions, nécessaires  pour  que  les  ra- 
cines de  cette  équation  soient  imaginaires:  en  la  résolvant,  - 
on  trouve  . • 


, Ai 


I^__premi^e  condition 'nécessaire^'pour' que  cette  va- 
lcur*de  x soit  iijiaginaire,  est  que  le  dernier  terme  de  ' 
l’équation  (3g)  soit  positif;  car,  s’il  était  négatif,  l’ex- 
pression — »y,  qui  est  sous  le  radical,  changerait  de  signe, 
et  le  radical  'n’dffectatit  alors,  que. des  quantités  positives, 

^ ne  pourrait  être  hnâgiuairc^Cette  condition. étant  fetù- 

i • ' . ■ . . . '1  ^ ' 

‘plie,  X ^a  imaginatré,  si  q surpasse  ^ />’.  L’excès  <de 

» I » ' ^ ^ ^ , 

q sur  -^p*  étant  alors  une  quantité  essentiellement  positive, 

- représentoqs-le  par  li*,  puisqu’un  carré  est  toujours  positif  : 
nous  aurons  ♦ ^ 


? = ^ 


i.  ' • 


•s  » •- 


» ojgilidQa  fr 
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■2;9 


faisons  ^ « pour  éviter  les  fràctions  , celte  équation  de- 
viendra « 


its 

f 


» ^ ■ * 
sulistUuons  ces  valeurs  de p et  de  Ç^dans  la  proposée,  nous 
(rouverons  ‘ ' 

J*  + MT  -f.  «•  + jï»  o)  (4o)'.'  ' 

Cettè  équation  étant  résolue  / donne  y . ■ 

?:==  — <,  ±;8  |/—.j  (4l)^ 

ses  deux  racinéssont  donc.  - 'V  ‘ * \ 


'.fr 


+ P V'—'t  et.  — ». — P \/  — I, 


eequi^raontre  que  ces  racinés  sont  disposées  par  couples,  -‘J 
de  telle  sorte  que  l’une  étant  connue  , fait  conpaitrë  l’autre  ' 
en_changeant  le. signe  dê  dà  partie  imaginaire.  ‘ 

3q5.  En  général,  ûrfe  équation  peut  avoit  plusieurs  • ■ 

couples  de'  racines  imaginaires , et  chaque  couple  dourjera  ) •'  > ' 

lieu  à un  facteur  du  Second  degré,  de-la  forme  ' t 

^ ^ • . • »'•  . *. ■' 

..  _ ■ T*  + 2«T--f-<+4’.-.  (4a)-  - ■ . ‘ ' ■ -7 

yoG.  Quelquefois  les  racines  imaginaires  Sont  égales,  au  . . f-  • . ' 
signe'  prèsj  c’est  ce  qui  arrive  lorsque  «=o;  alors,  l’une 

des  racines  est  p \/ 1 et  Pantre  — p)/—  i \ et  le  foc-.  . 

teur  (4*),  du  second  degré,  se  réduit  à a-* 4-/9®. 

3o^.  Pour  donner  un  exemple  d’une  équation  dont'  les  . 

^ racines  sont  imaginaires,  Je  prends  l’éqUatipn  < _ 


T® — 6ax  + loc®  ='0; 


-.A»' 


,/■ 

'•-y 


en  la  résolvant,  je  trouve  • 

® ' ,r  . . ^ 

• x=3adz\/ — a‘z=3adza\/ — 


I 

^ . 


i 


^ Digitized  by  Google 


MO''  . '<  CAliCUL*  If.-TÉ«llAi..  .•  » . . . 

comparant  éette  valeur  rtc  x avec  l’équation  {4')>  }’»»’  ; , ' 
• * * . 

, — a=:ia,  fi—  a-, 

* . i . • • * 

donc, .dans  le  cas  présent,  réquatioii-{42)  <l^vienl' 


. , . - • xV— 6ax  + qa* 4- <1*. ■ 

3o8.  Au  reste,'  quand  on  a une  équation  telle  que 

' ar*  + 4x4-  la  = o,  . i , 

dont  les  racines  sont  inia'ghiaires  (*i,on  peut  la  comparer 
immédiatement  jb  la  formule  (4iy,  et  l’oti'a  = 

<»’'  = 4;  si  l’on  r^ranclie  4 de  I2,  il  reste  8 pour  fi*,  et 
l’équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la.forme 


4af  + 4 + 8=o. 

, . Le  terme  8,  b la  vérité,  n’est  pas  un  cart  é parfait;  mais 

alors  on  le  regarde  comme  celui  de  |/8.  . ‘ 

3og.  Occupons-nous  raaintenarttde  l’intégratkni  des  frac- 

■' lions  rationnelles  dont 'les  dénominateurs  renferment  des 

factei^rs  imaginaires}  et,  pour  ^commencer  par  le  ca^  le^ 

plus  simple’,  considérons  .celui  où  il  n’y  a qu’Une  couple  de 

' racines  imaginaires  dans  le  dénominateur  : supposons,  par 

exemple;  qü’âprès  avoir  décomposé  le  dénominatcitr  en  ses 

facteurs,  on  ait  trouvé  , , ’ 

• •••’.'  ' * 

I ’ . P 4- Q-=»^ -l~  + 8^^  etc.  ^ ^ 

^ — a)  (x  — ù) + •“ -h 

.*  * » ’ * ^ V 

on  égalera,  comme. nous  l’avons  déjà  fait,  art.  3oo  , celte 
’fractioo'à  cette  suite  de  ternies  ; . V 

Adx  . ' Bdx  ' . Hdx Mx4-N  , ' 

— a~^  X — ù ' X — h x' 4”  2«x  4"  ’ 

• * ♦ 

. ■ : : • 

f"  (*J  Ou  leTecOBii»1(  lorsque  les  cundilious  de  l’an.  3o4  som  rcoiplirs 


27.1 


m6tII0T)P  t)K.S  TBACTIQNs'  B ATIONNELI.KS.  

■-  et'ayant  déterminé’ les  constantes  A,  B...  H,  M,  N,  par 
Fe  procédé  que  noi^  avons  employé,  tous  ces  termes,'  hors 
le  dernier,  s’intégreront  par  logarithmes;  à l’égard  de  ce' 
derniets  il  s’intégrera  de  la  manière  stiivante  : ^ 

* ^ On  remarquera  que  x’-f-  2«x+i»’  étant  un  cai'ré  parfait, 
le  terme  à intégrer  peut  s’écri(;;e  ainsi  : 


Mjt+N  ' 


(hr. . 


I .*• 


(X + *)•■+«? 

Et  , en  faisant  x + « = * , ü devient  ’ 

• • ■ Ma+N— M«  . ^ • ■ ■ ' 

et,  en  nommant  P la  partie  constante  N — M«,  il  se  ré-  ÿ 
duit  à_,  , 

■ «i+fd.-'  ■ ■-  • ■' 

!•+«■  “ ’s'  ■ ■ . . . 

cette  expression  se  décompose  en  celles-ci  : • • • ' ■ 

' . ' f . i*-  • .1 

Madz  Pdz  ' ‘ 0 


■ * + ; .N  ' ■ 

Pour  intégrer  la  première , nous  observerons  que  'adz  étant 
'•  la  diflerentielle  de  z*-t-  C”,  à un  facteur  constant  près, 
on  peut,  art.  271 , supposer  z*-f-  S*=2  jr ce  qui  nous  don- 
nera, en  düEérenciant , tt'i- 


* • 


..  1 


substituant  ces  valeurs,  nous  obtiendrons  — dont  l’in- 

’V  * 

tégrale  sera  • 

7 log  J log  (2“  4-  ^)  = 7 '«g  [(a--  + «)'  -h  »■] 


■ > 


. '■  '.i  - 

. ‘ f ' 

‘ \c.ji 
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M', 


Ug  (x*-4r  2«X + #*+»*)  _ , ■.  ■ . 

' • ^ \ . I ' • ■ ■ ■- 

' ^ =M Iqg'Çx*^  2<«x ^ *?  + ^)«-  ' 

* = M log  t/x“  •+;  a«fcr  + «t*  -J-  C“.-  . , . 


•Pdï 


A l’égard  de  l’expression  en' divisant  ses  deux 

termes  par  C* , elle  pent^se  meltro  4«us  oelte  forme  : 


d? 


• . C'a*-. 

• < .• 
cl  l'on  voit  que  «on  iMégrale  est  ■ 


P . 


f ■ - z\..  N— Ma  f a:>+«\ 

^tang  =^  rç)=^ g — "c  = “T^ ) > ■ 


a:>+ 


donc , enfin , 


■"  ‘ Ma:  4-  N ' 


=Mlog  V^x“4'24ï+aîrK‘4-^^-«rc^lang==^^^.443) 


nitx  + <»“  + 

N-M» 


■ ' . ’ ' ■ v . / a^bT  , , 

.'•3to^  Prenons  poitr  exemple  ]p.  fraction  — — ^ dx  : le 

dénominateur  ayant  x — i pour  facteur , nous  trouverons 
tl’àu^ré  facteur  par,la  division  , et  fa  fraction  proposée  pourra 
W mettre  sous  la  forme  ^ 


a -j-  ix 


dx; 


. -V  . (X  — l)  (x’^- ^ + 0 

■ • 

x’+'x+  i étant  le  produit  de  deux  facteurs  imaginaires, 
ainsi-  qu’on  peut , le  reconnaître  en  résolvant  l’équatiou 
,t’.  4-  X H“  1 = O > npus  écrirons 
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a + kx'  - , A . JLp  + N . 

r»  » • . 


{-r — i)  (x'+  or  -f-'  i)  — i'x*4-x^i*  - 

réduisant  au  même  dénoruKiat^r  et  obérant  cçtnme  nous  '' 
favons  iodiqiié  ,,nbus  ttnuverons  ' . 

> 1 a+d  ■ »r  ^ za  ' • 

, ç t ' ■ . ; ; . 

noùsi  décomposerons  (miuite  le  facteur 2 -f*  i en  fac-  ‘ 
teurs  sim'pl^s^n  le  Comparaotâ  rçxprCssioB  (4^2),  ce  <j,ui 
nousAlounera  : ’ ' ' ' V 

■ ■ — I > , rf"  1 , ' , 

êt  par  Gonséqiient  ' ■ 

substituant  ces  yakurs  et^cellesde  M et  de  N , dens  Téquâ- 
tipn  (43)  ,'quî  nous  donne  Ja  secondq  patitie  de  l’inlégràlê, 
et  observant' que  la  première  est  . 


• ■ J' 


, a ■+  b . ‘ ‘ 

■ log  (a:  — I), 


nous  trouverons 


(*+ï)- 


. {b  — à) 

H 7— arc 

• 1/3 


tang  = . 


■v/|J 


-f-Ç 


3i  I . Lorsque  la  fraction  aura  dans  son  dénominateur  des 
facteurs  imaginaires  égaux,  elle  contiendra-  un  ou  plusieurs 
facteurs  du  second  degré,  de  la  forme  ^ : ■ 
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?a4  . . iNTicwiJ^L. ... . . 

l'^  •**“  ' \ f **  •' 

suivant  qVèlle  renfermera  an  ai*  plusieurs  gi'oapes  de  f(ip-- 
téur^  imagidaifes  égaux,  t*  facteur  ^ ^ 

'•  • •■  ,.  ‘ V'''  • * 

çoiYespond/a  a cette  suite  de  ternies  . •'  ■? 


•H  + K* 


(x“  -H 2«jr  -f,  tf»  4-  (Æ*  4-  2.<ÏT  ,-i“  *'  + , 

' " H.+.K.X 


H'4-K'a: 


■+*.: 


, ajant  opéré  dé  même  pour  les  autres  groupes  de  facteurs 
égaux,  pn  dêteripinera'"  les  constantes  ' • ) , 

H,  K.,  H' , ’r'  ; h%  K*,. . . i K.',  etc. , . 

comme  précédemmenC  ' ''  ■ 

On  multipliera  ensuite  par  dx,  et  il  ne  s’agira  plus  que 
d’intégrer  chaque  terme ’séparéni/entî‘ ce,  que  l’on  pourra 
.toujours  foire  lorsqu’on  saüra  intégrer  te  premier  terme  dç 
la'  flirte  (44)  multiplié  par  dx,  puisque  tous  les  autre#  sont 
. de  même  formé.  .Sonr  cet  'effej,  nous  écrirous-  ainsi  ce 
/ terme  c . ' i . - ■ . 

' ' ' ■_s±Çf_di-  - • •'  - 

"fowaàt  X 4^  <*=  z.-'il  devieiidra'  ' ■ 

• ‘ , H — K»  + Kz  J , 

■ ■■■  ' 

e(,  en*n6mmant  M la  partie  constante  H. — K«,  on  aura  a 


intégrer 


M4-Kz 


dz. 


• • • * ’ (S‘  -H  z’y 

' i ■ „ > , 

Cette  fraalipn 'peut  se  décomposer  en  ces  deux-ci  ; 
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Kzdz  Mdz 

Pour  intégrer  la  première,  comme  zdz  est  la  difTérentielIe 
dez*  + f‘,à  un  facteur  constant  près,  nous  supposerons 
z*+  C^ss  jr,  (art.  271),  et  nous  aurons  zdz  = ;dj';  substi- 
tuant , on  obtiendra 


J(e*  + zy  J a 2 ^ 2 1— P 


^1  ^^(g»+z»)-y+‘^ 
2 I — P ~ 


K 


*(i-/i)(g'+zy-- 


fC. 


Mdz' 


3 12.  Il  nous  reste  à intégrer  ; ou  plutôt 


. M(g»H-z*)-i’dz...  (45)., 

. ^ 

Pour  parvenir  à cette  intégrale  (note  sixième),  nous 
la  déduirons  de  celle  de  z*)f  dz,  de  la  manière  sui- 

vante : 

En  diminuant  l’exposant  p d’une  unité,  c’est  diviser  par 
g* -H  Z*;  par  conséquent , en  multipliant  en  même  temps 
par  la  mém^  quantité , nous  aurons  l’équation  identique 

(g*  4-  zy  dz  = (g*  4 Z*)!’-''  (g*  -4  Z»)  dz  ; 

« 

et,  en  exécutant  la  multiplication  indiquée  dans  le  second 
membre , il  viendra  . 

(g*  4 Z*)'  dz  = g*  (g*  -4  z*)t-'  dz  4 (g*  4 t*y~'  z*dz  ; 

« 

intégrant,  on  aura 

/(g*4z*)»’dz=  g*/(g*4z‘)'’"*dz4/(g»4i*)i’— z*dz . . . (46). 


Des  deux  int^rales  qui  sont  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation,  nous  laisserons  la  première  sous  le. signe 
qui  l’indique;  à l’égard  dé  la  seconde,  nous  y applique- 
Elém.  de  Cale.  diff.  ♦ i5 
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rons  l’intégration  par  parties.  Pour  cela , en  multipliant  et 
en  divisant  par  2 l’expression  (C»+  z“V’“'x.*dz,  nous  l’écri- 
rons ainsi  • ^ 


2 


(ff*  + Z*)»’-'  2zdz, . . '(47)  ; 


. (C>  -f.  z*y 

alors  (C*  + Z*)»’"'  2zdz  sepa  la  différentielle  de  — 

de  sorte  que  l’expression  (47)  deviendra 


a ■ . /> 


en  la  comparant  à la  formule  (art.  279) 
/ ud*'  s=  ui>  — / t’du , 
de  l’intégration  par  parties,  nous  ferons 

(C'  + z’)'’ 


Z 

“ = 2’ 


et  nous  trouverons 

J ^ P 'J  P \ 

4>  - 

Substituant  cette  valeur  à la  place  du  dernier  terme  de 
l’équation  (46),  et  mettant  les  constantes  en  dehors  du  signe 
d’fntégration,  cette  équation  (46)  deviendra 

/(c*  4-  2*)’’  àz  = ^ 

-/(C*4.z‘)?dz; 


Z (ff*  + z'Y  I 


4-- 

' 2 P 

transposant  le  dernier  terme  dans  le  premier  membre , et 
réduisant’,  on  trouvera 

4.  Z*)?  dz  = - 4-  C«/(C*4.  Z*)f-dz  ; 

0.p  ^ P ! 

on  tire  de  cette  équation 

/(t:‘4-^)^-dz  = -^^(C’+  z^y  4-  4-  xVdz; 
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faisant  p-^  i — — p ,et  par  conséquent  pz=  i -r- 
enfin  . . 


as7  ‘ 
/> , on  a • 


/(C»  + a^r^-dz 


.Z 


i{i-p)e 


3 — 2/> 


(2-2p)S 


i^f*+z‘)-('-‘)dz...  (48). 


Au  moyen  de  cette  formule,  on  fera  dépendre  l’Intégrale 
de  (C*  + z*)”J’dz,  d^ine;aüU'e,  dans  laquelle  la  valeur 
nqmérique  de  l’exposant,  au  lieu  d’élre  p,  sera  moindre 
d’une  unité;  par  la  même  formule , on  fera  dépendre  ensuite 
l’intégrale  de  (C“+z*)"(r— Oda , de  celle  de  (^“+z*)~^~°lda, 
ainsi  de  suite;  de  sorte  qu’après  chaque  substitution  , l’ex- 
posant de  la  partie  Intégrale  diminuant  d’une  unité,  il  ne 
restera  plus  en  dernier  lieu  qu’à  intégrer  l’expression 


(ff-  ■+■  z')-‘dz 


da 

C*  + Z*  ’ 


■) 


or,  nous  avons  vu , art.  276,  que  l’intégrale  de  cette  expres- 
sion était  - 


On  ne  cherche  pas  à faire  dépendre  l’intégrale /(C*-4-a’‘)“'dz,  • 
de  pelle  de  /(C*  + z*)°cLs , quantité  qui  se  réduit  à z ; ' car , - 
si  dans  la  formule  (48)  on  faisait  /;c=  i , le  tefme 


— Z 

2(1  —p)C* 


(C‘  + z*)-»’^’ 


deviendrait  infini. 

3i3.  Il  résulte  de  cette  théorie  que  l’iptégration  de  toute 
fraction  rationnelle  ne  dépend  que  de  ces  trois  sortes  de 
formules  : 

> X'"'*'' 

I».  /z"dx=  ; ; 2*. 

' m-f- 1 

iarc(tang=0; 

i5. . 


•* 


àx 

X ^ a 


= log  (*  + «); 
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*c’est  pourquoi  ou  dit  que  toute  fraction  rationnelle  peut 
toujours  s’intégrer  ou  algébriquement,  ou  par  logarithmes, 
ou  par  arcs  de  cercle,  ou  par  le  concours  de  ces  moyens. 

3i4-  Nous  terminerons  cette  théorie  par  un  exemple  qui 
renferme  tous  les  cas  : soit  donc  la  fraction  rationnelle 

Px”  + + etc.  ' • 

RR'R"...SS'...Tr.„ÜU'... 

dans  laquelle  on  a 

R = a, 

R'  = X — 

. R*?=  X — c, 


S =(x-e)", 
•S'=s:(x  — d)-, 


T = ir*  + 2«x  + «* -I- e*, 
T=  X*  4. 2«  x+«'»4-e'% 


U=(x*+2<.,:ç  + -/+C,y, 
U'=(x‘  + 2-„x-|-/+Ç.*)», 


1 ■. 

> facteurs  réels  inégaux  •, 

I facteurs  réels  égaux; 

I facteurs  imaginaires  inég.; 
I facteurs  imaginaires  égaux; 


on  supposera 

Pa:«_)_p'a:n— ^tc.  ABC 
RR'R"...SS'...TT'...W  T ^c—a"^  x—è'^  x—c 


E 

^ (x — e)"  (x — e)"“*  (x  — ‘ ' 

P - P'  ' P» 

^ (X-/)»- • • • + 
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+ 


G + Hx 


K + Ij: 


X*  -f-  2«X  -f-  «.*+?*  X*  + 2«'x  + C^® 


+ etc. 


M+Nx  . M'  + N'x 

(x*+2«x+«/+C/)(’7  (x*+2./c+«‘-K7<>-' 

I p+Q^ + y+QT. . 

^ (x‘+2-,x+-/+C.‘)<  ^ (x®+2«,x+-/+ff,®)»-  ^ •’ 


et  ajant  réduit  au  même  dénominateur,  on  opérera  comme 
nous  l’avons  expliqué/  . '' 

De  Fintégration  des  fonctions  irrationmlles. 

3i5.  Lorsque  dans  une  expression  différentielle,  qui  con- 
tient des  rad^nx,  on  peut,  à l’aide  d’une  transformation, 
faire  évanouir  les  radicaux,  l’intégration  sera  ramenée  à 
celle  des  fractions  rationnelles. 

On  peut  toujours  faire  évanouir  les  radicaux  qui  n’af- 
^ectent  que  des  quantités  monomes  :*le  procédé 'que  l’on 
emploiera , pour  y parvenir , sera  4e  même  que  celui  dont 
nous  allons  faire  usage  dans  l’exemple  suivant  : 

I Soit 


|/x — j/x 


r«  , , X^  — 

•dx,  ou  plutôt  — ; ^dx; 


X3 X» 


on  réduira  les  exposans  fractionnaires  au  même  dénomina- 
teur, et  ayant  trouvé  que  le  dénominateur  commun  est  6, 
on  supposera  x = z^,  alors  on  aura 

_ 3 _ , 

V/x  = z^,  V^x  = z*,  dx  = 6z^dz;  ^ 

substituant  ces  valeurs,  on  trouvera  ' ''  . ' 


t 
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i/x  — 


Z*  — z=> 


I — Z 


on  intégrera  cette  expression  par  la  méthode  des  fractioiis 
rationnelles,  et  l’on  substituera  ensuite  dans, l’intégrale  la 
valeur  de  z en  x. 

3i6.  Il  n’en  est  pas  de  même  lorsque  le  radical  afiecte  un 
polynôme;  cependant  on  peut  intégrer  toute  expression 
en  X,  qui  renferme  )/ A.’ c’est-à-dire  tonte 
expression  de  la  forme 

r 

F (x,  i/ A Bx -4- Cx*)  dx. 

Il  peut  arriver  deux  cas  : le  terme  Cx*  sera  positif  on  néga- 
tif; s’il  est  positif,  on  écrira  ainsi  le  radica\|t 


si  ce  terme  est  négatif,  nous  le  regarderons  comme  le  pro- 
duit de  -f-  C par  — ! x*,*et  alors  le  radical  pourra  se  mettre 
sous  cette  forme,'  ' • 

/Â  B • • 

v'Vc+c*-"’’ 

pour  simplilier,  faisons  ^ 


" )r.  . i:\  Il  <■ 

nous  aurons  donc  à intégrer  les  deux  expressions 


F(x,  a y^bx  ’^x‘)dx,  F (x,  V^«-4-6x  — x*)dx. 

Uccupons-nous  d’altord  de  la  première. 

Notre  but  étant  d’obtenir,  par  une  transformation,  les 


srioRATlOK  D£l  rSACTIOKS  IRRATIONNELU'A.  a3l 


valeurs  de  x,',  <le  dar  et  de  ^a-\-bx  x*,  en  fonetibn 

rationnelle  d’une  nouvelle  variable  z,  nous  supposecens 

. |/a  + ^ = Z + X (*). . . (49), 

parce  qu’en  élevant  au  carré,- les  termes  en  x*  se  détruisant, 
il  nous  restera  entre  z et  x une  équation  du  premier  degré , 
de  laquelle  on  pourra  tirer  les  valeurs  de  x et  de  dx  en 
fonction  rationnelle  de  z.  Élevant  donc  l’équation  (4q)  au 
carré , et  supprimant  les  termes  en  x*,  on  obtient 


d’où  l’on  tire 


a-^bx=z  2XZ  -1-  z* . . . (5o) , 


(5i); 


6 — 2z‘ 

au  moyen  de  cette  valeur,  l’équation  (49)  devient 


V/a  + éx  + X*  = 


b — az 


+ ^i 


ou , en  réduisant  au  même  dénominateur, 

< 

• ' .Va4-^  + a^=-7 ^ . '(5a). 

Il  nous  reste  à déterminer  dx  en  z : pour  cela  nous  difii^ 
rencierons  l'équation  -(5o)  et  nous  obtiendrons 


bdx  = axdz  -J-  azdx  + azdz , 
d’où  nous  tirerdns 

s {b  — az)  dx  = a (x  + z)  dz  ; 


,1. 


(*)  On  pourrait  auui  égaler  le  radical  !•  z — x , pnisqu'en  élevant  les 
leux  membres  au  carré,  les  termes  eu  jr>  s’évanouiraient  également. 
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et  si  l’op  élimine  le  radical  entre  l’équation  (4g)  et  l’équa- 
tion (5a) , on  aura 

(z*  — ôz-f-  a) 


X ■+  z = - 


2Z  - ’ 


substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente  , on 
trouvera 

2 (z*  — é»z  -4-  a) 


(i  — 2z)  dx  (=  — ■ 


i>  — 2Z  . 


dz, 


et 


, 2 (z’  — 6z  + a) 


817.  Prenons  pour  exemple 
dx. 


x\/ A + Bx  ^ Cx*  ’ 
nous  écrirons  ainsi  cette  expression  : 

dx 


\/C  X xr^/a  + + ' 

A.  B 

en  faisant  ^ = a et  ^=6.  L’équatÿn  (53),  divisée  par 
C Cl  ‘ 

l’équation  (52),  nous  donnera,  après  avoir  réduit, 


dx 


2dz 


{/  a -j-  6x  -j-  X*  ^ ^ 

et,  en  divisant  par  l’équation  (5i),  on  aura  ^ , 

• ■ f: 

dx  2dz 

X 4/  a -f.  ôx  -j-  X*  **  — ^ 

multipliant  les  dénominateurs  par  \/C,  cette  équation  de- 
viendra 


INTÉftHATION  DES  FRACTION 


dx 


■dx 


IRRATIONNXLLEB. 

t 


a33 


âdz  ' 


x^C^^a-t-ùa;-f-x*’  x|/A+Bx-|-Cx*  (**“'.<*)  \/C 

fraction  qui  s’intégre  par  la  méthode  des  fractions  ration- 
nelles, puisqu’on  peut  ifgarder  [/C  comme  une  constante 
ordinaire. 

3i8.'  Pour  second  exemple, 'prenoni  dx  : en 

comparant  le  radical  à celui  de  la  formule  (5a) , nous  aiwas' 
a = m*,  5 = 0,  et  en  mettant  ces  valeurs' dans  les  équa-' 
tions  (^a)  et  (53) , n^us  trouverons 


V/m*  -1-  X*  = ^ , dx  = • 


(z*  -t-  m*) 


donc 


2Z 


az* 


dz; 


Lorsqu’on  aura  inté^é  cette  expression  rationnelle,  on  y 
substituera  la  valeur  de  z en  x. 

3ig,  La  méthode  précédente  ne  peut  être  engiployée 
lorsque  Cx*  est  négatif,  car  en  opérant  comme  ci-dessus, 
on  aurait 

V/A-i-Bx  — = V^C  X*  • 

= y'C  V^o  -I-  5x  — X*. 
y- • 

Or,  Si  nous  supposions  ya-f-6x  — x*  = X z , en  éle- 

vant au  carré  les  deux  membres  de  cette  équation , les  termes 
en  x‘  ne  s’évanouiraient  pas , et  alors  la  valeur  de  x en  z 
serait  irrationnelle.  Pour  traiter  de  cas,  nous  remarquerons 
préliminairement  que  le  polynôme  a-\-bx  — x'  est^ou-’ 
fours  décomposable  en  facteurs  réels  du  premier  degré  (*). 


(*)  Pour  le  démontrer,  nous  écrirons  ainsi  ce  ]>olynomc 
— (x‘—ix  — a), 
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( racines  de  l'équation  x'  — bx  — a=zo\ 
nous  aurons  > d’après  les  propriétés  des  équations, 

. - ar*  — Ax  — « = (x  — a)  (x  — «'), 
et  par  conséquent,  en  cbangeant^es  signes, 
a + bx  — X*  = — (x  — «)  (x  — a')  =c  (x  — «)  (•' — x)  j 
substituant  cette  valeur  dans  leTâdical,  nous  supposeaons 


V^(x  — «)  (•'—  x>  = (a;—  •)z. ..  (54)  ; 

, > 

cette  équation  élevée  au  carré^,  nous  donne 

(x  — a)  (•'  — x)  = (x  — a)*^’*  ; - 
et , eu  suppriniant  le  facteur  commun , ou  a 

» — x = (x  — «)z*. . . (55), 


d’oè  l’on  tire 
donc 


X ■ 


— Z*  + I ’ 
«'  -f-  aZ“ 


T X 


Z*  1 


— 


et  noos  trouverons  ks  facteurs  de 
expression,  ce  qui  nous  donnera 


bx  — a , en  égalant  à zéro  cette 
J 


• * = ^d:y/^  + a; 


a V 4 
donc,  par  la  propriété  des  équations, 


ar» 


-bx-a  = Qc-l-\/j  + a'^ 

cl  puisque ÿ par  by[u>lhèse,  a représente  une  quantité  positive,  les  fac- 
teurs qui  composent  ce  produit  ne  peuvent  être  imaginaires.  Au  reste, 
sans  résoudre  l’éqiiation  x^  — bx  — a = o,  on  peut  conclure,  d'après  le 
signe  de  son  dernier  terme,  art.  3o4,  qu’elle  a scs  racines  réelles. 
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et,  en  rédub^nt  au  tnénie  dénominateur,  ' 

*-«=>^•■■(56);*  . 

cette  valeur  étant  mise  dans  le  second  membre  de  ^équa- 
tion  (S4) , on  obtient 

• 1/ <*)  (-'  — x)  = ^-^2-  (57). 

Z -f-  I 

A l’égard  de  dx,  il  suflit  de'  dififérencier  l’équation  (56) 

])Our  en  obtenir  la  valeur  en  z,  et  nous  trouverons 

• - * ■* 

3?.o.  Appliquons  ce  procédé  à l’exemple  • ^ 

da: 

1/ a -{-bx  — X* 

• . ’ ^ ■ 

nous  diviserons  l’équation  (58)  par  l’équation  (57),  et 
aurons  ‘ ' ' 


nous 


i(«  — «)z 


dz  = 


2di 


* * 

/'  dx  ' - ' 

^ arcs  (tong==z)  + C,  ■ 

y a -j-  bx  — X*  \ 

ou,  en  remettant  la  valeur  de  z,  donnée  par  l’équation  (54), 

Z'  dx  ^ V/(a:— «)(-'— i)\ 

/ = C — 2arc$(  tanc=. — ^ ^ ' ) 

J \/a+bx—x*  \ x — 0 • / 

= c — 2 arcs(tang  = \J  • 
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3ai . Prenons  encof’e  pe^ur  exemple  dx  \/ aax  — x’  : en 
comparant  «e  radical  à celui  de  l’équation  (54^,pous  aurons 
« — O î «'  = an,'  et  les  équations  {4^  et  (48r<Rviennent 


20Z 


dx 


4^2 


— (b; 

it 


■z‘+l’  (*•+!)• 

ces  équationsjmultipliées  l’une  )>ar  l’antre^nous  donnent 


dx  ^ 20X  — "x*  = 


8aVdz 


expression  qui  s’int^re  par  la  méthode  des  fractions  ra- 
tionnelles. 


De  rintégration  des  différentielles  binôme^. 


3aa.  Nousavons  Tu.qu’nn  moyen  très  fécond  pour  intégrer 
des  fonctions  qui  contiennent  des  radicaux,  était  ée  tran»* 
former  ces  fonction^  en  d’autres  rationnelles,  pour  pouvoir 
y appliquer  la  méthode  des  fractions  rationnelles. 

La  diihculté  est  de  trouver  la  transformation  qui  peut 
être  employée  pour  chaque  cas  ; nous  avons  indiqué  celle 
qui  convient  lorsque'les  radicaux  ne  sont  que  des  trinômes  , 
dans  lesquels  la  variable  ne  surpasse  pas  le  second  degré  ; 
ces  sortes  d’expressions  étant  très  fréquentes  dans  l’analyse, 
il  était  utile  de  faire  connaître  la  transformation  propre  à 
les  rendre  rationnelles.  Nous  avons  aussi  donné  un  procédé 
général  pour  rendre  rationnelles  les  fonctions  qui  ne  con- 
tiennent que  des  monomes  élevés  à des  puissances  fraction- 
naires; nous  allons  examiner  maintenant  si,  à l’aide  d’une 
transformation , ou  peut  rendre  rationnelles  les  expressions 
binômes  qui  sont  affebtéesd’exposans  fractionnaires. 

323.  La  formule  générale  des  expressions  binômes  est 
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Si  ^ est  un  nbmbre  entier,  c^te  formule  s’intégrera  par 
l’art.  269  ; mais  lorsque  p sera  ‘ ^gal  à la  fraction  ^ , nous 
aurons 

x"~’(a  + àx*)i  dx. , . (5g). 

Pour  rendre  cette  expression  rationnelle , nous  ferons 
a + (60) , 

Ou,  ce  qui  revient  au  même, 

1 . 

{a  + bx'‘)T  = Z,  , 

et  par  conséquent 

f ’ • • 

(a  + bx‘)i  = zi'...  (61),; ■ ' 

L’équation  (6o)  étant  différenciée,  nous  donne 

^ bruf~'ix  = qzi-'àz. . . (62)  ; 

la  même  équation  (60)  étant  résolue  par  rapport  à x,  on  a 


/zi  — fl\" 

=C-F-)  ’ 


(■*)>L’cxpreMion  binôme  Ax'  + Bx*  <tant  nn  cas  pardcqlier  de  celle- 
ci  , (Ax'  ■+■  Bx*)^,  c’est  & ccUe  dernière,  formule  que  nous  rapporterons 
les  diScrentielles  binômes;  nons  pourrons  l’écrire  ainsi: 

[x'(A  + Bx'-')y  = x'f(A  + Bx/-')f,  V. 

et , en  faisant  s — r = n,  rp  = m — i,  elle  deviendra 
x--'(A  -1-  Bx»)r. 

On  a préféné  remplacer  rp  par  m~  1 , pIulAt  que  par  m,  parce  què  les 
conditions  d’intégrabilite'  seront  plus  faciles  11  exprimer,  comme  nous  le 
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donc,  en  élevant  les  deux,  membre*  de  celte  équation  à la 
puissance  vn , on  obtien,t  • _ ^ 


différenciant  les  deux  membre.s,  mettant  les  constantes  en 
dehors , et  divisant  par  m , on  trouve 

substituant,  dans  l’équation  (5g),  cette  valeur  ainsi  que  celle 
£ ^ 

(Je  (a  + ..donnée  par  l’équation  (6i),  on  a enfin  ' 


q — û\  " 


nb 


dz. . . (63). 


* ' fK 

Cette  expresiidn  est  rationnelle  lorsque  — est  un  nombre 

entier  jïositif  ; car  alors  — est  élevé  à une  puissance 

entière,  et  l’on  peut  réduire  l’expression  (63)  à un^nombre 
limité  de  monomes,  qui  peuvent*’intégrer  chacun  par  l’ar- 
ticle 262  ou  par  l’art.  268.  Si  ^ est  un  nombre  entier  né- 
gatif, l’expression  (63)  devenant  aussi  rationnelle,  on  peut 
l’intégrer  par  la  méthode  des  fractions  rationnelles. 

324.  Prenons  pour  exemple  l’expression 

M 

ar*(a  -+-  bx')^Ax. 

K 

Dans  ce  cas  , nous  aurons  - 

pz=n,  ÿ = 3,  m — 1=5,  ou  m =6,  n = a- 


. t » 


f’iartimij 


INTÉOBATION  DES  DIFFinENTIELLES  BINOMES.  »3g 

par  coDséqiient  la  condition  d’intégrabilUé  est  satisfaite. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  (63) , nous  aurons 
à intégrer 


3z'®- 


3a 


^3(z3_n)-ztdz=  ^'dz-^  z^dz  +|gz»dz; 


donc 


/- «.  , . ,.i  , ■3z"  3oz*  3a*z®  ^ 

fAa  + bx^)  ■ i\x  = + c ; . 


6b^ 


lob^ 


on  •ibstituera  ensuite  dans  ce  résultat  la  vleur  de  z.en  x. 

32.5.  Pour  obtenir  une  autre  condition  d’intégratililé, 
écrivons  l’expression  (5g)  de  la  manière  suivante  : • 

I « k 

et,  en  élevant  les  facteurs  du  produit  , à , la 


puissance  , nous  aurons 


m+'lü-. 


t / a \i  '9  « 

^ ~ b)  dx. 

Or , d’apres  la  démonstration  précédente,  il- faut,  pourgue 
cette  quantité  soit  intégrable , qu’on  ait 


nombre  entier  . 


ou  , en  exécutant  la  division  indiquée, 

m P • ’ 

f-  - = nombre  entier. 

n q 


3a6.  Prenons  pour  exemple  l’expression  -r^dx^a+éx’ . 


Digitiïe*!  by  Google 


à4o  ' CALCUL  IMTÉORAL. 

En  écrÎTant  ainsi  cette  expression. 


on  a 


to  = 5,  n=3,  p.=^i,  ?==3, 
par  conséonent 

• _i  /*  ® i * ' 

donc  cette  quantité  est  intégrable.  Dans  ce  cas,  on  aura 
(art.3a5),  - ' • 

, x^<(a+  ^ . 

et  en  réunissant  les  exposans  de  x,  cette  expression  de- 
yiendra 

j:®(ar~’+  b)3 dx . . . (64)  ; 

faisant  a*“*  -f"  ^ ^ > oous  trouverons  . ' 

± -3 ^ " 

.(ax-5+6)>  = z,  ar-3=fl^, 

a . . . 

ou  • . . I 

(,?  + */  = *■  5=— -i 

la  dernière  de  ces  équations  nous  donne  i, 


*3  = 


■J'» 

>M*  , lip 


z^  — b' 

d’oii  l’on  tire,  parla  difiiérenciation , 

oz'dz 


x*dx  = 


•V 


multipliant  entre  elles  ces  deux  dernières  équations,  on  a 

a*z*dz 

W — bf'  (4n,  i 


x®dat  = — 


> 


--7-  3*  , 

. . - 


; 


■ ■ --  -4'  l 
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^ i ^ * ' "X'  * 

cette  Taleur  de  ^ix,  et  celle  de  b)»  étant  inbsr 

tituées  dam  l’expression  , oa  trouve  enfin  ; 

• ■ ^ • ■■  ' • • -'.V  *!  • ; 


_sV  — s 1 J.\i  J ' 0*2^*  ,r  ' 

. : . ■ * ’v.l 


- t 


cxpressioA  qui  est  intégrable  par.  la  méthode  des  fractions 
rationnelles.  • ^ ' 

‘ ’v  . ’ ' • 

Des  formules  de  réduction. des  différentielles  binomés,  ' 

•3«7i  LOTsqaç  l^ualion  -f  ix»))»  ratisbit  p.i5  an*  t»»- 

dilions  d'intrfi^r^|)irit^  que  noos  vfnoii*  de  prescrire,, on  peut  j appliquer 
rintcgi^tioil  par  parties,  de  la  manit-re  sniTante';*  '*  '• 


En  comparant  la  formule /x«^'dirÇa ;/■  ^ {xemier' membre  de  ' 

t’equation,  art.  379,  ■ ' 

/«dv  = ne  — _/j>di«,  -V  -e':, 

nouf  sapposerons  , . ■ • ' . >î’  ' 


• ■ Va 


(a  + bx*ys=tt^  a— ■dx=de;  .dons 

I - , m ’ * • * 

• • . * \ 
etnoas  auroij^,  en  mellant  les  conHantes  en  dlhopa  da  signe  dlntcgra-, 
tien.  . -i 

/x— 'dx  (a  ix*}/ ÎS  (a  + ^/x'»(o-^6x*)r-'^«-*dx, 


OU,  ea*reuoI$sant  les  exposans  de 3:, 


/x»-'dx(a+ix»)»'— (a-f=ix»)r^— ^*/x«+— i(«4^x«)f-‘dx. . . (65); 


m iti 

d’une  antre  part,  on  a l'équation  identique,  , 

(a  + ix")r  = (a  + Ax*lr-<  la -f.  4x«) , 

et,  en  exécutant  la  multiplication  indiquée,  cette  éqnatiqn  donne' 

(<i  + bx"',r  = n (a  -f- bx*y~'  -f-  ix*(a  + tx»)r-»  j ». 
multipliant  les  deux  membres  par  a*~'dx,  on  trouve 

/x--dx(fl+ix-))>=fl/x>— dx(a4-éx*3r->+é,/,-+»-.irJa+ix»)r-.,-,.  (fisj.  ' - 
Au  moyen  de  cette  équation,  on  peut  éliminer  le  dernier  terme  de  l’équa- 


tion (65)  J car  si  l’on  multiplie  l’éqnation  (66)  par  ~ « qu’on  l'ajoute  k 


l’équation  (65), on  trouvera 

Élém,  de  Caler diff'. 


i6  • 


; 


i'! 


"-V*  ■ 

c i-  :M 


I ' f i 


• »,  > ■ j?  • 


k*  ■►'> 

\ : Z.  '% 
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c^ixïui.  iNTioaii..’. 


■.> 


**  • .V-  « "* 

mui<i{>Hant  m et  diyinm  entaiic  pat  U factenr  comtant 'dn  pH^nicr 

' ipembr&,  on  obticbdra'  ' , » ^ ‘ I . ~ 

/**•-’ Jjt<n+i«»)f==j^^^(a+fa*)a4^-£^i/».^idar(a+ix«)^'  . (67J. 

• ^ ^ \ ■ t • * * - ^ ^ ^ t . ■ , 

- , Par  cettfe  formale  on  ^ouria  donc  faire  dépendre  J’intégrale  de.. .. 

x"^’dx)'a-t’  ix^y,  d’une  autre  daua  Jaqiielle  Pexpoaani  qui  affecta  ]a 
,paicnü)éie  aéra  moindre  d’ude  unité. 

Si  dans  cette  formule  un  met  ensuite  p — ' 1 la  place  de  Pf  l’intégrale 
de  ar*-'d3r  {«  + dépendra  de  pelle  de  a“-'dac(a  + ix’^7*  i pàr 

nu  même  procédé,  celle-ci,  Il  sontOi^r,  dépendra  de  cèlie  de.  T...... 

x’^‘dx{<i+bx;y-^,  et  ainsi  ^e  ibîw  : de  aorte  que  l’et^sadt  dqJa  paren- 
» tHétp  **fa  suçcéssivemcnt  js,  p—r  i,  p — a,  p_ — 3...,  p-ft».  (Par  n , ^ous 
Ycpre'aentona  lejtlut^rand  nombm  entier  contcnualanB  p que  npiîs  tuppo* 
sotu  fractionnairej.Sil’én  peut  obtenir  l’intégrale  de  x**-''djr(a-|-4**)^“*, 
ou  nnra  cefle  ob  l’exptSsant  tic  a+pr'  est  plug,  fort  d’une  Dbi^j  e|f 
ainsi  de  suite,  jusqu’à  l’Aitégrnle  de  x*»-'da(n  -|«6x.")f,  qu’on  obtièndra 
de  cette  ’iuànibre,  en  hn  nombre  Utnité  Je  lermet  alg^riqu'es.  ' 

^ Si  P était  négatif, l’cquatiou  (Ç7)  donneraijt  ^ ' * ’ 


faitAti*  P - 


Oti^anrait 


formnfe  dans  laqucfle,  si  l'on  fait  p négatif,  l’intégrale  proposée  dépendra 
, d’nne  autre  dans  laquelle  l’exposant  de  la  patenthbta  aéra  plna  près  de 

zéro  d’une  nnicé.  ' . • 

' 3a8.  O»  peut  aussi  diminner  l’.exposant  de  x,  hors  de  la  parcnihèrc» 

' Polar,  cet 'bftl , on  égalera  entre  cnx  les  seconds  membres  des  éqna> 

■ lions  (^).et  (66^ , ta  qne  les  premiers  sont  éganx , ce  qui  donnera 

.'tV 

-(a-t.Jx*y- — -yx"‘+*~'(a-f-Sx")r-'dx 

4 ■ a/x'"-'ilxfà-|-ij")l’“'-|-iya"+*“'dx(a-l-éix")r-", 

■ d’oii’l’on  Hferâ  » 


J+"-'(a-l-i*’')^-'dx=(a  4. 


-'dx=(a  4"  i.T")'' flyx"~'dx  (a  fcx")f-' , 


f-'  - , . 
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et  par  couac^eal.  ' 


^ -,  ("  r "»»/»*-  da- ' *' 

• » ; 6(m-hp«)  ^ ’ 

- (aiaoBS  m + n ^ m , P — «eue  équatioa  Seriendra  ^ *,* 


''%■■•  . è(wr  + »n)  ’ •'  - ■ • ■ • '■ 

. -at'  * .'i 

moyen  ^e  cette  fonfBla,  l’int^ale  dépendra' d’tnie  auiredapt  »•-,  . ' 

la^parthearlr'i  hors  delà  pareatliiie,  déviendra  jrv?~*— 'ja^itc  *.  ' 

seconde  intégii^e  dépendra  à son  tonr  «Fune  iroisiime,  dans  Ia<p)eHy  la  , • , 

partie  hor^ d|  la  parenthèse,  scrlm  — an^i:epfontinoant  ainsi,  les  ’ 

e*Ç)sa|s  de  ar  hoVs  de  lÿ  -parenthise'  seront  sncceésivenieni  m — i,  i 

m-n-i  m — !,«  — I,  m — Sn— ;....m_m.-i;  (Par  i7«,  on  • ' 

. einend  ]«  pins  gr«nd  muli^le  rttnforhtc  riani  m.)  , , - i 

A la  dernière  de  ces  opc'rations,  l’éxpoaant  dnir  <ipt»  de  la  parchthèse,  >*  ’ .ie 

dans  le  SKond  membre  de  ré|uation  de  réduction,  sera  donc  m-tm— IJ  ’ . •'  ' 

par  cods^nent  x,  dans  le  premier  membre  Je  oetfe  équation , ‘anrS  v5 


pour  exposant  m — i;(r. — i) n •«-  i : ainsi^  op  faisant  m=xm  — '(r  — i J n, 

dans  la  farm»1p/^\  Ar's>n  — L-  V i-  ' 


dans  la  tDnuule(69),  e(  en  représentant  par  X la  partie  itnégrée 
formule  ûous  donnera  ^ * 

A i'  ' ^ ' % * 


* ■ . ■•  ^ • i[m — (r — i)n-f(pn]  •"■w  )• 


Si  m est  égal  & m,  le  coefficient  ns-—  rn  rat  zéro,  ce  qui  fai^anonir, 
dans  le  sechnd  membre  de  l’cquation  préoédente , la  partie  affectée  du 
sjpnf  d’intégratioD , et  il  reste  ^ 

* * . î ' ■ . "Y*  * ■ • 

♦ /a"-t'--0»-idx'<r+ 6x")r= 


tn(l  +pl' 

Celte  intégrale  étant  déterminée  exactement,  tontes  les  antres  le  sont  à 
leur  tour,  par  conséquent  la  formule  proposée  est  alors  intécrable. 

nas^no  A ^ >'  * I 


c . 


— ■ * a a s SS  swaa*  ra  srs\^ 

3aç).  Nous  avons  supposé  que  m était  posîüf  dgns  la  formule  (63)  qui 
diminue  l’exposant  hors  de  la  parenthèse  ; pour  axoir  celle  qui,  convient 
an  cas  ob  m serait  négatif,  nons  tirerons  de  ta  forntule  (69)  ^ ’ ’ 1 


^ Jjn—nja  ' » '' 

faisant  nt  — n = m,  on  aura  “i  . *1- 

rtta  ' ~ * * 


1 

f 

»•  -V 


* • « i 


y.,  . ‘ N. 

>'  ’ tK'- 


•■  <■>  • ' •*<  V “ ’*•  *.  1’ 

■'  t ■ • . •'  • i 


■è 


O. 

,v\ 


■N 


7 

A :i 


•v-S. 


■U- 


- ' ijaiiMw 


"T-W 


•i 


•<. 


- v;;.- 

f-  ' 


I 

; P 

■ ' > 

,11 

/ ' 

/s*  . * 


r<-' 


■ ' 


. t- 

V ' 


♦ 44  ' ■ •'  rAI.CUI.  IK^OBAI~  > ' ^ ^ 

Au  moy.  n de  celle  fo.nuVe , <iuand  IVxposam  hor.  de  I»  p»rentM*e  est 
ueRalit.  jnntfgnlc  deoend  <|^e-.ipire,  .km.  laquelle  h valcuç  dç  c« 
«iJo;ao.  «t  m^nd«;  ^ n oni.e.  ; *r  IVxposaJlt  de  k , lior.  de  Ja  pâ- 
rcnrtiè.e  ,,^an.  le  secon-l  memUre  de  l’eq^tro.  (71),  <!t^t  i»  + «-  i,;  ^ 
,i  l'on  rcmplaiie  m par  .»  ynhnr  nd((atj»e,  que  non»  repr^enlAron.  par 
m',  eet  «posant ,<levicn.lra  - .-tandis  que  celu.  de  x,  hor. 

' de  io  barentbè*e,  dan.  le  premier  membre,  .era  — m — i ; et  en-eieW^^ 

,i<*rmt  que  les  ralç'ur.  numérique,  iê  *te»  exposan.,  il  est  certain  i}nd' 
-,  (m'—  h)  — 1 .urpaue»  — n*' — « . <hî'»»  nnj|é*'  A i 

■'  350t  Pour  donner  une  .pplication  de  uei  formufcaf  sof^t  ^ \ ^ 


V/Ttri 


• f- 


’ 3>^ri.  ^si  celt,  expremion:  x-dx(i  et^en  Uxomparam  > , 

celle-el,  x»-^dji(«4-*ar*)l’,  i’atwl  ; . ^ 

niwi  = in,  où  mi=m-)7  I , q=  t.«*==^“r  ' » Pf~"~ 

• L’exposant  .k;  la  parrtilhéic  ayant  une  valeur  nnmérique  moindre  ^ue 
ronité.nônkcterchAoA.  i din,inuerj’ex,.d.am  qui  e.t  hors  de  IVparen- 
jhè.o  et,  "en  cqnniq.eüce , 6ou.  .ubsiimeron.  le.  ra^edr.  précédente. 

, .dan.  la  formule  Ifiÿ) , ce  la  chiera  en  celle-ci  : / . ^ 

on  ' 

^le-d*  y/^-  X.  ^ rjn^. . 


* ^ 


m =c  m • 


Si  l’on  foil  .uccertivement 

/>x— d*_.  r-£!n^ 

"‘-aj  i/T=^ 

* . ra*»-«dx_  _ . ■ ">-5 

zs.m  — 'i  4 4v/  V/t— 

m— 7 P x-~*d J 

ëj  v^ï^’ 


»dj 

J V^~' 


V'—*  I 

S--  -7 — H 


m — 6 — 6^ 


mt=in — 6'->- 

r . 

ainsi  dtf  suite.  /»x"— dx 

x»  preiniir»  «le  ce*  équations  nous  donnera  la  valeur  de  j 

qu'o.n  inci^#  dans  l’équation  (7a),  cl  l’on  trouvera 

••  t V * • ' ’ 

V s ' ■'-'  -an 


.♦*  ‘i 


- -, 


< > • “ 


..r  ► 


.V' 


. > 

'i>  ■ / 


- i 


' • •'  /» 
> 

V • i - 


*./  . 
A 


* ÿ 


é . 


t 
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« 

V • . L m'  7n— aj  , m n-~ij 

on  sulisttUKra  ensuite  tuccestivcibciUi  dans  ce  ccsDkat,'les  valeurs  de  ' 

/^x"-<da<  -,  /’»"»*dx  Â>  ’ - 

I - — ■ et  de  I • ,r , ctc.^ 


si  m est  un  nomijre  entier  pak,  la  dernière  iiHegAle  ejne  l'on  obtiendra 
sera 


• . • •'  ■ -P  dx^  » * — / . • - ii'-i.- 

/-—=?=  arc Tsin  = x);  . ■ ^ 

« * y l/l— x>  - 

«s  ■ V-  .J. 


si  m esr  dn  nonsUre  entier  hiipair,  cettedernière  intégrale  sera  ' 
r xdx  ' • ■ ' 


et  comme  alors  xdx  est  la  diSi-rentielle  de'x*,  è un  factenf  constant  près, 
uOns  ferons  ^ — X*  s /'ce  qni  nous  donnera  '•  '-  • • C ' \ 

' f ■.  ^ •• 

•X' 


La  dernière  inie'priilc  e'tant  iroiivt^,  il  eii  nfsnlieqoe  lorsque  m sera  un 
nqmbre  entier,  la  formule  ponfra  toujours  ^Intégrer.  > ^ ^ 


33l.  Prenons  encore  poùr  «zemple  — :•  en.  écrivant  ainsi 

, X"  ^ I — a:»  . « 


celte  expression 

x-"(i  — x*)T‘dx,' 

on  fa  conipai-era  è la  formule  (71)  pour  diminuer  l’exposant  bois  de  la 
parentlièse,  et  l’on  aura  , » ^ 

m — 1 = — m,  assi,  4=-*i,"n=ïn  n — — i- 

anmioyen  de  ces  valeurs,  la  formulé  (71}  deviendra  • _ * 


/x-“dx(i  — X*)  ’ =ï^ ^/x-"+*  dx(i  — 

1—  m 1 — m''  '■  ' ! 

ou  plutdt  ,ra 


r _ _ Vi—x*  • m— a P \l'x  * 

/ X-  k l — X*  ("‘  — » r«  — I ) I/,  _x»  -- 


Si  m est  un  nombre  pair,  par  exemple  8,  l’itilvgrale.do' 


dx 


x»l/l-x* 


■■■  1 


■ ji  -, 


iP  " 


, c 

♦ • 
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a4|6  * •:  >’  àx’l^cvl^  ■<  \ O 

. " V * • ■ dx  . ' * 

fbiMndfa  de  celle  df  ■ ■ l_  jcelle^,  en  y«rtU  dAla  même  fomute. 

‘ ..  **V^i-*-  ■.  • i • 

k.  . d*  , • • î 

;,  jnM]a;ir»  = j;  daqi  ee 


, lïe'pnidA  à ion  toot.  de  celle  de  *7  

dernier  cai , la  formule  (7$}  ^oaaera 


ïf— 4l 

, • /»»  V/i- 


I — X* 


+ Ci 


de!aoi4c  que,  pâr  dei  ibbslitotiosa  inciiNiivei an  oixieiit  l’inle'grale 
Idfaqne  m est  pair.  ^ j 

Dm  ItKas  •«  In  W^impair,  par  exemple  •)■',  en  m^tanV'  sn'ccenive- 
luent  dans, la  formate  (73)  h la  place  de  m,  ki'ratenti'7 , 5,  3f  on  ne 

* ' * ' • ^ ' fft  ““3k 

pooira  a^arrtler  ii  nt=  i;  ^ac^daqe  cçtte  hypothèse,  le  coefficient  — — ^ 
de  la  seconde  intégrale  deviendrait -^=1 — 00;  ain(i,%  plos  petite  va- 

leiir  que  l’on  pourra  donner  h x ,'aeta' x sb  3.  Dana  oelte  hypothèse , Ja 
formule  (73)  deviendra  , ‘ . 

~ -*-x*  ^ I ^ _ dx  • ,*■ 

, ,/xî  “•  s/xv^r:^!;’  V 

dx  ‘ • J \ \ 

Pour  intégrer  l’cxpréssiou  — ^ i - ■ , nous  ferons  x = -,  ce  qùi  Aoé.s 


donnera 


z.^  I — X» 


dz 


dx  = , et  X» 

Z’’  '' 


Vé'z»  — I 


et  par  conséquent 


dx 


dz 


xV^i — X*  \/z*  — i' 

poni  avons  trouvé,  art.  o88,  page  t99, 

donc,'  en  changeant  x en  «,  nous  aurons  ' 

\ dz  ♦ „ . /■— ; 


. » • 
'f - 


...  - -x. 


remettant  pour  z sa  valeur  —,  on  aura 

X - T r 'A;  ■ ■ • .; 

. t.; 
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^ INTéoBATION  DES  ÉONOTIONS  DE  SIE.  ET'  BE  COS.  ^47 

Ainsi  la  fgirXiulc  pou  s'intégrer,  soil'qn’on  prcniié  rn  paît 

x“  K t — ar»  I 

ou  impair.  ^ # . ' '•  * 

De  l’intégration  des  quantités  qui  renferment  dts 
sinus  et  des  cosinus.  . 

33a.  L’îhtégrat^ondb^  quantités  qui  renferment  des  sinus 
et  des  cosinus  dépendant  de  la  possibilité  de  dérelopper 
cos*  X,  cos^  X,  cos^  X,  etc.,  en  faction  des  expressions 
cos  X,  cos  2x,  ÿis  3x,  etc. , nous  allons  démontrer  .prclinii- 
nairement  comment  on  peut  y parvenir  par  la  seulë  Tri- 
gonométrie (note  sepirtme).  . ■ i ' • • 

Si  dans  la  formule  . ' 

cos  (a -f- ^)  = cos  a cos  6 — sinasin^...  (74), 

« a • 

on  fait  a = b,on  aura  . 

t - \ 

'cos  an  = cos*  a — sin*n  = cps*a  — (i-^cOs*o) 

'■  . = 2 cos*  O — I ; 

ou  tire  de  là  , 

cos'a  = ï + 5 cos  aa; 

. i ’ ' 

multipliant  cctto|équation  par  cos  a,  elle  devient 

/ t * . , » ...  --'ij 

cos’a  = ^coso îcosa  . cosaa. . . (75). 

K*.  ■ f.*. 

Or,  si  à l'équation  (74)  on  ajoute  celle-ci  : ■ , ' . 

cos  {b  — n)  = cos  a cos  6 -j-  sin  a sin  6 , '**•" 

on  obtiendra 
< 

, cosa  cos  Z»  = j cos  (a  -f-  i)  -f-  1 cos  {b  — a)  ; ' 
faisant  é r=  2a,  on  aura 


•A  ii* 


t • 


# . 


2481  ■ ^ «cÀiam.  wrioitAi..  . 0 

oosflcôsaa  =;  ï<»s3a+ gçosa; 

* • « * % m i , ' 

« ^ • I • _ 

éliminant  COS  a COS  an,  entre  cette  équation  et  Féquation 
5) , on  trouvera  ^ > . * ••  ' 

• ' cos’a  = gcos'a  4*îCOS^- 

Oa  calcu1«|'ait  par  le  même  procédé  les  puissances  sope- 
rieures  de  cos  a.  , ' 

> 333.  Cela  posé,  Jorsqu’on  aura  à intégrer  Fexpressioih 
cos^aalxy'dans  laquelle  m est' un  nombre  entier , lÜn' mettra 
pqur_  oos'"x,.son  développement  qui,  d’après,  ce- qui  pré> 
cède,  nn.contiendra  j|ae  des  termes  pris,  dans  cette  suite.:a 

constante^  cos  x,  cès  ax,  cos^x,  .été.; 

' M.  , ^ ■ ” 

de  sorte  que  tout  se  réduit  a savoir  intégrer  un  terme  de  la 
forme  cos  inxdx.  ' , 

Pour  cet  effet , nous  remarquèrens  que  si  dans  l’équatioa 

dsinz  = co8  2.  dz, 

on  fait  Z = mx , on  aura  \ 

d sin  mx=s  cosmx.mdx;  '' 


donc 


/cos  mxdx  : 


’ sin  fox  • 


On  trouverait  de  même  que  ' 

!■  . ' f sin  mxdx  = - 


cos  mx 
m 


ê Prenons  pour  exemple  ees‘x,dx:  mettant  pour  cos'x  sa  ' 
valeur  g -f*'  j cos  ax,  nous  aurons 

r Z' 

X 

/cos’xdx  ==B  /(î+^cosax)  dx  = - + i sinax -J-  C. 

■ 334.  Si  l’on  voulait  intégrer  sin"  xdx,  on  procéderait 


•i 
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INTioR^TION  DE»<FONCTlON^  DE'siN-  ET  DE  COS.  3^ 

d’une  panière  analogue;  ou  bien,  en  représentant  par  z .,  \ ► 

î’arc  complébient  de  ar^'on  aurait 


J.-  / 


■ -i>'' 


* = i,_'2  ^et  H da:  = — dz  , sin  ar  = oosz; 

on  ohangeralt  donc  la  formule  siu^af-dx,  en  celle-ci:  ^ •, 

— cos”zdz,  et  l*on  Intégrerait  comme  ci-dessus.  *,  -, 

335.  Prenons  le  cas  plus  général  sin^a:  cô8"xdaf  j si  m esf  •.*  / f S 

pair,  on  fera  m = 27»',  et 'Von  aura  S'intégrer  ' ''V 

- ' •'•7 


sii;j»'"'xcd8'’a:dx  ^ (l  — * cos“x)"‘'co5"afda:.  ^ \ 

On  développera  (i — cos'^"*'',. et  en  multiplTant  par  cos"xdx 
on  obtiendra  une  suite  "oç  termes,  ch^un  de  la  forme  ‘ { 't. 

cos‘xda;,et|’onint^rera  commepi-dessus.  SÎT»  est-impair,j 
on  fera-w  = 27»' 4- I j et  l’on  aHira  i ^ 


sin’"xcos"a:dx  3sin*'"'xcos''X8ina\lx  ^ 


= (i  — cos*x)"*'cos"  afX  — dcoax;—-.  • • 


«re- 


faisant cosx  r=  z,  on  changera  cette  expression  ^ ^ ^ ? 

’ _ (1  _ z*)'"'z*dz; 


1 -4 


’3 

m et  n étant  par  hypothèse  des  entière , on,  développera  • ' . . - 

et  l’on  intégrera.  ' ^ ^ 

33d<  Pour  appliquer  ce  procédé  aux  expi-^sions  , ' 

cos’*  xdx  sin"  xdx  . , ■ , - , ' 


t®côs'"x  ’ 


sjn'x  f»ços'"x 

' - ■ t ^ '’î 

comme  la  seconde  rentre'dâns  l’auire , en  faisant  x=— z,  i 

2 ,■  ' • •■■J 

.nous  ne  considérerons  que  la^première.  Si  tti  est  pair,  nous  ' ^ 
' 


supposerons  m =z  2»i',  et  nous  aurons 


cos'"  xdx  (i  — sin'x)*"'  : 

sin'x  sin*.r 


, ,7»  — I . 

1 — TW  sin*x  -f-  7»  — 


sm“x‘ 


sin4x^-f-  etc*  * 

-d^î  ' 


■ '’'7‘ 

- .-ij  . '*•  ^ 


- ■ 

J . - • A • V 


• > 7 


‘ti  'b  4 

' ’ J-  . * • . .-i . -k.v 


4** 


» 


' ' . cÎLCtil  lH'SàfnAL.  J,  • -,  . 

^preiksion  don^  l’iatégrâle  cU^ndra  de  celle»  de  sia|^d^  et 


, ‘ d* 
de 

sin 


* Nous  sfcvon»  intégrer  la  preiiiièré,  et  nàus'Terrom  b^ntôt 
'v  comment  i’intëgre  la  seconde.  Si,m  est  imp<^r,  en  îabant 

' m — 2m'  -if-  'i  , or»  aura  ' • . 

' ‘ coi"xdx  h n- *in*x)^ CO» aîitr  ■ . , .côsxdx*, 

— : s=J — 7-i — ^ =Ti — nr  iin*x  + *»c.) — : 

•»in»x  nii'x  , « 

• . • ** 

exprelsion  dont  l’intégrale  dépendra  dé  celles  de 

, sin'jrçosjrd*  et  de  ; nobslhToa»  traité  de  la  pre- 

‘ ’ • ' • Sin** 

ftniëre  art<  334»  ocdupons*nous  dé'la  ^co'nde.  Pour  intégser 


dx  cos  k 


, nous  iêAnis  sinxssz;  donc  dxcQsx  = dz,et 


■ sin'x 
' » «par  conséquent  • . , 


• i ■»  feif.i  =î^+  c.-  '• 

■ t J , *in*x  J g,*  ■■  l—k 

A l’^ard  de  l’intégrale  dé  la  même  transformation 


changera  Wtfû  expression  en  - — ^ 'formule  q 

z*V/i  — z'* 

savons  intégl'er. 


ue  nous  v 


’ •» 


dx 


\ (• 


33n.  Enfin , së  l’on  a à intégrer  — ^ r-r"  , on  multipliera 

J.  ' , ■ . ^ ^ »ctB'"xsin"x  ‘ 

cette  expression  par  cos^-f~^'i*’^i  quantité  qui  équivaut  à 

l’imité,  |t  l’on  aura  • " * 

' V ' . dx  * •_  » dx  dx  _ ■ 

cos"'irsin"x  cos*~*xsin*.r  ' cos'”xsin“~*x  ’ 

par  on  (iiminuera  la  somme  des  6.\posans  du  dénomina-^ 
téurpe^  en  répélanf  un  certain  nombre  de  fois  celte  opé-^ 
ratiUn,  et  endettant  successivqmeftt  à part  toutes  les  frac- 


. -a 


» * 


Digilir-iti  by  Çioo^le 


> b . 


■ r-  . 


> 4^1 

\ 


,J 


», 

d 


1 ' 


> • ' î 

INTéoKATION  DES  EONCTIONS,  D*  SIN.  ET  DE  COS.  a3I 

lions  qui,  dansleurs  dcnomibateurs,  ne  ECrtferment  qu’une  ^ ^ 

puissance  d’uîî  smus  ou  d’un  cosinus  (parce  qu’on  sait  inté-  _ ^ ■ ' 

1 r à In  flt»rniJ>rt>  oné- 


. * 


grer  ces  fractipq^  d’après  ce  qui  précédé)  ,a  la  dernière  ope-  ^ 

ration  , on  tom^ra  sur  des  termes,qui  pourront encor^con-  **  , ■ \ 


tenir  des  puissances  de  siniis  et  de  cosinus,  ou  qui  seront 


des  ^fermes  Suivantes  : 


■ i 


d* 


djf 


dx  * 


sin  J^cosx’ . cosx  sin  x 


Pour  intégrer -T — — : on  màUipliera  le  numérateur  par  ! ^ 

* ° sinxcosx  • * ^ '■»  ni 

cos'x+sih*x,  et  l’on  aura  ' ’ , -.J 

■ ■ 


-'i 


dx 


8inxco%^ 


, co  s X 
= dx  — 


, Sin  X dsinas  dcosx-  ' 
• dx = — : 


sinx  ■ cosx  sinx.  cps*  ^ 
expression 'dont  l’intégrale  est  , 


logsmx  — log  cosx -f- log’C  ==  logé  tang».  . 

^ . V * 


■,r 


Pour  intégrer  — , on  fera  cosx:=:z,  et  Von  aura 

O cm  *•  * 


sm  X 


« , dz  dx 

dx  = : et 


d% 


sm  X 


sin  X 


siu  X 


J. 

=— Æt->  •' 


formule  intégrable  par  -la  méthode  des  fractions  rationnelles. 
(1^ 

A l*égard  de , on  supposera  sinjc  = z,  et  l’on  trouvera 


rdx  r dz  0 *' 

J cosx  ifj  —Z»’  ’ * 


. 338.  Eu  général , on  peut  toujours  transformer  les  ex-*  ^ 
pressions  qui  contiennent  des  sinus  et  des  cosinus  en  d’autres, 
^ùl  n’en  renferment  pas  : pour  cela,  il  suffit  d’égaler  sin  X 
'•U  cosx  à une  nouvelle  variable  z.  Par  exemple;  si  dans 
l’expression  5in"*x  cos'xdx,  on  suppose  ÿîhx':=:z,  on  aurb 


i 

5 


. - w ^ 


‘ #• 


» ‘*t 


# * N 

V • 


‘ *‘  4 

J 


.*1. 

a *'  » ’■  ' A •• 

^ . . • 


" .'-h  ■ 

'V  -'.-îfe':»;:.  ; t-  i: . 


s 

r i 


SSa 


coçx 


* Calcul  inteor al. 
V/ 1 — Z*  et  '*ilx  = 


‘2^  ■substitua»!,  on  trouvera 


. ■ . • sin"’xcos"x(Ix=  — z*)*(:  — z’)  Az 

•'■•■■  •'  Ht  ■ ■ •=!  H ■•.4* 


= z"(l  — Z’)  • <lz, 

’Vj-i: 


i-  ! • ^pression  qüi  se  rapportée  aux  différentielles  binômes. 

On  peut  aussi  appliquer  irainidiàtement  l’intégt'alidù 


<♦ 


par 


■•■  -i- 

A->- 


parties  à l’expression  (tysin'“x  cos"xdx. 

S3f).  Enfin , les  forVnuIeS’trigonôinctriqUes  peuvent  être 
aus^  employées  avec  avantage  dans  de-certaiûs  cas.  Pour  . 
intégrer,  par-exemple,  sin  üix  cosnxdxj.  comme  la  Trigo- 
nométrie nouxdonnfi  ' 

’ t * » ' • 

sinacosi  = 5’sjn(«-|-éX.+ ' 

. "fen  cofnpar.ant  l’expression  sinmxcosnx  à cette  formule, 
*on  trouvera 

sin  /nxçosnxdx  = isin[T[n»-j-/i)x]dx-}-  ; sin[(m  — n)  x]dx, 
et  l’jnt^ale  sera , art.  333 , ^ 

*•  ■■ 

^ , cosfCm -b- n)x3^  , cos[(m  — n)x] 

^ î — — : — i — • * . 

, V m-j-n  m — n 

'.t  De  l’intégration  .des  quantités  exponentielles  et 

logarithmiques.  ^ 

34t)  Î1  a été  démontré,  art.  37.,  équation  (x5) , qu’en  pre- 
, nant  les  logarithmes  dans  le  système  Népérien , on  avait 


V'  sa-  -J-  (*)  Ps|Ut  la  coiuparcr  i ml»',  ail.  379,  «ju:ilion  (19),  on  la  éccoinposijrn- 

- - • ir-'  : • •’ 


V ■V  . * 

■ ^JS 
'*  11'» 


sin*-’x.cos’'aain  jc]jr= — sin^-'x.»! — î— cos*+'x.  . * 

n + i . ■ , 


£ïe  • - i.  V ** 


: ■-  . ««v 


INTé#IIATlOII  «Kfr-QliANT.  EXPONENT.  ET  EDO.  • 

tiy  = a*dxlog  ay donc,  réciproquement, 
fa‘ix  = 


logrt" 


Ceci'peut  nouf  servir  pour  intégrer  l’espression  générale 
n*Xdx , dans  laquelle  X est  une  fonction,  de  «.  Pour  cet 
effet,  nous  écrirons  ainsi  cette  expression  : X.a*da:;  et  en 
intégrant  par  parties,  art.  27g,  nous  aurons 

X.a* 

log  a J loga 

Cela  posé,  en  dilTérenciant  successivement  la  foi^tion  X, 
nous  en  tirerons  d,^=X'dx^dX'=i:X"dr,etc.;  donc 


= (,6). 


* 

\ * 


• *• 
> » ' 


r , X'  r a*  . 

I: dX  ou  f ,o*dx  = - rrrO*  — 1~ r<lX  ; 

J log  a ,/  log  a ' ^(loga)*  ’ 

substituant  cette  valeur  à Ja  place  du  dernier  terme  de  l’é* 
qjjation'(76) , nous  obti  endrons 


En  continuant  d’opérer  de  la  sorte , nous  parviendrons  à ce 
développement 


î>-¥ 


^ I X" X-  XÇ”)  Y'’ 

\log«  (loga)*"^  (b>g«)^'-  (loga)*  ^logâ)"+‘/  . 


XÇ») 

_ ^a^dX(») 
J (loga)»-*-*' 

t 

Si,  en  prenant  la  suite  des  coefiieiens  diiférentiels  X',  X*,.- 
X*. . .Xt»),  le  dernier  de  ces  eoefficiens  est  constant,  on 
aura  dXt")  = o,  et  alors  la  partie  intégrale  s’évanouira. 

341.  Prenons  pour  exemple  X = x'* , d’où  l’on  déduit 


•■-V. 

V 


X'  = 3x',  X"=2.3x,  X" 


Xt")  = 0.2; 


4 ^ 

'M- 


*-•  K‘‘ 


V 

9:  -*v 

. ■ 


i* 


^ ■ » 
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V 
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» •• 
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■-1 
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»'a54 

donc 


• 

9 . 


y 

f x'f^àx  = O*  L| — 
Vloa 


I cAf.coi.  iNTénnAL. 
. • . 

3x‘ 


«-■i 


* 

a.3x 


2.3 


loga  (logfl)*  (log  a)*  (loga)< 


ÿ>- 


• ,* 


\ • 


î‘  J, 


Si.  l’on  fait  a égal  an  oonibre  e ,.q&i  est  la  base  sjl^ème 
Népérien,  loga  devient  loge;  or,  1oge,=  i , en  vertu  de 
l’éqnatidn  e e*'’^'*;  par  conséquent  ' \ 

f x*e*àx  — e*(ar'*  — 3r“  -}■  ® 2. 3), 

» » 

* 34^.  On  peut  encore  parvenir  à un  autre  développement 

de/a*'.  X<li.  Pour  cela  faisons  /Xdx  = P,  /Pdx  = Q, 

jtjdi  — R,  etc.,  et  intégrons*  par  parties,  art  279,  nous 
' ■%  ■ ) ' > ' 
aurons  , ^ . . . 

yà*.^dx  = a*P  — /a*log  a.Pdx.  (77) , * 

/o*loga.Pdx  = a*logayQ.— /o*(Ioga)*Qdx;  ' _ 

et  en  substituant,  l’équation '{^7)  d^iendra 

/a*.Xdx=,a?P  — a*l'oga.Q  + /a*(loga)*Qd.j.  «e 


* ' 1 / ^ En  continuant  d’intégrer  par  parties  , on  aura  en  général 

r;.  ■**•  * ya*Xdx-==.a*[P —121080 -|“  ROeg®)*  — etc.].... 


.•'* . 


(dt  /Za?(Ioga)"  dx. 


, , t 34^*  Si  l’on  applique  cette  formule,  au  cas  où  X=  ^ 

y-'  • •»  ^ on  trouvera  • 


V / ' 


.} 


^®"”4xt’  ^~3.4x«; 


R=- 


z= 


2.3.4X*’  2.3.4^^’  ■ 


J.  - A 


donc 


■ xF  * loga  loga*  ~|  logq^  ra*dx  J 

■ 4^  3.4x’  2.3.4*’‘J  2.3.4./  ^ 


•A  . • 

. -,  a*dx 

• ' * L’intégrale  de  est  une  fonction  transcendante  qu’on 


; *;» 


rf'. 


1 

■A.-'f  ■ .• 

4‘.  -•  VS* 


n’a  pu' déterminer  jusrju’à  ce  jour. 
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INxioRATION  DES  QDANTJTÉS  FXeOMF.NT.  ET  l.CMK  sSS 

344-  En  générai , on  voit  que  quelque'  puissance  néga- 
l'iTe  et  entière  que  l’on  prenne  pour  exposant  de  x,  on  doit 

toujours  tomber  sur  cette  transcendante ; car, dans 

les  fonctions  successives  P,  Q,  R,„etc.  , les  exposans  de  x 
diminuant  toujours  d’une  unité,  la  dernière  de  ces  fonctions 

A •>  ' t ' 

doit  être  de  la  forme  — , et  par  conséquent  la  dernière  intq- 


gral^  sera 

. e 


r.  N 

A 


parce  que  A est  constant.  . / 

Pour  avoir  une  valeur 'approchée  de  l’intégrale  de. . . 

Ati-^dx  , „ ' . ■ * “ 

— ^ — , on  na  d autres'  moyens  que  de  sub^ltuer  dans 

celte, expression  lé  développement  de  a*  qui'est,  comme 
ou  l’a  TU,-  ‘ - 

• I -|-.rlog  a4- ^(logû)’  -f-^  (loga)*-f  ^c.J  ' 

2 2 U O i 0 

' f 

et  d’intégrer  ensuite  chaque  terme. 

345.  Si  daps  l’équation  - — = d ^ogn,  ou  plutôt. 


du  M d log  M,  on  fait  u srr,  on  aura  • 

dxT  = x)'dlogxJ’;  ^ , 

' y 

ainsi , toutes  les  fois  qu’on  pourra  décomposer  une  dilTéren= 
, tielle  en  deux  valeurs  dont  l’une  soit  représentée  par  xr , et 
l’autre  d log  , l’intégrale  sera  x^  -f-  C. 

346.  L’intégration  par  parties  peut  aussi  s’appliquer  à 
celle  de  l’expression  Xdx  (log  x)";  car  si  l’on  représente 
par  X, , l’intégrale  de  Xdx,  on  aura 

, /'Xdx(logx)"=  X,(log  x)" — n ^^^dx  (log  x)*~*. 


< /■ 


J 


A 

'•  1 • 


, -î  , t ' 

K'  . 

■ / f ■ 
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, i56  • CALCUL  INTÉGRAL.  , ’ 

* On  fera  riépencîrc  É son  tour  colle  dernière  intégrale  d’une 
antre,  de  la  forme  /X/lo;  (log  et  ainsi  de  suite.  ^ ^ 


' De  la  série  de  Jean  BemouilU. 

34 'J.  Nous  avons  vu  que  beaucoup  d’expressions  difFéren- 
tielles  n’étaient  intégrables  qu’nprès  avoir  été  réduites  en 
séries,  ei  que,  pour  cet  effet,  en  désignant  par  Xdx  une 
différentielle  dans  laquelle  X est  une  fonction  quelconque 
de  Xj.  il  fallait  prélinainaireinent  réduire  en  sériera  fonc- 
tion qui  est  représentée  par  X , et  intégrer  ensuite  après 
avoir  substitué  ce  développement  ditns  la  formule  Xdx. 

La  série  de  Bernouiltî  a l’avantage  de  réduire  /Xdx  en 
série,  avant  même  que  Pdn  ait  donné  la  formé  de  X;  cette 
série  est  dans  le  Calcul  intégral  ce  que  celle  de  ïaylor  est 
dans  le  Calcul  différentiel.  Voici  jde  quelle  manière  on  la 
démontre.  Cliercbant  d’abord  à intégrer  Xda?  ]>ar  parties, 
art.25g',on  comparera  /Xdx  au  premier  terme  de  la  fui'mule 


■>  V 


‘t  , 


..V.. 


et  l’on  aura 


fudv  = uv  — fvdu, 
X = U,  dr  = du; 


par  conséquent  l’intégration  par  parties  s’cffefctuera  en  écri- 
vant ■■ 

/Xdx  = Xx — /xdX...  (78);  ^ 

l’intégrale  se  prenant  par  rapport  à la  variable  x,  npus 
avonÿ 

tlX=  — .dx;  • >■ 


dx 


par  conséquent 


xdx. 


Intégrant  encore  |>ar  parties,  u sera  représenté,  dans  ce 


( 


DI  LA  s£fiB  DK  JEAN  BBKlfODILLl. 


dX 


_ OA.  , , 

***  * ®*-  di*  par  ardof ; de  _ sorte  que  nous  aurons 


X ^ 

, ét  nous  trouverons 

2 


raX  • dX  a:*  rar*  'd»X 

J dï"^"=d^-7-yT- dx’  ‘ V, 

• • 

ou , ep  ibet^nt  ?a  fraction  -J  iiors  du  signe  d^inté’gratioi», 
rdX  d»,  a:»;  Z’  d*X 

, d*X  d'X 

reiDpiaçant  par  — ^ dx  et  opérant  de  même,  nous  ob- 
tiendrons . * * ■* 

et  ainsi  de  suHe.  ; 

Substituant  Uvaleur  du  premiermembredel’équation  (7^9)“ 
dans  l’équation  (78),  et  portant  ensuite,  dans  le  résultat  ,^lle 
du  premièr  membre  de  l’équatibn  (80) , nous  obtiendrons  • 

r\,]r "y-r  — _l  . . •' 

yAUx  — Ax  — . + _etp.4-co^ 


(80),' 


dx  ‘ 1.2  dx*  ■ 1.2.3 

De  la  quadrature  des  courbes. 


,'^/r 


.K 


* \ 


348.  Soitj.fig.  75,  Paire  ABMP  d’une  courbe*  plane p Fig.  <-5.*^  .• 
si  Pabscisse  AP  = x devient  AF  = x + A,  Paire  a de-  ' • • 

tiendra  i 

on  aura  donc  . , • 

aire  mixtiligne  PMM'P'  = ^ A + ^ etc.  ; C . ' 

• dx  dJf*  2 ’ , * 

Èlêm.  de  Cale.  Dijff.  jn 


- f .\ 


' . . ■ 

4 ’ , i 

•V-  .'i  *-r*  ' ' • --  - - ' '• 


' I 


: '■'{ 


• r ' 
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celte  aire  est  comprise  eutrç  les  «leux  rectan^es  PM  .^ct 
P'M , dont  il  est  facile  d’aroir  les  expressions  «nalylupies  : 

le  rectangle  PM^  =:  P* AP  X PP^  "f"  ^)  • ^ > 

le  rectangle  FM  = PM  X PP'  = 

le  rapport  de  ces  rectangle»  est^  • 

’■ /[x  h).h- Jjx  + h)  _ . 

f x.h  ~ “ /x  ’ 

dansie  cas  de  la  limite,  ce  rapport  se  réduit  fc 


J'x- 

r = *• 

fi 


• m 

9 


Or,  la  surface  ipixliligne  PMM'F  étant  comprise  entre 
les  deux  rectandes,  diffère  moins  du  rectangUî  FA|J  que 
le  rectangle  PM  ; donc,  si  dans  le  cas  de  la  limite  on  a 

— = 1 à plus  forte  raison  l’unité  sera  Illimité  du  rap- 
FM  ' ^ ■ " 


port 


''Si  ^ 


aire  PMM'F 
rectangle  P^M' 


En  remplaçant  les  termes  de  ce»  rapports  par  leurs  expres- 
sions analytiques,  on  aura 

dx  ” ^ d*x  2 ^ dx  ^ dx*^ . 


. - fx.h  “ fx 

on  passera  à la  limite  en  faisant  ^ = o , et  l’on  trouvera 

_ I d’où  ds  = /x.dx  -,  et  en  mettant  pour ^x  sa  va- 
dx/x  ’ 
leur,  on  aura 

ds=rda:...  (8i).  •* 

349.  On  peut  aussi  déterminer  la  différentielle  de  l’aiVc 


i ■ 


DE  i!X  q9adbaturb^  Dis  cuuiiiiEs.'  aSg 

^courbe,  parla  métiiode  des  é^ij^ineat  pelils,  delà 
in'anièrfe  suivante . Bar?  ^6  : * » ’ ui 


Fig.  76. 


^apèie  PMjyi'P'^^  ppr^-y-Hr+’tr)  ^ j-,  ' 

, '*  -*■  » • 

rejetant  ^ardj'ooinihe’ÎDflfcmieot  petit  du 'second  ordre , il 
^ restey'dx  pffur'Ja  difr<i|^utielle. 


935d.‘  Pour  prenïière  applicationr,  cberchon.s,  fig.'77 , l’airfe  Fig.  77,  li,. 
d’une  portion  ^BMP  de  parilfcle.  Soit  j-*  = mx  j’équation 


1 I — — a V>«^u«sviv/ll 

iW  c^te  paraWïTe,  dont  l’origine  est  on  trouve,  eu  dif- 


fére^iant^  2j-d^  = mda;;  donc  da:  =^d^,  et  par  cop- 


2 Y' 

séquent  j-dx=z.^djr:  intégrant , on  a 


P<^r  déterminer, la  constante,  j’observe  que  lorsque j"=:o, 
l’intégrale,  jjui  exprime  la  surface  eberebée,  e.st  nulle  en 
même  temps.  Cette  hypothèse  réduit  l’équation  (8a)  à 
O = o -j-  C } donc  , . 


. i--  . ^ 
* 


■•-H 


rrdx=-^\=iZ- 


3-X77«:=-^. 


35i.  Nous  avons  maintenant  des  observations  importantes 
à faire  sur  la  détermination  de  la  constante:  pour  ce^â,’, 
résolvons  le  même  problème  en  prenant  la  parabole  dont 
l’équation  est  ^ 

X*  = m + nx. . . (83). 

L’origine  des  abscisses  ici  n’est  plus  au  sommet  de  la  courbe, 
car,  en  faisant j-=  o,  l’équation  (83)  donne’x=‘--^;"ét 

comme  cette  abscisse  doit  se  terminer  au  point  B,  Bg. 

• I?*- 


78. 


V,  . ♦. 


H , 


' r 


■'«■i.'  V 


4 

k; 


■*.  1 


• N 

• . Dini^ 


"® — 


7ÜO  . 


. OAtpiaL  iNriotAÊ.  ' * 


où  j-  = 0, 0n  perlera*—  Ae  B^ea  A ,^et  le  point  A ^a  té- 

rigin^Ccla  posé,  en  opérant  (omnae  ptéc^enmeat,  nia-  . 
trouveip  * • ..  *•  * . * 


jj^  dj^ndx  ; denc  ^dx=-^,cj|f  ft  ^d*=| 
î ^ ♦ i 

Peur  déterininer  la  conatante,  j’obser^ 

8-  ADMP,  £g-  ^8,  qui  repréé4|te  ici  4’intÿ^alCj  deh  être 
nulle  lorsque  l’ordabnée  lyiP /:oïnci<le  avcc.K^D;  or,  AO 
étant  l^ordonnée  qui  passe  par  l’origine  A oii  lÉal|p!fsse 
,r  = O, ^l’équation  (83)  nous  dontiera,  (^ns  citte 
thèse, 

' ♦ 

* • A 

J-  ou  DA=^  faisant  donc  /^dxs=o  et^r=  V<a»  > 


^2'  yw* 
on  (84)  à o=—  - — }-'Cj  (%ù 

* 3 n Ttt 

\ . a 3* 

— I 

2 TTt  * ' * 

rpn  déduit  C=  — ^ — , et  par  conséquent  l'intégraje  oker- 

* * d 71  Jk 

chéeest  ' , • ’ ’ , *•. 

♦ ^ - ' • 

2 2 ?W  • ‘ • 

Jrdx  ~ ç - — = dire  ADMP.  ' , 

3 ,n  in-. 


m * 


Bans  ce  qai  précède,  nous  avons  tiré  de  l’équation  rde 
la  coiirbe  la  valeur  de  dar , pour  la  substituer  dans  la  for- 
mule yàx,  et  intégrer  ensuite.  Nous  aurions  pu  opérer 
autrement,  en  mettant  dans  celte  expression  la  valeur  de 
JT  plutôt  que  celle  de  djf;  car,  pour  obtenir  l’intégrale?  il 
suffit  que  la  diO'érèntielle  proposée  ne  contienne  qu’une  ■ ' 
variable;  ainsi  on  choisira. la  sub4itution  qui  exigera  le 
Inoins  de  calculs.  ^ , -v  ' 

^36^.  Une  intégrale  telle  qnejQ(r.dx,  peut  toujours  re- 
présenter l’aire  d’une  courbe  dont  l’équation  serait  fx‘. 
en  èfiet)  cette  équation  étant  donnée,  si  l’on  substitue  iâ 
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valeur  Je  d#iis  I»  libftuule  fjAx,  on  aura  j(/*.  J*v  pour 
la  surface  de  cel4e  cqürbe.  C’est  pourquoi  lorsqu’on  pro—  ■ 
blême  nous  a ctviduH^  à intégrer  une  fonction  d’une  seul» 
variable,  on  dit  que  ce  problème  est  ramené  aux  quadra- * 
tures.  _ ■ » ■ 

353.' Soit  ^ une  fonction  X de  x,  et  supposons  qu’on 
ij^tégrant  Xda;  on  ait  obtenu 


/Xdar  = Fa:  + Ç,..  (85), 

^ cctte(iiitégrale,,dans  laquelle  la  constante  C n’est  paseno^ 
déterminée,  porte  le  nom  S intégrale  ituiéjirue  génénale,  ou 
plus  simplement  A'inlégrale  indéfinie,  et  elle  est  cobiplète 
lorsqu’elle  rcnfewne  la  constante  arbitraire  C. 

354.  Si, par  uné^ypotbêse,  o*n  détermine  cette  constante  , 
C;  si  l’on  suppose,  par  exemple,  que  /Xdar  doive  s’éva-  ^ 
nouir  lorsque  x-^a,  l’équation  (85)  donne,  dans  Ce  cas, 
o = Fl(ï-J-C;  donc  C = — Fa,  et  cette  même  équation  (85) 
devient  V ■ 

, /"Xd.r,.::=  Fx — Faj 


cette  intégrale  Fx  — Fa  est  alors  une  intégrale  particuliç^’e, 
et  l’on  voit  que  le  nombre  des  intégrales  particulières  d*Une  * 

expression  différentielle  est  illimité,  puis([u’on  peut  établir 
uueinfinité  d’bypotbèses  différentes  sur  la  constante. 

355.  Lorsqu’on  fait  l’iiypotbèsc  de  l’intégrale  nulle  çt 
de  x=  a,  c’est  admettre  qu’eii  prenant,  fig.  79,  une  al»-  l'g-  79* 
cissê  AB  — a,  la  surface  soit  comprise  entre  la  limite  BD 
et  fa  limite  indéfinie  MP  qui  correspond  à APz=x;  donc 
•l’opération  par  laquelle  nous  déterminons  une  intégrale 
particulière  est  la  même  que  celle  qui  fixerait  la  position 
de  la  limite  BD,  depuis  laquelle  on  compte  l’intégral^ La 
seconde  limite  PAf  sera  fixée  à son  tour  iinariablement , sî 
nousdonnons  à X une  valeur  déterminée ; alors  l’intégra)e  *.  * '■ 
|)arliculicre /Xd.r  = Fx  — Fa,  deviendra 
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' • f 


362  • # CAtCUI.  INtJbBAL.  * * . 

’ . ' * '/Xdx  = f'i^Fa.t/ (86),-' 

- > -*  . ■ ,• 

wrface:  BDMP  ne  sera  plus  aibHii'air|.  Çam  ce  cas^ 

. l’intégrale  porte  le  nom  d'intégrale  décrue,  et  l’oa  dit. qu’elle 
esl  prisc.depuis  x = a jusqu’à  x=b, 

. 356.  Foor,(l|bigner  une* intégrale  d^oe  g^re,  on*^em- 
ploie  la  notation  suirantc , qui  est  due  à M.  Fourier , * ' j 


JT*  Xdx  zi  E*,—  F«, 


■ ' • ' 
ce  qui  «gniCe  que  l’intégrale  est  prise  entre  les  limites  a 
et  b.  : , 

Par  exemple , si  l’oii avait  -*  ' ■ 

■ s ' 

' 'Ÿ  ' 

J a ' J h •. 

celte  expression  nous  indiquerait  que  l’intégrale  prise  de- 
puis a jusqu’à  à,  a (0  continuée  6e  bcnrc,  de  sorte  que 
- l’intégrale  totale  se  trouvait  expripiée  par 

xdx.  ' • • ‘ - ; 


pxd 
, J » - 


357.  Gherchous  maintenant  l’intégrale  définie  dè^x"dx; 
nous  sommes  donc  censé  connaître  deux  valeurs  a , 
qui'satisfbnt  à l’intégrale  indéfinie 

+G...  ‘(87)."  . 

m -f;  1 . \ , w 

Supposons  que  la  première  corresponde  à /Xdx=o,, 
on  aura 


' > 

él  l’intégrale  particulière  sera 


t-G  = o;  ♦ 


' 'T  i 

Sr  ’ 
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i.  fx^Ax  = 


m + I m -f;  1 ‘ 


Nous  ferons  ensuite  * = 6,  et  nous  aùt'bns  pour  l’intégrale 

définie  . ' ■ 

• .-n-t*»-'  V 

, . /x"d*=; 


' m+ 1 ?»  + j 


V , 

358.  On  parvient  aussi  4 cette  intégrale  en  faisant  suc- 
cessivemeét  x = a et  i =r  6 dans  l’intégrale  indcfmio^^et 
l’on  a • ),r 

„m4-l  A»+i  i • 

hC,  et  — _+Ci 

7»  + I ^ ’ m -4-  I ^ ^ 

a * • * 


I 


-1 


ou  retranchera  ensuite  le  premier  résultat  du  second;  mais, 

CD  prenant  cette  différence,  il  faut  toujours  avoir'soin  que  ^ 
la  partie  soustraite  soit  la  valeur  Üe  la  fonction  de  a?  à 1 o- 
rigine  de  l’intégrale.  r 

359.  Poué  troisième  application , diiterininons  l’aire  d’un  . ' ’ ’ 

trfcngle  rectangle  ABC,  fig.  80  : l’^j^ion  de  la  droite  AC  Fig.  8«.  * ^ 
» étant  = or,  en  mettant  cette  valeur  de  ^ dans  la  fof-  • .*■  _i 

inule^da: , on  obtient  axAx\  donc^,  “ * , 


ajf* 


Jjràx  = faxàdt  = C; 


la  surface  étant  nuHe  quand  a:  = o , la  constante  est  égale 
è néro,  donc 


rfl 

'•  H 


ox*  X . xr 

aire  ABC  =, — t X ^ = — • 

2 dl  2 


1 


36o.  Si  dans  la  formule  jrAx  on  met  la  valeur  de  jr,  tirée 
de  l’équation  du  cercle,  on  trouvera  fdx[/ a^ — ar*  pour 
l’expression  de  l’aire  du  cercle.  Nous  avons  vu,  art  282, 
que  cette  intégrale  avait  pour  valeur 


.4 


4» 


^ • 


< 

• ^ - 


- ,*• 

• ' 


■?  .Diyitseid  ti^fjOligle 


a64 
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' ' JT  ^ • • • ' / * 3\ 

^ ^/a»  _ *■ -f- i a*  arc  r sin  = -^  + C. 

« » ‘ * 

La  partie  î«*  arc  ^sin=:^^  ne  poayant  se  déterminer 

qu’en  supposant  connu  le  rapport  du  diamètre  à la  circon- 
férence (*)  , on  Toit  que  l’intégration  de  dx[/a‘ — ^x* 
nO  peut  conduire  à la  solution  du  problème  de  la  quadra- 
ture du  cercle*  Il  en  est  de  mén^e  dé  la  quadrature  dè  Fcl- 
lipse  qui  dépend  de  , ■ . • ‘ 

• r , 

• * . . • ' , 

Si  l’oji  compare  ,ces  deux  expreûions,  oft,en  tirera  la 

proportion  ‘ ‘ ' 

aire  ellipse  t aire, cercle  \ -~fdx{/ a‘ — : fdx ^ a*— x“ , 


ou 


aire  elliw^^.  aire  cercle  ; ; - II,- 


; ■ 

« 


1 I 


d’oà  l’on  tire  • ' ^ 

b * ^ ' b ' 

» .aire  eH^pse  5=  - x aire  cercle  =:  - = iab* 

« « » ■» 

' . . • . . J 

’ De  la  rectification' des  câkrbes.  •*  * 

, , ; . • * 

36i.  Rectifier  une  courbe,  c’est  ol^miir  une' droite  égale 
è un  arc  de  courbe.  Nous  avons  trouvée,  art.  i^g,  que  la 
différentielle  d’un  arc  decouAie  avait  potir  expression 

. • ‘ • • 

I ds  = v/d**-f-dj-»...  (88);  * 


(*)  Si,  par  exemple,  x = -a,  j’ai  — = g,  et  j’opère  comme  dans  4' 
l’art.  378, 'pour  déterminer  l’arc  correspondant. 


♦ * 
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une  équation  entre?  dpux  vai^ables^  et  étant  donnée^  si 
l’on  vent  rectifier  la  co.urbe  à laquelle  elle  appartient,  on 
dilFérenciera  cette  équation , et  on  en  tirerà  la  râleur  de  d*  . 
* ou  de' jIt*,  qu’oq  substituera  dans  l’expression  (88);  alors  le 
radical  ne  contiendra  plus  qu’une  variable , et  sj  l’on  peut 
, "obtenir  l’ûntégrjde,  U courbe  sera  rectifiable.  ’ * 

■ 362.  Prenons,  pôur  ex!é9ipl»,*la  courbe  ('*)  dont  l’équa- 

tiou  = nr®,  a été  trouyée  art  166  à l’aide  d’autres  coor- 
• données  ; cette  équatlpn’^éttint  dUTérenciée,  nous  donnera 

* f ’ 

: It/urdx,  • 


• « 


dlbù  nous  tirerons 


9.nx  % n*jc®  ''  « 4*nr*  ‘ 4^* 


■5  . 


substituant  on  a 


% i,  •• 


■ Vdr*  + d/®ir=  » • * 


4y 


. 


àj"  étant  la  diSérentielle  d?  l’expresÜdn  qui  estions  le  Ra- 
dical, à une  constante  près,  nous  ferons ,' article  27s, 


9Z 
4« 

aurons 


7-  + I — Z,  dluù  l’on  tire  ùjr  = — tlz;  substituant, nous  * 

9 • . ■ * 


. ♦ 


donc 


V' à3*  +^*  :S:  — Z*  tb  J - 

‘ 9 ‘ . 


(*}  Elle  porte  le  nom  de  seconde  parabole  ctHiqûe.4ijmXle  cqeaiioa, , 
ainsi  qne  celle  de  la  parabole  ordinàin,  n’est  qa’nn  uBs’  particulier 
de.  Ilcqnation  generale  y"*  = ax"j  c’est  pourquoi  cette  équation  est  ap- 
jiclée  V équation  de  la  parabole  Jetons  les  ordres. 

On  a anssi  regardé  l'éqnalion  xy  = a de  l’hyperbole  cotre  sCs  asynip- 
leics,  comme  un  casÿarticulior  de  l’cquali^nç'dy^ :3i «'■'t"',  quresrap- 
jiele'e  pour  cette  raison,  lV</i?ktioA  <te  l’hyperbole  de  tous  les  ordres. 


• » 

••r 


e 

• r 


f 

d» 


» ■ >■ 

*« 


*■*; 
» s ’ 


.4  • - M ' ■ i- 

' . ■ f ' . . 

» ^ ^ ' * .4 


. « 


« 

. c 


* ■"  ^ ^ 
V ^^4'*  «ALCUL  VITÉOML. 

■•♦  ♦*••'■'  ^>-  ‘¥  ' !*  *.•,•'.••  • ■'•-•  ^ 

• * •.“  9 .3  ' 27,  ’ . 


• ',  ••''■'  9-  41*#  . • 

•.  ou , e»  remettant  lâ>àl«ur  de  * , • • V < . X • ^ fc  ' ** 

.’.'  + «y  + c.  • ' 

; .v‘.  . ' ^ ' •• 

^ .,  ï’our  dilermîner,  la  constante^  on  volt,  d’après'la  nature  de  * 

l'équation  de  la  courbe,  qu^  IWijgine  dés  abscisses  ^ est 

► 0;  ainsi,  énj^supposant^que  l’intégrale  «oit  nullpen  ce  pôiilt,  ‘ 

■ * >Dii  a ■ ' 


• -r  ' -27  - 

. et  par  çonséquent  * 


; ; • . •■  ^*F^=!=v/g®^l^-  • 

. -il  x=^a,  rarp  s,  compris éntre les  limitesa:  =0  él  a:  = a 

* ' sera  • 

■ v‘ 

J63,  LVqnaiion  4le  cyclolde,  art.  aoo,*  di»  = — . 

' * ■*  i,  ’ 

su(!ÿdtuant  telle  valeuV  dans  là  formule  (88), mous  trouverons  *5 

•I  ..  ' * , . , 

' : ds=^<T^.+j::iti*=dVv/-^  = dr\/-^  ' 

. 4 f!  ♦ *'  ao/-— y*  ' V 3a— yr  , 

* ' •'  ■ -î=(,a)*X— 

- (»«— r)*  * , 

- Couiine  dy  exprime  la  diffcrcnliclle  de  l'expression  qui  esl  sous  la  pa-  * 

, . !>  rentlièsc,  miiliipliee  par ÿ—  i , nous  ferons,  art.  |7i , 3a  — y >=;a,.«r 

• • J nous  aurons 

/ • ■ , < ' • • ' % ' Ü'. 

* é.  • # 1.  • • « 


a * 


• < < 
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Il  5,  I '-rpt.,  V 

Æt. . 


^ • -1*. 


Ccÿc  Jqnaüon  cMnt  intf^ee,  donne  ’■ 

fiy  \/=Lif_=  — a(n«)*  s'4-C=i-'oV^+Cv 
J ^ y ’xa- y , • . 

¥ 

on , en  rcsütaant  ia  valeur  de  f , 4 • 

= — a V* + 

, V 4a  — y ‘ 

Pour  doterminer  la  constante,  non» prendrons  l’intégrale  de  manière 


S,-.f 

•\r* 


r-f.- 


m ■',• 
- ' » 


■ _v 


^ -P 

> M 


qn’clle  s’évanouisse  qnaad  /iàaa  ; dans  cette  liypotbèM  , l’équation  (8^ 
se  réduira  * «H-  C , ce  qui  monUc  qn’il  n’y  a po“ntdf  constantcT 

ajouter'^  alors  l’arc  de  cycloïdc  s’étçndia  depuis  le  point  B,  ûg.  8i  , ou  *g*  ’ 

y'—  2(j , jusqu’au  point  M , dont  les  coordonnées  sont^a:  et  y.  La  valeur 

aWolne  .de  l’arc  MB  étant  —y) , nous  remarquerons  que 

BE^  aa  “ÎT)  * J/  jia  (îa  — y)  = a ^ BD  X = aBG;  d on  il 

• soit  que  l’arc  deïcycloïdo  MB  est  égal  au  double  de  la  corde  GB  ; par 
conséquent,  arc  AB  = aBD. 


1,^ 


ii 


*»  T 


De  lu'  détermination  de  l’aire  des  solides  de 
■ f révolution. 


J»  •' 


364.  Si  une  courbe  BG,tig^75,  tracée  sur  un  plan,  fait  Fig.  76 
* ne  résolution  autour  de  l’axe  AX , elle  engendrera  un  so- 
lide de  résolution.  Clierclions  la fdiflGSfentielle  de' l’aire  en- 
gendrée par  cette  courbe.  Pour  get  effet, ^soienr  AP==a:,, 

PM  = J",  PP*^  = A,  et  par  conséquent  ,v 

m=/x=y, 


p'M'  = /(x  + ii=r+t‘+^7+«to 


Dans  ce  mouvement  de  rotation,  les  ordonnées  MP  et  M P* 
décrivant  des  cercles  in^aux , ces  cercles  seront  les  bases 
d’un  cône  tronqué,  dont  la  cqrde  MM’  sera  le  côté.  L’aire 
de  ce  cône  tfoijqué  aura  ]tour  expression 


' • 


V'  • 

T •»  . 


V a. 

V 


■;  li'  -v  • 


s « 


26à 


T'ALCÇL-.jyTÉaÉÀl..  ^ 


nnn  P'Ht 


*#X  c(7rii(l9Af,  ■ 


£■  représentant  paç  1 1 >r  rapport  dn  di^^tëtre  à la  clîr* 

conférence, l’expression  précédente  deriandra 

X co/*eMM'=,r(PIV!+r^ltt'»^rWeJHll4'i 

t - 

et  en  mettant , pour  les  ordonnées  PM  et  FM' , leurs  va(ieu|p 
aiialytiqaes,  oiÿaura  • 

•innd/le  /ron^rf  ^tc.^o/y^Mft*^ 

d’où  Von  tircMi'en  diTÎsant,  ^ ' 

a£ra  iiSnm  tronqué•M^^  / dr . cÜr  f0  % 

^ + é ^ + d#  T 

Si  nous  représentons  maintenant  par  u l’aire  engendrée,  par  > 
le  flkoueement  de  rotation  de  l’arc  MM' , et  pan><s  cet  arc  de 
eourjje  ; comme  ert  diminuant  h , cet  arc. tend  à se  confondre 
*'ec  sa  cordpj  lc  premier  membre  de  l’équation  précédente 

devra  être  remplacé,  dans  Id^as  do  la  limite,  par  et  1|| 

0« 

second  se  r^dujeant  alors  ôiawj^,  nous  obtiendrons 

' • f •;  • 

dl 


Aie 


rrey, 


, ?“*■  conséquent  du  = 2ir^<îf  ; et  en  mettant  pour  ds 

valeur  trouvée  art.  iSg , ou  aur^enfln 

d«  = awj-  l/'tia:*  -j-  dj-* . . . (g<^ 

365.  Par  les  inCnimcnt  petits  on  aurait  considér*  fél^-  ■ 
ment  de  la  surface  de  révolution,  comme  celle  tftm  cônt, 
tronqué,  ert^cmlré  par  la  rotation  dil  trapèk#  élémentaire 


‘ \ • 


• * 


l’aike  dKs.soLides  de  BâvoLuiiuN.  a6q  »*  ** 

76, autour  PP';  ce  cflne  trofujué  aurait  £ig-  î*-.  *'  Ar  ' ' 
^ your  expression  . , ' 

* - A** 

ciK.^^  =2*j-4s-{-x{ijrdf  ; • ;>>■ 

'»  • • 


uppriniant  }e  terne  xijrAs , c^iuie  iufltaiment  petit  du  se- 
cond ordre,  Il  resterait  ' , 


2irj-dr=2TjV/d*’-f-  Aj*  élément  d’iule  su^ace  de  r^<Mu}ion.  * ,t  * 

» •/*  '••■K* 

366.  Pour  première  application , prenous  l’aire  du  para-  ' i 


boloïde  de  révolution,  qui  est  le  solide  engendré  ' pat  la  *'’ • 

• révolution  d’un  arc  AM  de  parabole,  flg.  ^2 , autour  de^son  Fig.  50. 
^xc  : l’équation  de  la  parabnle^^  =s'px  donne 


F" 


^ tù* 


* »♦ 

• •î»-* 


YletteTaieurétantCubstituéedanslaformule2s^t^da;*-^(^,  - 

4â  réduit  à ' • ' ' 


..i  . 

• • é -s  • 

^ . % 


\J F"- 

j4j-  étant  la  dilTérenticllealc  la  quantité  qui  est  sous  le  ra»  • ^ ’i^v* 
dical,  à une  constante  près,  je  fais,  art,  271 , 4^“+^’=*,  ^ 


X.: 


ilz 


et  en  différéneiant  je  trouve  j-dj;.=«^;  substituant  et  In- 


* 

V • 


tégrant,  j’obtieLs 

✓ ir+p-=f^^'i-. = g J -I-  c ; V» 


(4.r*  +/^0‘  +c. 


*•  •»•  . 
•V  i 

' ..'V*  s,  • < 


f • 


Je  détermine  la  constante  eh  supposant  que  l’intégrale  soit  . , • .»  , ^ 

nulle  lorsqtjejr=o,  ce  qui  réduit  l’cquation  précédente  à V'*».  . , ' 
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f r* 

•*  V . 
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< * ^ ^ «V  •/? 

o = ;tP*+G,  ce  qui  donne  C = ..  • 

6^  • ' • . -I  . , K ».  , 

, » • . ' • — y,;' 

,*  * ' et  en  suppôsant«que  l’Mjtégrale  soit  prise  depuW  jus^;. 

qu’à  ^ l’infKgraie  définie  sera  • ® 

' ‘ "I' 

...  ^ Op  ' . . . ^ 

■ ' 367.  Pour  seconde  {ipplicsition,  évaluons  l’airq  .{le  Ja 

' ^spllère.  Celle  surface  coqrbe  étant  éngeqdrée'par  Ja  révo- 
' >'  iution  de  la  demi-éireenCrènce  autour  du  diamètre , soit  . 
x*^y'  z^  a'  l^équattùn  du  cercle;  en*^  di1féreDcttnt  nous 
tronverons^da^ -f?  = O } donc  * * ■ a * 

‘V  * ' xd*  ^ „ «‘dx*  ’ 

- t Sr  — et  -dr-= — j- ; 

0 ■ ^ . y , r* 

. ♦ -f  * î . - . ■ 

. i ^ ’ substitqant  cette  valeur  dans  la  formule  (90) , nous'obtien- 
' * . • drons  , < 

* •#  ' ’ ' ^ ■ - / 

''a*  i^dx’=<2xdxl/x*+j^»  y y 

\ , =/2xûdx=  2srax-4-C.  (91). 

* *.  •*  .*  * • . ' 

^ * Pour  déterminer  ]a  constante,  nous  prendrons  l’intégrale  à 

rig.  83.  partir  du  point  A , fig.  83  , et  pirtsque  l’origine  des  abscisfts 
• ^ est  au 'centre,  nous»  sup|)oserons  l’intégrale  nulle  lorsqite 

- ^0  îrx=  -—p;  cette  hypothèse  réduira  l’équation  (91)  à . . 

„ ' ‘ ■ 0= — 2xa’+C;  donc  C=*xfl“‘, 

• t * # 

0 « V'  «substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (91),  nous  aurons 

‘‘  ‘ /2xadx=  2x  (ax-+- a*). 

* ‘ * 

■ «Prenons  maintenant  l’intégrale  définie  entre  les  limites 

».  ■ * X = fl  et  X =.a  ; il  faudra  changer  x en  a dans  la  for— 

■ . mule  précédente,  et  nous  obtiendrons,  pour  la  surface  de  la 
' . ' sphère,  ; ' * . ^ * 
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368.  Ob  peut  aussi  trouver  l’aire  du  cylindre  droit;  car 
iétte  snrfaèe  étant  engendrte'par  la  dévolution  du  rectangle  ' 
AD,  fig.  84,  autour  de  l’axe  AB,  soient  AB=a,  CA  = A;  Fj^.  F4. 
réquation  de  la  droite  CD  sera  ^ i )' donc  d^=  o.  En 

substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (90),  on  la  réduit  à • 
f.Ttbàx',  et  en  intégrant  on  a 

/2»idx  = 2,*bx  + C.  ^ 

Si'l’on  pfend  ^l’intégrale  définie  ïntre  les  liraiUcs  xrxôet  , , 
X = a,  on  trouve  pour  Jllaire  du  cylindre  * 


.■4 

t 4 • 

& 

‘■J\  ' 


c 

R . 


= 23t^»  X circonférence  île  la  base  X la  hauteur. 


> 

A l’égard  de  l’àire  du  cône,  ce  solide  étant  engendré  par 


la  rotation  du  trianfic  rectangle  ABC,  fig.  85,  autour  de  Fig.  85. 


l’axe  AB,  soient  AB  = a,  CB  = ô;  l’équation  de  AC  sera 
r = ^ X ; cette  équation  donne , par  la  différenciation , 


b -b' 

dr  = - dx  et  d r’  = — dx’. 


Les  valeurs  de  y et  de  d^’  étant  sulfetituées  dans,  la  for- 
mule (90),  on  a 


f-nrj  \/  dx’+d_y“=/2  dx  j/ a’-4-ô*=w^  ^ o^-f-ô*  -f-  è ; 


bx' 


et  en  prenant  l’intégrale  définie  entre  les  limites  x = o et 
x=  fl,  on  nblient 


. A.C' 

aire  du  cône  — ■xb  v/a* ô*  = %xb  X — 

' a. 


r=  circonjirence  BC  X 


AC 


•4.  1 


• a 


• * 
■V 
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Delà  cùbature  des  solides  de  révolution. , ' 

* 36^  Soit  V le  Volons  engendré  par  la  réTpIutioh  de  l’ailé 
mixtiligne  ÂBPM  autour  de  l’axe  AX,  £g.  ’jS  ; si  l’abscisse  ' 
Al’  = X devient  AP'  = x-(-  le  solide  de  révolution  s'ae»‘ 
proitra  du  corps  engendré  par  la  rotation  du  trapèze  mix* 
tiligne  PMM'P'  autour  du  mênle  axe.  Le  volume  engendré 
par  ABMP  étant  une  fonction  de  x,  puisqu’il  augmente  ou 
diminue  en  mente  temps  que  x,  il  s’ensuit  que  le  volume 
engendré  pai»  ABM'P'  sera  une  fonction  de  xf-j-  h,  et  aura 
pour  expression  * 

dp  , d'p  A* 

par  conséquent,  si  Ton  en  fttrauche  le  volume  engendré  par 
ABA^’,ob  aura  • ^ .*  • . > 

A**  • 

pouir  Itfvolume  engendré  par  PMM'P’.  Or,  ce  volume  étanf 
cnmptis  entre  les  cylindres  engendrés  par  les  rectangles 
MP'  et  M'P , di&ërera  moins  de  l’un  de  ces  cylindres  que 
cas  cylindres  ne  diffèrent  entre' eux;  donc,  si  l’on  peut 
prouver  que,  dans  le  cas  de  la  limite,  le  rappiort  de  ces 
cylindres  est  l’unité,  il  en  sera  à plus  forte  raison  de  même 
de  rapport  du  corps  décrit  par  PMM'P' , à l’un  de  ces  cy- 
liddres.«Ce]a  posé,  on  a évidemment 

le  cjrlindre  décrit  par  PM'  = »■  Cy(x  + A)]’ A, 
le  cj-lindre  décrit  par  PM  = TT  {J'xyh-, 

donc  le  rapport  de  ces  cylindres  est  exprimé  par 

{/ir  ' 

En  fai|ant  h = o,  on  voit  que  ce  rapport  se  réduit  à 
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I * 

l’unité}. il  en  sera  dqnc  de  même  du  rapport  du  Volume 
* engendré  par  PMM'P'  à celui  du  cylindre'  décrit  par  MP'. 
Or,  ce  rapport  étant  représenté  ps^ 

di»  , . dV  fc*  , , dv  d’i'A 

• A + -J—  — 4-  etc.  J — f-  -J—  - -4-  etc. 

dr  . dx*  a dx  dx*a  . 


w(Jxyk 

on  « , dans  le  cas  de  la  limite, 

« . ' ëü 

dx 


r(/x)» 


d’où  l’on  tire 


et  enfin 


♦ 


d^  = wy*ix. . . (ga). 


^ • 


370.  On  parviendrait  au  même  résultat  par  la  considé- 
ration des  infiniment  petits:  car  on  peut  concevoir  le  vo- 
lume MON  , fig.  86,  comme  partagé  en  tranches  infiniment  Fig.  86. 
minces,  par  des  plans  perpendiculaires  à l’axe  de  révo- 
lution; l’une  de  ces  tranches,  qui  est  l’élément  du  corps, 

peut  être  considérée  comme  un  cylindre  dont  la  base  est 
le  cercle  décrit  par  jr , et  dont  la  hauteur  est  égale  à l’épais- 
seur ab  représentée  par  dx  ; par  conséquent  cet  élément  a 
pour  expression  ly^dx.  ' < ’ ' 

371.  Appliquons  cette  formule  à la  détermination  du 
volume  de  l’ellipsoïde  allongé,  qui  est  le  volume  engendré 
par  la  révolution  de  l’ellipse  autour  de  son  grand  axe  : 
l’équation  de  l’ellipse  rapportée  au  centre  étant. . . . ^.  . 

■ A*  . ' 

j'*=  — (a*  — X*),  on  substituera  cette  valeur  de^’  dans  la 

^ formule  5T^dx , et  l’on  aura 

Elém.  de  Cale.  dîff.  18  . 
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' f.  • 

et  en  intégrant , on  trouvera  • ^ 

i • . 

. ’ Twj^dx:i=^^,Ça'x---^  + C:\  ; 

Fig  87.  Supposons  que  l’intégralo  soit  nulle  au  point  À,  fig.  87, 
uii  x= a,  nous  aurons 

" 4*  n - 

• . . . € = ^^X3«î;  .4 

< 

et  en  substituant  cette  valeur  de  f équation  (98)  devient 

' ' ÂM  1 * 

Faisons  ensuite  x = a,  pour  avoir  l’intégrale  définie  com- 
prise entre  les  limités  xsa^'a  et  xsm  -fia;  nous  obtien- 
drons 


/«ryidjp: 


È1  A \ 

a‘'3 


. {• 


tel  sera  le; volume  de  l’eiitpsoïé|o' ailqn^-  Si  £=x»ay  oe 
.volume  dcviendil'a' celui  ^de  la  spbire,  et  aura  pour  ex- 
pression ■ i:-..  ■ - i 


• 3 


X ao  =*»  5 cj^b'ndhe  drcfinsérit.  ■ 


Oéterminonsenooreie  volume  du  paraboloïde  de  révottitioa 
Pour  cet  effet , prenons  la  parabole  de  tous  les  ordres  pour 
génératrice;  l’équation  de  cette  parabole  n<Àis  duénera^ 

' . ' • » •-  _ 

- jTi=saX*i 

sülrstituant  cette  valeur  dans  la  formule  (92),'ao«n;t>b- 

> . r;.  •‘il.-  ’l"';.  . 
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' • ^ - 
f = Jhta^x  ^ dx  = 


ait4^ 

mjra’x  ** 


an  -4-  m 


+ C. 


Pour  déterminer  U Constante',  nous  supposerons  que  le 
volume  soit  dul  à IWi^ne  ou  x = o;  alors,  nous  aurons 
C = O.  Dans  le  eaa.  de  la  parabole  ordinaire,  w = 2 
n = I ; dono  ’ , ■ ' ~ . 


, vx=wd^ — = ira’r-=i^v*  5 ‘ 

a a o‘  • 


Or,  TTjr  étant  l’aire  du  cercle  dont  PM,  f!g.  88,  est  le  Pi:*;  8S. 
rayou , 1 expression  i sr^.x  représente  la  moitié  du  cylindre 
décrit  par  APMB  autour'  de  l’axe  des  abscisses  : donc  le  vo- 
lume de  la  parabole  ordinaire  est  la  moitié  de  celui  du  cy- 
lindre circonscrit.  ^ 


De  la  cubature  des  corjjs  terminés  par  dès  surfaces 
courbes,  au  mojen  des  intégrales  doubles. 


l’«prcsi„„  de  I,.  iliffcrcmiclle 

înrn  r V «rdonnoe.  Soit 
tüCB  Cg.  8^  nn  volarae  compris  dan.  l’angle  de.  .ixe*  cooHonne,  Ar,  Vv. 

Cl  Az  et  lermi^  par  nn  plan  DCG , pwallèle  à celui  de.  rz  -,  si  x ’ 
devient  x+h,  ciyrolome  .'accroîtra  d’née  tranche  DD'CC'.  dont  l’cnai.- 
senr  .era  h ; et  en  nommant  V'ce  qned^vlént  alo«  le  votime  ,nn  anra  . 


89. 


# 


V'— V — A 1 A» 

d,  * dlï-  7^  + J,,  ^ -f  etc.  ; 


<?l  la  tranche  DD^CC^I'O  sera  reprt^otee  par 


V'— V = — *»  . dîV  A3 
<br  ^ dx.  O 


dan.  le  ca.  de  la  limite  , cette  équation  non.  dAnnc  " 
V'-V  dV 

' • r h 


dr 


m- 


Non.  avon.  dejA  fait  auez  connaître  les  deux  méiliodes  de.  limite,  «t 

- . t8.. 


V 


A 


•' 


■ (, 


Digitized  by  Google 


• 1 


-a'jô. 


. calcul  IflTÉGRAL. 


• • * -J 

des  infinimcus  peiiu,  pour'ijnc  nius  ne  craignions  pas  d'employer  ici 

quelques. consideraiions  jiréeede  celte  dernière ^afio de  jeter  plus  deÿnr 

sur  celte  matière;  on  pourra  ensuite,  tans  dUEculte',  rerenir  aux  limites, 

' ■ s ' dV  . . ' 

(j 'équation  (q4)  tious  montte  que  ^ est  le  coefficient  difficrentiel  qui  dd- 

' . . dV  ■ 

termine'le  volume  ; par  consdqncnt  la  4ifivrentieMe  est  ^ di  : Mttc  dif»,., 

férentielie  n’est  autre  chose  qu’une  tranche  infiniment  mince  Dt)'CQ(^G, 
dont  dbc  sprait  l’epaisseur.  Si  dans  cette  tra«ihe  on  fai{  varier  y,  .elle 
.deviendra  infiniment  mince' dans  le  sens  des  y,  comme  clle<rèvt  dc|h 
dans  celui  des  x;  et  , par  ofinsèquent,  elle  se  réduira  h un  petit  pntme 
élémentaire  ID'KF , dont  s serit  la  hatlietif , et  qni  anra  futur  base.  i . . . 
'FGS.L  = diRly  ; nous  éiuions  donc  * . 

• ' . i 

w ^ 

équation  tjni'nons  donnera 


d>V 

d«i7  = ‘' 


'remplaçant  z par  sa  valenr  tirée  de  l’équation  de  la  courbe , cette  ^leur 
seia , en  général , une  fonction  de  x et  dey,  que  nous  représenmrons  par 
M et  nous  aurons  /■ 

d*V  », 

• V'  ■ ■ 

^ 3j3.  Ponr.tjéterminer  le  volume,  an  moyen  de  celte  expression,  écA-- 
vons-la  ainsi  ; ' /'  ' • 

■ , ’ . . J , 

, ..  • . ^dÿ  = Mdy;  • 

* 

la  notation  qu\  est  dans  le  premier  membre  nous  montre  qu’on  est 

dV 

parvenn  h'i’éxpressitfn  de  la  différentielle  de  en  regardant  y comme 

variable  et  x comme  constant;  la  même  hypothèse  devra  donc  avoir  lieu 
loisque,  par  une  opération  inverse,  nous  intégrerons;  mais  alors  x 
émnt  traité  comme  une  quantité  consume,  pourra  se  trouver  dans  la 
constante  tp’on  doit  ajouter  à l’intégrale.  Nous  regarderons  donc , es 
général , cette  constante  comme  une  fonction  de  z;  et  en  la  représentant 
par  X , qous  anrons,  par  une  première  intégration  , 

■ ^Y=/Mdr-f-X...  (95). 
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TAK  I.ÜS  lNTSt'«RlIÆS  DOUBLES.  2^7 

Füiircxccurer  la  scc'onde  imcgrAtîoU,  nous  remarquerons  que  la  notalion 
dV 

-j — 'montre  que  1a  diffi^rcntielle  du  volume  doit  dtre  prise  cq  regardant 

X cooinia  la  seule  variable  : nous  devons  donc  conserver  oiémc  hy- 
f pqthèse  dans  rinte^ration  j aim>i,  en  représentant. par  Y la  fouctîon  do 
y,  qui  remplacera  la  cooscantu,  et  en  multipliant  prcliininaireincnt  par 
dx,  poitr  changer  le  coeflicicnt  différentiel,  en  nne  différentielle,  nous  / 
irouveroxM  * ' . 

V =r/dx  (/Md,r -f-' X)  + ï. 

* * % 

374"  L'ordre  des  intégrations  clanl  arbitraire,  on  peut  indirpier  ainsi 

les  ope-rations  qnc  nons  Tonons'd’excmter:  ' • 

V =//îd/-dj:. . . ,(g6). 

375.  Pour  donner  une  application  de  cette  méthode,  proposcus-Jioii< 
de  trouver  le,volame  de  la^pbére  : l’^^ation  de  la  sphère  ètpoc 

H- r* + , 

on  tirera  da  cette  équation  la  valeur  de  a,  en  la  mettant  dans  la  rot- 
mule  (gfi) , on  aura 

,ffz<lxdy  ou  fdjrfzdx  =/dx/dx  V/r»  — X*  . . (97), 

regardant  y comme  Constant , et  appelant  A*  la  différence  r’  *“X*i  q^* 

^t  essentiellement  positive,  puisque  r surpasse  toujours  y,  nous  trouve- 
rons d'alH>rd,  en  intégrant  par  rapport  5 x , 

/datV/r*  — x'—jrr  = ydx  V'^A*  — a:«j. 
or , <l\iprès  rarticJe  a8a , noos  avous 


fdx  \/A»  — a*  = — ^A»  — x*'-+-  - A»  arc  I sin  : 
a a V 


)■ 


Y, 


et  en  mettant  la  valeur  de  A*,  on  trouve  ’ 

/dx 4/r>— X»— V''r>— *•— TJ- »| arcCsi^^^^— -b^;=:\f.Y...(98’ 

■*  “ V . Y r' — 

Pour  prendre  l'inic'grale  dèCnie  jfKrbservons  que  la  constante  Y étant 
representee  par  AP,  fig.  90,  tous  les  points  que  noos  allons  déterminer  Fig.  g V 
par  cette  intégrale , doivent  avoir  leurs  projections  sur  la  direction  "de 
PM  ; car  l’nn  quelconque  de  ces  points  ayant  la  vaiiahle  a pour  or-  ^ 

donnée , aura  AQ  et  QN  pour  ses  autres  coordonnées,  et  alors  QIN  sera  — 
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ef;iil  ii-lii  tonAanic  APj  «t  l’antre  ttliardoonA  ÀQ,  '«lirigw:  dans  le  sent 
d^  X,  ponna  étni  fcmplucçc  par  PIN;  départe  ^v’an  couipluntlra  x'snr 
la  droite  PM,  Ics^  seront  constaus.  Prettant  doue  l'int^rale  de  P en  M , 
c’é»l-i  dire  depuis  x = o jnsijnX  ît  = PM  — e*  ndnî^spbsti- 

*tiierontjucceSstveinént  & x,  dans  le  second  membre  de  l’éqitatiotTjrjéj , 
lis  valeurs  x — y^TT— et  X œo,  et  rclrancliaol  le  aecond  résultat 
tlu  premier,  nous  trouverouf , par  rintégrule  déCnie , • 

* , -y»)  are(sin=  li; 

• ». 

,ei  observant  que  l’arc  dont  du  sictuaest  J’u^la  ,.vant  la  qsMat  de  ia  cir-  . 
conférence  représentée,  suivant  l’usage,  par  >ir,  •cette  intégrale  déflqie 
ilavicnt  ‘ ' ■ * , 


oeile  valeur  de  fdx^ r‘ — x*— y»  étant  substituée  dan^  l’équation  (97), 
Oïl  aura 

>/a<Udjr  =3  ^ dyisa  J 


t Kig.  90.  cl,  en  intéyaot  depuis  .J- r=  O jusqu’à  y = r,  qn  trouvera 

’l’el  sera  kf  volume  qui  reposera 'sur  le  quart  de  cercle  BAC , et  qiti 
sem  psr  cooséquem  le  huitième  de  la  sphère.  ('iVote  huitième-) 

’ • ÏJe  la  quadrature  des  suifaCes  courbes,  au  nuÿren  des 
, intégrales  doubles.  * ^ 

Fig.  89,  .s?**'  5j»«.  fig;  8»»  ¥PÇB  ==  s,  une  surface  courbe,  et' supposons  qqe 

f’abscisse  a"  s’accroisse  de  Ik:  celle  sififaee  deviendra  - -q.  etc.; 

' . dx  dx*  a . . 

et , dans  le  cas  de  la  limite,  le  tàp[>ort  de  l'accroissement  de  la  fonctiuu 

. * ■ dS 

. S-&  celui  dS  la  v^iable,  x,  ac.réduifa  à d’où  l'on  conclura  que  b dit 

férontieÙe  est  ^ dx  i celle  diJFéreiui^c  sera  représentée,  dans  lu  figure, 
' par  la  bande  DJCFCC' d'une  largeur  infiniment  petite.  Si  dans  DD'CC'  on 
*■  luit  maintenant  varier  jr,  et  que  y devienne  encutc  infiniment  petit , la 

• ' ’ d*S 

. ùantW  DP'CC'se  rédaira  à Diyll',  et  aura  pour  expression  tlxdj'-. 

Oc,  ceîte  surticc  DO'II'  étant  infiniment  petite,  on  peut  la  considérer 
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connue  ptiinc;  par  conit^jnenl,  en  la  mnllipliant  par  le  coaimu  d«  ion 
iiiclinaiaon  y »ur  le  plan  de»  xy , elle  égalera  ixdjr  {note  neui'iime)  ; 
non»  aunm»  d'in^ 


Fig.  8g. 


d'nii  mm»  lireron» 

^ \ 


DD'ir  CO»  y = dxily, 

J A ■ A ’i 

g^<trdj'CO»>  = d«l^i 


.*^4  . . .. 


d»s  _ » T - r • 

dxd^  CO»  y 

Pour  de'tcrniiner  la  valeur  de  y,  aoil  Aar^-B^'H-Ca+Dsco,  l’d<iualion 
du  plan  tangent;  Dou»  savons  que  ce  plan  (ait  avec  le  pUn  des'xjr  un 
angle  qui  est  donne  par  l’équation  (note  dlziitne') 


Si  nous  considérons  donc  Ax  + C*  + D p=  o coiume  l'éqiialioa  ^ 

du  plan  tangent  au  point  de  la  surface  courbe  dont  la  projection  est 
dxcljr,  non»  aurons  . - 

+ ...  (99).  ^ ^ 

pour  detenniner  les  coelficiens  differcniielt  qui  ^trent  dans  ceuc  ex- 
pression, nbiis  remarquerons  pc*iiil  q»«  t*on  considère,’ le  plan 

langent  s«  confond  avec  la  surlacc  courbe,  dont  nous  rcprisenicrons 

- « I 1 

IVquatto^  part  =/(*,  yj;  pur  côfasëqirent , les  TUlenrt  ^ ’ 

qui  enlrcnt  dans  l’etprcssion  d*  CWsy,  doivent  être  regardées,  art. ^7$, 
comme  les  moines  que  celles  que  Tou  déduirait  immediatcmeDl  de  | «jua- 
lion  Z =,/(x,  y)e  aÂynnt  donc  fait  ces  su^tilulions,  ôn^inlcgrera  ensuite 
deux  fois  IV^iiaiion  (9g),  multipliée  par  opéralidn  que  nous  imli-  Fig.  8g. 

querons,  comme  precédemmeut , par  un  double  signe  d’imégratioa,  cl 
nous  aurons  

I s =//dxdj^  y/. + (^)V  (^)  • 

377.  Pour' donner  une  application  de  cette  forinblc,  eberebont  il  dater 
uiiuer  l'expre»!  ion  de  la  suifacc  de  [51  »pbira.  Son  équation  étant  * 

X* = r*. . . (100), 

• ..... 
nous  la  dilFérencicron»,  et  nous  irouvcroiu,  après  avoir  divise  pat  a,. 

xdx  + .ydy  + «li  = O , 
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■a6o  ' >1  . ‘ (iSUbCDI.  ■ :•  •>-■•. 

d’oil  flwai'tlMrAiM  r'  >-i  •••  ■ • . • , ^ '1.  •• 

■ ' ' . ' ' (1*=;— ^da:— '.  ■ 

, ■ ■ t •'  -i  ' • 

par  coAseqaent  ) 

. l5=_î  . V 

dj:'*"  *’  a’  , . 

♦ 

.Substitnant  ces  valcnrs  dans  Pcxpresaiao 
nous  la  change  ton  • en  -, 

et  par  conaâjuent  nom  ai^rons 

■ a • ^ • 

■ mintant  la  valet*  ée  2','o0  auA  * •■  i.‘ 

1;  * :r,  î î'  * ■ a . •■  - : /•  * r, 


//“r  v/. . (â  V(^)  ■ ■ , 

378.  Ponr  cfiectner  le*  inte'graiion  indiqudés^  nOos  8crirona  ' 


=ï=  /rdj( 


**)  jà-À  'VU  fÀl  r4»  n*r^*( 


çi  par  Ih,  îtotta. q^ai^^rons  qae.soqa  davona ‘ jCoatnieBcar.  paf. 
l’expaaau^  TTOm  » .tonaiderant  if  coaniiM  ;i4<#aâk.  tar 

riablé  j faiaant  donc  , oqita^  pV^c<$âeinmeiit‘J'  ' ' . t»"»»)! 

,,  r*—jrÈ,^A‘/ ' ' ■■■  • ■■■■  '{'•■ 

, it  •.  , / -J  ,,  •,  „ 

et  intégrant^  diaprés  Part.  974»  Qoos  aurons,  en  ajoutant  une  cooe tanta 
fonction  de  y,  - ~ ^ 


-fKt^= 

J V/A*  — ar» 


. J t7ïfï3“"'''"i+’' ; ■ 

mettant  la'vatear  de  A, ''et  prenant  ensuite  l'intégrale  définie  depnis 
» = ô jusqu’il  X = V^r*  — je*,'  il  viendra 

dx  , -,  t * 

•y -, -lié.  =a  arc  ( sin  = i)  = 7 circonférence  — - , 

Kr’  — x>— /V  - ’ . * 
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tNTéoHATION  DES  rotM^TIOHa  m DKÜX  VaAIABLES.  2&t 
ccttc  valeur  étant  tubstUacc  daiu  l’éqnatiua  (loi),  noua  donnera 

en  appelant  X la  constante  qu’en  doit  regardcé  couine  Une  fonction  de 
XJ  prenant  ensnitc  J’iniégrale  déUnie  entre  les  limites  Y = o et  y — r, 
nons  trouverolis  cUtin 


fh 


rdxdj- I 


V^r‘  —x.‘-^y*  =*  ..  . 

Telle  sera  la  parité  de  Ja  torface  spliérique  comprise  dans  Tangle  forme  * 
par  les  axes  des  coordonnées*rectangulaires  XtyyZj  c^esi-à*dire  la  huitième 
partie  de  la  sphère.  ^ 

De  Uintégration  des  Jonctions  de  deux  variables^ 

3^9.  Les  deux  mélltodes  princi|^les  que  l’on  emploie 
pour  parvenir  à intégrer  les  équations  dliFérentielles , qui 
contiennent  deux  on  un  plus  grand  nombre  de  variables, 
consistent,  1°.  dans  la  séparation  des  variables,  |>oar  pou- 
voir leur  appliquer  ensuite  les  procédés  usités  pour  une 
seule  variable;  a”,  dans  la  recherclie  des  facteurs" propres  à 
rendre  une  différentielle  exacte.  C’est  pourquoi  nous  allons 
nous  occuper  successivement  de  ces  deux  méthodes. 

De  la  séparation  des  variables , de  Véquaiion  li- 
néaire du  premier  ordre^  et  des  propriétés  des 
fonctions  homogènes.  .1 

i 

38o.  Nous  avons  vu  que  toute  différentielle,  pour  être 
intégrable,  devait  être  de  la  forme  çxdxi  ainsi,  on  serait 
arrêté  dans  l’intégration  d’une  équatbn  , si  elle  renfermait 

des  termes  tels  que  ^Mar,  xjrdx,  îîf,  etc.  Cependant',  il  ne 

faudrait  pas  conclure  que  l’intégration  est  impraticable;  car, 
si,  par  des  o|>érations  algébriques,  on  pouvait  faire.en  sorte 
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que  chaque  terme  he  contînt  pfas'qtfune*éa!etar«bte,  l'teté* 
gration  paurjràit  s’effectuer  eifwlte.  L’éqtutipn  lijc -f-2J'da:^=ô 
est-^ans  ce  Cas.  En  effet , si  l’ondivise  celle équàtioh  par  ayf , 
elle  devient  j , - . . . . < 1 ' ’ ’ ■ 

« sjy  d*  • ' •'  ' 

7 + *=‘'\  : ■ 

* * 

cl  en  intégrant,  elle  donne  log  y + log  ar  i=  C ; et  en  repré- 
sentant par  a'  le  nombre,dont  C est  le  logarithme,  o«  peut 
écrire  log  >• -t- log.*  = log  A , et  par  conséquent  . 

log  ==  l^g  ^ î , ' " • , . • 

|>08sant  aux  iiQaibres,  on'a  ^ ^ » 

/*  " * ' '■  * ^ ■ 

Xjz^k. 

38 1.  Soit  ré»iuatioi#plu5  générale  ‘ ‘ ' ^ 

..  . ,P*.dj'-fF/’.d*w=o;  , ^ ^ 

pour'  séparer  les  variables on  divisera  celte  équation  par 
çx.Vjr,  et  Fou  tiouvera 

• VV  ^ 

< . - • Fy 

équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

' 382. 'Pour  cil  donner  un  cj.emp1e  ,'proposonsrnéuS'  d’iib» 
tégrer  < ' ’ • . 

(i -f-*’)d^=;dx,l/j-:  • 

en  divisant  par'(i  + on  aura  ^ . 

V-.' ■;>  ^ 

cl,  «i  iijiégrant  çette  équation , on  obtiendra  ^ ' 

‘ r , ' • ' 

, U • ~ *^“8^  + P- 

/ ■ 3B3.  On  wpartrait  encore  les  variables  par  la  division 
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J'' 


V 

< 


dans  la  formule 

i ^.Fr.dr4-^'x. F'r.«lr  = <>;  * ' * 

poiir.cela,  H suITirait  deViviser  par  l’on  aurait 

G:  proçédc  est  applicable  à l’équation 

5>tl*  *f-  Qy  + t)  àj  l/af*  = O f ç . . I 

car,  si  on  la  divise  par  on  obtient  ^ 

J ■ (3^  + 0 J ' 

384-  L’intégration  pourrait  encore  s’elTectuer  ti  la  pro- 
posée renfermait  plus- de  deux,  variables,  et  qu’on  pAt  la 
ramener  à ne  contenir  dans  chaque  membi-e.  que  des  dif- 
férentielles dont  on  connaît  l’intégrale,  comme  seraient, 
par  exemple,  les  fonctions 


• ' • 

V 


Xdx  — xôj- 

r ’ 


xdj--Fjdx,  etc.. 


'iÊW- 


» , X 

qui  ont  respectivement  pour  intégrales  - et  xy.  . 

y 

385. 11  est  une  équation  importante,  dans  laquelle  la  sé- 
paration des  variables  s’effectue  par  un  procédé  très  ingé- 
nieux, c’est  la  suivante  : , 

dj  -f-  Pj'dx  = Qdx. . . (102)  , , ■ • 

où  P et  Q sont  des  fonctions  de  x. 

Pour  cet  effet , on  égalera  jr  au  produit  des  deux-  û*dé- 
termiiiées  X et  z,  ce  qui  donnera  *.  .. 

J-  = zX,  dj-  = zdX -fXdz;.  '■'*  ■ -y 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (102),  ei^  1a  fraus-» 
Airmera  en  ‘ * • 


v£ 


* ; 
A 

f,  * . 


••  w. 
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' zdX  rj-  X (ilz  -f-  Pzda:)  =c  QAr. 

X étant  arbitraire  , on  déterminera  cette  fonction  en  èga». 
lant  entre  eux  les^  termes  qui  ne  S4|[it.  pas  sous  la  parentbèsq, 
ce  qui  décomposera  l’équation  précédente  en  ces  deux-ci  ; 

^ X(dz-J;Pz4ar)=so,  zdX*=Qda:»' 

la  preixiière  donne  - I ’ ' *• 

, dz  ’ . ‘ 

^ — ^'=;-»-Pd*,  ,o»i  Jog Z ^ r*- /Pdx, 

ou,  en  observant  que  loge  ëquitattt  à l’unité, 

, /Tdr 

kg  Z = — . /PAr  Içg  e log  e ^ ; 

passant  aux  nombres  , ou  a 

' ' ■ - Ifpi,  / • 

• = «.  î ' 

on  tire  dé  la'  seconde  ' ‘ ‘ 

dx  = ^==o/*’‘’'  ' ^ 


dar; 


donc 


X=yQe"^  d*-f-Cj 


' mettant  ces  valeurs  de  Z et  de  X dans  l’équation  i ^ . 

■ • • ■-  . ' ■ ' ^==.sX,  • ■ 

on  obtient  ...  _ ’ ^ , • < . • 

^ Ax  -f-  c), . . (io3). 

i 

,.<  f ' s . *» 

' Cette  équation  porte  le  nom  A’ équation  linéaire  du  premier 
ordre,- nous  en  verrons  la  raison,  art.  44^- 
" '386.  La^sépât-ation  des  variables  peut  toujours  s’ effectuai-  ^ 
dans  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  à deux  va- 
riables, lorsqu’elles  sont  homogènes.  Une  équation  homogène  • 
est  celle  dans  laquelle  tous  les  termes,  considérés  par  raji- 
twrt  aux  vSriables,  sont  de  mémesdimensions  : ainsi  l’équation  ^ 
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'•  O ‘ 

«St  une  équation  homogène,  puisque  la  somme  des  expo- 
sans  de  a:  et  dej-  étant  égale  à 5 dans  chaque  terme,  tous 
les  produiUx’j^,  xjr^,  etc.,  sont  chacun  de  cinq  dimen- 
sions. * , ■ ' 

L’équation  , 

ax^pr* — O 

est  aussP  homogène,  puisque  la  somme  des  exposans  des 
variables  dans  chaque  terme  est  8.  La  variable  x n’entre 
pas  dans  le  dernier  terme  df  l’équation , mais  cette  variable 
peut  être  considérée  comme  élevée  à la  pui^ance  eéro.  ' 
387.  Soit,  en  général,  z une  fonction  de  x et  de com- 
ptteée  de  termes  homogènes,  tels  que  Bxi^j^\ 

Cxi’"yi" , etc.  Si  nous  représentons  par  n la  sommé  des  expo- 
sans de  X et  de  jr,  dans  un  de  oes  termes,  nous  aurons,  en 
vertu  de  l’homogénéité , 0 

i»  + î=«»  + ^ — < p’-\-^=n,  etc. 

Cela  |M8é,  si  nous  divisons  tous  les  termes  par  x“,  l’éga-  , 
lité  subsistera  encore , et  le  terme  Ax^j^  deviendra  ' 

Ax”ji  _ Ar*  /jy 

X»  x*-E  XI  ~ \xj  ■ 

Ce  que  nous  disons  de  ce  terme  pouvant  s’appliquer  è toqs 
les  autres , nous  aurons  donc 

■ 

Y 

et  en  faisant  ^ = y,  cette  équation  deviendra  . . 

x”Fq=z, 

('quation  qu’on  peut  écrire  ainsi: 

Qx*=b.  ..  (io4), 

en  appelant  Q la  fonction  représentée  par  Fq.  ■ ' 


r <9 
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388.  Consklcrons  n^ainteiiant.  i’éqoatioii  diQci^nti^lIe - 

‘ ^ Mdi  4-'Ndj- ::^=  O,  . • 

dans  laquelle  les  coelBciens  M èt  N sont  des  Fonàtîons,  ho- 
mogJjnes  de'deoXjVariaîjle»  a:  et  ^ d’une  dimension  n. 

Bn  divisant  cette  équation  par  af* , elle  poutrra  doiiç  se 
mettre  so  s la  forme  , . 

• i ■ “ *©«'*+'‘'(£)'!.>'=<:  :* 

èUsi  nous  foisons  ^ = zfce^te équation  dèvimdra  . . 


ou  plutôt 


. ^ + Fi  ^ 1=^  q , (io5).  ■ ^ 


Pour  achever  d’éliminer  jr  au  moyen  de  l’équation  z , 
ou  plutôt  — za?,. nous  dilFérencieronsceUedemicre  éqœ- 

tion,  et  nous  obtiendrons  . - . P 

■ = + . . 

^ . . d*  dx  ’ 

œtte  veJblW  rédàit  l’éqaation  (io5)  it  ' ^ • 


,;+F.(»+^)=o, 


d’oi  r.on'  tire 


xdz  - çæ  " (ç>z-f-  zFz) 

Fi ’ 


et , en  sj^raut  les  variables,  t,  . - 
■ ' • dx 

X 


•r 
dzFz 


* ■•I- 
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V nEs  bqitaTiohs  niFFéitisTlEi.tïs  homogènes.'  '^8'j 

et  par  con^uent  • ' ' 

. r flïFz  , ^ ’ * 

losx  = -7-  f ; — J,-  4-  C. 

^ J ~h  ■ ' •’■■  ■ 


H *• 


I.orsqu’on  aura  intégré,  il, ne  s’agira  pins  que  de  mettre  dans 
le  résultat  lu  valeur  de  z. 

''  389.  Prenonspour  exemple  l’équation «’^sr^djr+^dx: 
en  faisant  j-=zzx , nous  trouverons  . • ^ • 


dj"  — zdjc  4-  xdsy  ' , . ! ■ 

. . f . , * 

et , en  substituant  ces  valeurs,  l’équation  deviendra  , 

' x’zdx  + ar’dz  — z’x’dar  4-  ix*àx  ; 

' -.4  V • • 

réduisant  et  divisant  par  x*,  facteur  commun , on  obtiendra 

...  .V 

xdz  37  z’dar^ 

cette  équation  étant  divisée  par  2*  et  par  x,  donne 
ix  ‘ dz  ' . • - 


» 


et  en*ntégrant , op  aura^ 


logx  = — -4-e  = — -4-C=--4f  + C 
jr  jr  ‘ 


3go.  Prenons  pour  second  exemple  l'équation 


x*+  JX.  . . 

^ d^  = xàx-, 


: X ■ • 


x — jr 


en  faisant  disparaître  le  dénominateur , on  voit  que  tous  les 
termes  de  cette  équation  sont  de  deux  dimensions;  ainsi, 
nous  supposerons  ^ = zar;  et  en  réduisant,  cette  équation 
nous  donnera  ’’  . 


:4V. 


(l*f-z)’ 


K' 


• ¥. 


4. 


. ■■  .*  « 
.'U'..'.  I.  • '■  .. 

• V'.-- 

^ •'  * ■ 
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lueltant  pour  ^ sa  valeur  tirée  de  l’équation  ^ ax,  on 

T II  ■ ' I • 


aura 


xAz’  a(i — z)  . 


dx 


I +z 


transposant , Z dans  le  second  membre, 'et  réduisant  au 

ménÿ  dénominateur , on  trouvera.  î 

\ 

dx.  . (i+z)  j_  . , . 

•T- — 

et  enfin  J""  ‘ ’ . 


i .. 


logx=~/g-/^  = ^-ilog*+C  ■ • 


=— + iipg'^-f^  c. 

<xx  X , 


3gi.  Lonqae  réqmliou  proposée,  onire  les  lermes  Kxfyl,,. 
Bxf'jn'  + eic. , contient  de»  polynômes  tels  qne 

(Mjr’y'4-  Nx'-y''  + ete.)*«Lr,  (Px'j*  + Qx'^*' + ete.)<dy, 

les  variables  seront  encore  séparables  si  l’on  a ^ 

P +q  = p'+<7'=(r ri- s) * = (io6). 

Ponr  le  démontrer,  faisons  - 

(.r  + sik^n,  {r'-{-s')k  = n...{iaf),  . 

et  divlsoiu  par  x*  tops  les  termes  dn  polynôme 
(Mxry»  ri*  Nxr'yrr'ri-  etc.)*, 
ce  polynôme  deviendra  , 


.■V  > - 

î%e 


^ ^ W,x’^*'ri-etc.\  * f Mj-'  ^ Ny*'  ^ 


/ Mxy  -4-  Wx'' 

•.'I  V'- 


)■' 


or,  les  équations  (107),  nous  donnclTt' 


< .Z-  ' * 

' ' 'nwV:'ï».  ' 

' * s • ' ‘ * V 

•î»  • ; , 

" >*f  ■J'  . 
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DES  ÉQUATIONS  DIFrÉRKN7IELI.ES  HOMOGÈNES.  28q 
«ubstÙQant  oes  valeurs  dans  l’expression  prdçedcnte,  non»  trtuverons' 

(mj: (9'+»-]‘. . 

ce  qui  prouve  que  lorsque  les  équations  (ro6)  ont  lien,  les  polynômes 
clevcs  à des  puissances,  se  réduisent,  comme  les  antre»  termes,  È des 

fonctions  de  • •> 

Par  conséquent,  en  faisanf^=x,  ou  plutôt,  y=*x,  l’équation  peut 
se  réduire  h une.fonciion  de  a.  Pour  en  donner  on  exemple,  soit 

xdjr  — yrdx  = dr  . , •.  (,o8).  , ^ , 

CtiUc  cquatioD  «critc  ainsi , ' 

» ar'jrodjr— ^lx®di  = dx(x*y'o  — ' 

on  voit  que  les  équations  (lo6)  sont  satisfaites;* ainsi,  noos  ferons  v=rx 
et  par  conséquent  ’ 


dx 


éuhstiloant  ces  valeurs  dans  l’équation  (i58)„  réduisant  Cl  divisant  par  le 


facieurcommnn,  on  obtiendra 
•K  . i<  < , 

da 


. ( 


et  par  conséquent 


dx 

X 


dz 


V^i — a*’ 

intégrant,  on  trouvera,.’ art.  373, 

log  X = arc  (sin  = a)  + C , 
ou  , en  remettant  la  valeur  de  a , 


, iv 


log  X :=  are 


•+•  c. 


392.  En  général,  lorsqu’on  a une  fonction  homogène  des^ 
variables  x,jr , z,  etc.,  on  peut  toujours  séparer  l’une  des  va- 
riables, par  exemple  X,  en  faisant  j=ix , z=«x,  etc,  (“). 

r)  Voici  ce  calcul:  soit  Mdx  + Ndjr  + p,U  = p , une  équation  ho- 
mogène, dans  l..quelle  M,  N,  P,  sont  des  fonctions  des  trois  variables 
Èlém.  de  Cale.  diff. 


3 


• 


. / ... 


. \ - 
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3g3.  Ofi  emploie  quelquefois  ües  exposans  indéterminés 
pour  rendre  une  équation  lioiaiogène  : s^t,  par  exemple, 
l’équàtion  ^ 

I 4-  bxfàx  + = o j ^ 

o’n  supposera  = z*  ; et  comme  l’exposant  k n est  pas  une 
variable,  mais  une  constante  inconnue,  on  dilTérencmra  par 
l’art.  1 8,  et  l’on  aura  •«' 

d^==/iz*“'dz  et  Jr"  = z*”;  - 

en  substituant,  on  obtiendra  ' • 

, flz*'"x"da:  + ix»’dx  + ckaflz*^'àz  = o;  ' ' 

. ’ . " * */  • 'f 

cette  équation  sera  homogène  sij’on.a  ^ ■ 

Am  + w = ^î  ? + ^ — ^—P't  ' , 


T.P- 


X,Y,Z\  ces  fonctions  M,  N,  P contiendront  tics  termes  tcU  qne  AiFj^sr, 
Bxf'ys's'',  Cxfyi"t'",  et  t’on  aurap+<7+r=f/+<j'+-/=pp‘'-i-v"-+-/'=«- 
Si  dans  l’un  de  ces  termes,  par  exempte,  dans  Axfynz't  on  siibssUue  les 
valeurs yzàtx,  z=ux,  ce  terme  deviendra 

r AxH^xfu'x'  = xH-r+r  X A»vT  = x’Atiu'  ; 

'la  mt'me  chose  ayant  lien  pour  les  antres  lermessr^i  l’on. y substitue  les 
valeurs  d^  y cl  de  s , l’équation  Mdr  + Nd^  î*dz  = o aura  x»  pour 
faetcur  commun  j snppimant  .ce  facteur  ét  observant  que  dy  et  d»  se 
.changeront  en  d.txct  en  d.ux,  elle  prendra  la  forme 

P (r , u)  dx  4- F (f , b)  d . t X + /( t , u)  d . ux  = o ; 
et,  en  ciccdlant  les  dilFcrencialions  indiquccs,  on  aura 

»(t,u)dx4-F(t,u)(«dx+xdt)+/(/,u)(udx4.xdu)  = o;  • 

_ d’où  l’on  tirera 

ti  (t,  u)  4-  «F  (e,  u)  4-  uf(t,  «)]  dx  = - X [F  (t,  u)  dt  4-/0,  «)  J 
et  p.fr  conspuent 

dx  F(t.u)dt4-/(t.u)d« 

^ '**  X B)4-»F(t,u)4-u/(t,u)‘  t 'i-  é' 

^ -,  ^ 


--  s'--  . 


',r  “ = 

y '..'S' 


■ ' . 4f- 


i 


r, . .OjgtSiWby'^sÛJjle 
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1DK8  ÉQUATIONS  DlFfSRSNTIELLXS  HOMOOiNSS.  3^1 

éliminant  l’indétemlnée  ^ , OD  troHTera  , 

é ' 

équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  pro» 

posée  puisse  être  homogène  par  la  substitution  de 

y = z’'  — zP^'~'’.  . 

394-  Il  existe  $ sur  les  fonctions  homogènes , un  théorème 
important  que  nous  allons  démontrer  de  la  manière,  sui- 
vante: 

Soit  Mdar+Ndjy  la  diflérenlielle  d’une  fonction  homogène 
Z entre  de^  variables  x et  J'f  nous  aui*ous  donc  l’équation 


Mdx -f- Nd^  = dz . . . (169). 


Y 

Faisant  et  désignant  par  n la  somme  des  exposans 

des  variables,  d’un  des  termes  de  la  fonction  z,  on  trouvera, 
art  387 , . 

' ' , : Q*'‘  = z;- 

» ' 

et  l’on  se  rappellera  que  Q ne  contient  que  la  seule  variable  •. 
attendu  que  la  fonction  d’oè  provient  Q ne  renfermait 

' y*  ^ 1 

que  des  termes  ^ qui  se  sont  changés  en  q par  la  subs- 

^ y • 

titution  de  è la  place  de Cela  posé,  remplaçons,  dans 

l’équation  (109),  y par  sa  valeur  qx , substituons  Qx*  i z 
et  appelons  M'  et  N'  ce  que  deviennent  alors  M et  N jd’éqùa- 
tion  (109)  se  transformera  en  ' 

M'dx  4*  N"d . ÿx  = dCQx") . . . (iio);  ' 

' la  difiérentielle  de  qx  (art.  i4)  étant  ^dx  + x^?,  si  nous 
mettons  cette  va.leur  à la  place  de  d.^^x,  nous  (détiendrons 

. > - (M'  + H'i)dx  + N'xdÿ  = d(Qx*)  ; 

V '9-- 
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ce  qui  nous  apprend  jqne  la -différentielle  totale  de  est" 

(M'+N'î)dx  + N'idQ; 

mais  en  effectuant  la  différenciation  indiquée  dans  le  seéond 
membre  de  l’équation  précédente,  la  différentielle  totale  de 
Qx"  est  aussi  ■ ’ • _ ^ '■  / 

Q.nx'*~'dx-f-^dQ.  ' 

* ■ i V»  ■ , - 

ou  plutôt,  parce  que  la  différentielle  d’une  fonction  Q de  ÿ 
est  de  la  formeF^.d^r,  . ’ • . • 

• , Qnx*“*dx  + F^^-df'.'' 

Comparant  ces  deux'  expressions  dç  la  différeti^ielle  totale 
deQx",  poos  royons  que  leurs  premiers  termes  représentent 
également  la  différentielle  de  Qx“  prise  par  rapport  à x. 
Nous  aurons  donc  . ' ' ' 

JVI' + N'gr  = pQaj""’ ; 

si  dans  cette  équation  on  remet  jr  au  lieu  de  gx^  M' et  R' 
redeviendront  M et  N , et  l’on  anra 

' T'  ' , 

' - M -f- N — nQx"r', 

V ■ . X • ■ ■ ■ J, 

OU  ‘ ^ ■ 

,■  Mx  -f-  = nz.  ^ . 

SgS.'  Ce  théorème  peut  s’appliquer  à des  fonctions  hà- 
mogènes  d’un  nombre  quelconque  dé  variables  ; car  si  l’on 
.axait , par  exemple , l’équation  • , 

Md*-fNdj-'+Pd/  = dz,  y 

^ns  laquelle  la  dimension  fût  toujours  n,  il  suffirait  de 

y ■ ‘ •'t  ' 

faire  - — pour  prouver,  par  un  raisonnement 

X OP  ^ 

analc^ue  à' celui  que  nous  avons  employé,  qu’on  doit  avoir 
» = x’*F(ç,  et  par  suite 

Mx  + Nj- + Pt  = as. 
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‘ ^ ' t ■ ' ' ' " 

Ves  ùohdithrts  ^intégrabiiité  des.  fonctions  de 
' deux  variables. 

3g6. ' Lorsqu’oS  a fine  difiêrenticlle  Mda: -f-  Ndy  = o, 
on  ne  çeut  pas  a£S^rruer  qu’il  eiistd  toujours  niie  équation 
qui,  étant  différenGiée , donne  la  proposée;  cai*,  si  l’on 
différenciait, par  esemplé, l’équation  f[x,y)  = o, et  qu’on 
en  tirât  mdx  + nd7'  = o,  on  pourrait  multiplier  cette 
équation  par  une- fonction  de  x,  et  obtenir  une  équation 
Mdx  q-  =:  o dont  les  cueEBciens  M-  et  N seraient 
différens  de  m et  de  n ; par  conséquent,  l’équation,  t . . . 
Mdx  -1-  Ndj  = O ne  résulterait  plus  du  seul  procédé  de 
la  différenciation  de  - 

, f(x,:r)  = o. 

* K ' 

♦ * • . ; ■ 

Il  en'  serait  de  même  si  l’on  combinait  arbitraireinent 
widx  -f-  7id^=  O,  avec  l’équation  primitive  f{x,  jr)~  o; 
par  exemple,  en  éliminant  un  ou'plusieurs  termes  entre, 
mdx  + n(^  = o et  -f{x,  ^)  = o,  on  pourrait  obtenir  une 
équation  * ’ ^ * 

•'  ' • M'dx  + N'd^=o,  ' 

.dans  laquelle  les  coefBciens  différentiels  M’  et  N'  seraient 
différens  de  m ei  de  n.  ' 

397.  Une  équation  qui,  telle  que  mdx -4- nd^  =3  o , a 
été  obtenue  par  le  seul  procédé  de  la-  différenciation , se 
nomme  une  différentielle  exacte  ; il  en  est  de-  même  de 
toute  fonction  différentielle  qui  ne  serait  pas  égale  à zéro, 
mjiis  qu’oii  aurait  trouvée  par  le  seul  mojen  de.|la  diffé- 
renciation. Lorsqu’une  équation  différentielle.» 

Mdx  + Nd^  = o , n’est  pas  une  diflérentieile  exacte,  on  ne 
peut  songer  à l’intégrer  que  lorsqu’on  l’a  rendue  une  diffé- 
rentielle exacte  par  quelque  opération  préparatoire.' 

3()8.  Euler  résolut  le  premier  ce  problème  important: 


CAI.CVL  AlÿioBAl>.  > . ■ 

I®.  Une  équation  différentielle  étant  donnée,  déterminer 
comment  on  peut  reconnaître  lorsqu’elle  est  une  différen- 
tielle exacte?  . ' 

2®.  Quel  est  le  moyen  d’intégrer  cçtte  équation? 

' Avant  de  donner  une  solution  de  ce  problème , je  rap- 
pellerai que,  d’après  notre  convention,  art.  52,  l’expres- 

d«  . . ' . - 

sion  — nous  indique  que  la  fonction *  * de  x et  de  y,  a été 
dx  , 

différenciée  par  rapport  à x , et  divisée  par  dx  (*).;  si  en- 
dz 

suite  cette  fonction  ^ est  différenciée  par  rapport  a une 

autre  variable  y et  divisée  par  dy,  nous  écrirons  ainsi  le 

d*z  t * * 

résultat  de  cette  opération:  Si,  au  contraire on 

eût  pris  d’abord  le  coefficient  différentiel  de  * par  rapport 
à et  ensuite  par  rapport  à x,  on  aurait  écrit  ainsi  le 

. • fl** 

résultat  i|e  cette  operation  , , 

Lorsque  Z est  nue  fonction  de  trois  variables  x,  y,  u,  une 

expression  telle  que  Indique  qu’on  a pris  d’abord 

le  coefficient  différentiel  de  z par  rappoiÿ  à x,  et  ensuite  le 

coefficient  différentiel  de  -p-  par  rapport  à y,  et  enfin,  le 
I dx 


}■ 

(*)  Soit  dz  =ï  Adx  Bd^  + Cd< , etc. , la  différentielle  totale  de  z j 
le  rapport  ^ n’est  autre  chose  que  le  codlicient  diffe'rcnliel  A.  Si  l’on 
demandait  le  rapport  de  Adx -t- Bdy Cdt , etc.,  h dx,  il  no  faudrait 
donc  pas  le  représenter  par  j dans  ce  cas , le  rapport  de  la  diffé- 
rentielle totale  & dx  s’écrira  de  Tune  des  manières  suivantes  : ' , 

d(z)  r . 


— dz  ou 
dx 


dx  ' 


r'- 


<'  V 


:v 
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J’*  % 

VoefHcietit  différenlicl  de  .}>“*■  rapport  a u,^  Parcille- 

d*x 

ment,  l’expression  , indique  qu’on  a effectué  cinq 

différenciations  successives  sur  les  deux  premières  par’ 
rapport  à X,  et  les  trois  autres,  par  rapport  à j-. 

3g(j.  Cela  posé,  le  théorème  d’Euler  repose  sur  la  propo- 
sition suivante,  qui.a.^té  dénaontrée,  art. 't 72. 

^Si  l’on  a-  une  fonction  z deux  variables  X'Ct  y,  et 
qu'on  prenne  le  coefficient  différentiel  de  z,  d'abord  par 
rapport  à x,  et  qu'on  prenne  ensuite,  le  coefficient  d^é- 

rentiel  de  g-,  par  rapport  àjf^on  aura  le  même  rénxhat 

que  si  l'on  ^dl  d'abord  pris  le  coefficient  différentiel  de 

z par  rapport  ,à  y,  et  ensuite  le  coefficient  différejuiel  de 

ilz  ' * ^ 

-J—  par  rapport  à x : c’est  ce  qu’on  exprime  en  disant  que 


d‘* 


d«» 


. dxdj-  dj-dx  : . ,r*r‘ 

400,  Si.  l’on  a,  par  exemple,  x = x*4-*Ti  trouve 

.V-  s . 


I *.i. 

jj=^+r. 


et  par  conséquent 


d*z 
dxdj^  ' 


d*Z 

dj'dx  I 


\ f -If!  t« 


1 4®**  Cela  posé,  soit  * la  fonction  dont  là  différentielle  ‘ 
est  Mdx  -1-  Ndj"  ; on  a • 


M=^i  N=^. 

dx’  djr 


.‘t 


\ 


La  première  de  ces  équations,  différenciée  par  rapport  à-^', 
donnera  '"‘'1' 


1'*'  ’•  t- 
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’ d‘t 

dx  dxdj'l 


^1*  seconde,  différenciée  par  rappôrt  à ± , donnera  ' 

- , ' '•  dN__^;  ‘ ' • • ‘ 

' dx  tl/'d'x  ’.  ■ ' ' 

Les  seconds  termes  de  ces, équations  étant  identiques,  il  en 
résulte  que . ’ ‘ • 

dM  dN 


.■  S 


d^  dx‘" 


toutes  les  /bis  que  celte  équation  de  condition  aura  Keu,  la 
• différentielle  proposée  sera  exacte, 

402.  Je  reconnais,  'par  exemple,  que  l’expression. . . 
(^•r— r'jrj  dx  — xd^  est  une  différentielle  exacte  ^ parce 

îl^=a_  — • ■ 

,\.  àjr  ~ dx' 

L’^expression  ' 

,*■'  ■*  Cr*  + 3a:’)dx  + (3^*-f.2j:j-)dj-,‘ 
est  aussi  une  différentielle  exacte . car 
^ ; dM  dN  • 

403.  L’équation  ^dx  — a:d^  = o n’est  pas  une  diffé- 
rentielle exactè,  puisque  I et  queqp=ç— 1.  En 

effet , cette  équation  dérive  de  cellc-ci  : ^ • 

, . ' . , J'd.r  — xdx"  '• 

, ..  y-O 

trouvée  immédiatement  par  la  ^différenciation,  et  dans  la- 
quelle on  a supprimé  le  diviseur  commun  en  le  resii' 
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1 JC  • 

tuant,  on  aura  M = -»t^W  = la  condition 

'J-  y ■ 

dM  dN 

-r-  = -r-  sera  remplie. 

ày  dor  ' , , . * , , . 

’l  ^ 

Des  conditions  d’intégrabililé  d’une  fonctiondes  varitAles 
x , J , et  de  leurs  aoefjiciens  différentiels  suççessijs. 

4o4*  La  variable  independante^écant  a'd  soient 

* dy  d»r  d^r  , V 

- dl  = '’’  dï:  = ’’  ST»  = . ■. 

et  ain>i  de  iuite.  Si  l'on  prend  une  expression  Vdx  dan»  Ja^ucllu  V soit 
foilttion  de  jr,  de  de  p,  àe  q , etc.,  il  faudra  pour  que  Vdx  soit  un»; 
différentielle  exacte  , qu’elle  provienne  par  la  différenciation  d'une  cer- 
taine fonction  que  nous  désignerons  par  2 ; nous  aurons  done'Vdar=  da, 
ou  plutôt  . ‘ 

v=t^d2..,W  ' '' 

4o5.  Supposons  que  V ne  contienne  que  x eiy  ) et  que  les  coefficiens 
differeptieU et  <7  ; cVst-à-dire  qo^on  au 


l’expression  Vdx,  à cause*  des  coelHcieus  différentiels  ^ et  qu’elle 

renferme , appartiendr.'t  au  second  ordre  ; il  en  sera  donc  de  même  de 
dr;  par  conséquent  Z devra  être  une  fonction  du  premier  Ordre!  et 
contiendra  point  q.  Ainsi , l’on  aura  en  la  différenciant 

luetlant  cette  yalcur  de  âz  dans  Tequation  (i  i3}p  on  obtiendra 

' 

faisant  passer  le  diviseur  dx  sous  la  parentllise,  on  aura  , 

V - * I . - 

dx  d^  " dx  ^ilp  " dx  ’ 

mettant  au  lieu  des  roefliciens  dlfTcrcniicIs , leurs  valeurs  données' pVi 
les  équations  (1  ta),  on  trouvera  ’ . 
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Soitmaiatenam  ' 

• dV  = Mdx  + Ndx+Pdp  + Qd^.^.  (ii6?,  ^ ' 

lea  éqoationa  (ll3)  et  (tiS),  Toat  nojoa  foarnir  lea  moyens  de  de'termincr 
lea  CQtÊciena  M , N,  P,  Q en  fonction  des  cot^cieas  diStrcMiels 

etc.  Pour  cet  cfièl  la  Takar  M,=^jî  lirde  de i’(Ti|uation  (u6),  e'unt 
mise  dans  l’cgnation  'u3)  diffëreneic’c  par  rapport  & x,  ona 

on  trouTera  de  même 

dV 


\ 


' „ I d«x  , 

^ ^=ïi-dp- 

,dV 


A t'cgard  de  P,  le  coeiScient  <USëreDtiel  *IR>  en  est  la  valeur,  se 
trouvera  en  différenciant  l’c'qnation  (il  5)  par  rapporté  p et  an  divisant 
par  dp;  et,_ si  l’on  observe  que  d. 1101=  udi'  + iJu,  on  aura  _ - 


dx’,  d* 
‘TL  + : 


dV  _ d-  

dp  ***  dxdp  dy  dydp  ' 


d« 


de  dq 


P + d^i-'^+d^dJi"- 


f Or,  le  terme  affecU  de  ^ est  uni,,  car  . r 

• d^' 

" ‘ ^ _ d*p  dp  di 

' ^ dxdp  dx  dx 


d.constnnte 

dî  ’ 


et  comme  une  constante  n'a  point  de  différentielle , nons  supprimerons 

' d/7  ^ 

le  terme  iffecté  de  ("),  ce  qui  réduira  la  valeur  de  l’équation  (li8)  à 
dp  ..  . , 


d*ï  . d’s  , , 

,P  + âr.7-  (”9)- 


■ cfy-  dxdp  dydp  ''  dp* 

Cette  valenr  va  se  simplifier  ; car  l’équation  (l  l4)  > étant  différenciée  par 
rapport  II  p , nons  donne 


(*)  Si  i au  lieu  dos  seuls  cneiBciens  différentiels  p et  q,  on  avait  encore 
r,  s,  t,*etc. , cp  suivant  la  même  marche,  on  tomberait  sur  les  expres- 
sions—, —,  4^,  etc.;ct,  par  nnc  démonstration  analogue,  ou  prouve- 
dp  dp  dp 

rait  facilement  que  ces  expressioiu  sont  uullcs. 

• J ■ ■ . . I 


",;i  v;- 

P ,v- 

- -1. 


X,-  , ' <5..  r - 
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*'  dp  ~ dxdp 


et  en  divisant  par  dx , on  a 

I J âz d*»  ^ d**  4*  g i 

dx  dp  ” dxdp  dydp  ^ dp*  ^ * • 

i!ïcue  valeor  des  trois  dctnicrt  termes  de  rcqtutioit  (119)  la  réduira  &. 

P = ^ + i-dj5. 

djr,  dx  dp 

En  opdrant  de  même  par  rapport  à Q , on  tronvera 
dï  I dr 

et  comme,  dans  notre  hypothèse',  la  fonction' s da'premier  ordre  ne  peut  , 
renfermer  d‘y  et  par  conséqiieiit  q,  il  faudra snpprimer  IctepAe  oh  entre 
^ , ce  qui  réduira  la  valeur  de  Q h ■ 

l >‘/dp  , 

‘ en  résume*,  nous  avons  • ^ * 

M = x p,  ^=-r^-P  )' 

dx  dr  dx  dy  I , , i 

P — ' d — O— — V 

P -df+aî‘*-dp’  Q-d?  ) 

Il  ne  s’agit  plus  que  d'éliminer  entre  ces  équations  la  fonction  s , qui 
nous  est  incoimne  j or,  en  considérant  les  coefficiens  différentiels  qni  s'y 
repeonttent,  nous  voyons  qu’il  en  e^te  de  deux  sortes  qui  sont  communs 

h plusieurs  de  ces  équations  ; ce  tont^  et^  quientrentdans  lfsvalcnrs 

de  P,  de  M et  de  Q.  Cherchons  !i  éj^iner  ces  deux  coelficiens  différen- 
tiels entre  nos  trois  équations  : pour  cela^  nous  remarqueroas  que  la 

différentielle  de  P qui  entre  dans  la  valeur  de  N est  celle  du  terme 

dr  djr 

qu’on  trouve  dans  la  valeur  de  P ; nous  'cUffëtcncicroqs  donc  ^Vqualioq 

qui  a P pour  premier  membre,  et  en  divisant  pai;  dx,  nous  trouverons 

dz 


'1?  — i.  I _ 
dt~  dx'*' 


: . ds 

dx«^’  dp* 


par  cousvquent  en  retraucliautclc  ccuc  (kjuatioii  la  seconde  des  éqiiaûous 
(130),  noos  obtiendrons 


1 . dz 

-, — d*5- . 

dx*  dp 
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U nniu  rc(te' encore  ici  un  (eriue  qui  conlicnt  sj  iiiaiià  nous  l’climinc' 
rone  it  l’aide  de  la  qoairiime  cqualion  (rid), différenciée  denz  f<iia,  ce  qui 


nous  dbnoera 


-,  dP  . d«Q  , , 

Tî  — -7 — t-  = O...  (lai). 

d*  ^ dr*  • ' V ' 


Telle  lera  l’éqaalion de  condition  qui  devra  avoir  lieu,  ponr  que  V e'iant 
folictiou  de  X,  de  jr  ,i\e  P eide  q , l’ezprèuion'  Vdx  soit  une  différentielle 
exacte.  . ' 

En  genc'ral,  si  V est  une  fonction  de  x , dey , et  des  coelGcicns  différen- 
tiels p , r/ , r , i , t , etc. , ou  trouvera.  • . i . 


— _ ill® 

dx  dx»  dxî 


dtj» 

dx< 


d«T 

dx* 


4o5.  Par  exemple,  si  l’on  avait  mdx-pndy,  en  mettant  cette  expres- 
' sion  sous  la  forme  (m  np)dx,  la  fonction  y serait  dans  ce  cas  cigale  il 
^ wi -t-np,  et  l’on  en  déduirait  . . . ^ ■ * 

«T  dm  dn  _ i . I /du  , . d«  , V dn  , rin 

. ^=d7+d7P’P="idi'’P=dxfc‘''+ti5^''^j=di-^d>P’ 

, ces  valeurs  de  N et  de  dP  mises^lans  IV^ation  N — j^dP  = o,la 


convertiraient  en 


.dm  dn  dn  d«  " 

dy  3ÿ  ^ dx  dy  ^ °.î 


7 •Ml.il 
. isrutMfM 


et  en  rckluisant  on  trouve  ^ 

- . ■ dm  dn“ 

- ‘'-y  • ^“d];-’,  ■ •, 

ce  qui  est  l’ëqnalioD  'de  condition  (t  1 1)  de  l’urlible  4oi.* 

' • 

Intégration  des  fonctions  de  deux  variables  qui 
• remplissent  les  conditions  dintégrabilité.  — 
Recherche  des  facteurs  propres  à rendre  inté- 
gràbles  les  équations  qui  ne  le  sont  pas  immé- 
diatement. 

4^-  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer  une  différen- 
» liclle  à deuA  variaWes,  lorsqu’il  a été  reconnu  qu’elle  est 
exacte.  Pour  cet  effet , nous  remaï  qiteroiis  d’altord  que 


'.  . . • > / . / 

‘.'.A','*./../ 


C.\ 

* 

V.  k 


i : , 


•i  ‘ 


, . pigifeèd. 
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lorsqu’une  fonction  « «le  ^ cl  de^,  par  la  différenciation  - 
a donne  Md.r  + Nd^-,  le  te«nc  Mdx  a été  obtenu  , en  re- 
prdant^  comme  constant.  Par  con'séquent,  lorsque  noos' 
intégrerons  la  partie  Mdx , la  constante  que  nous  ajouterons 
pourra  renfermer  jr,  et  en  la  représentant  par  Y,  sauf, 
si  le  cas  l’exige,  à regarder  Y comme  une  constante  ordi- 
naire , nous  écrirons 

« = /Mda:4.Y'=  O...  (ia3). 

Cette  équation  étant  celle  qui,  parja  différenciation ,. a 
dû  nous  donner  Mdx-f  Nd^  = o,  il  suit  de  là  que  N n’est 
autre  chose  que  le  coefficient  différentiel  de  /Mdar  + Y 
par  rapporta  j-.  ’ 

Eu  effectuant  cette  différenciatio'n,  nous  aurons 

/ « / r»« 

w d/Mdar  dY 

« Ajr  "^dj’  ‘ ; 

on  tire  de  cette  équation 

<i.r  * d^ 

et  en  intégrant , ‘ ' 

d yiVIdar 


. Y =/(n. 


celte  valeur  de  Y mise  dans  l’équation  ( 1 23) , on  obtient 
Il  e,t  i ob«,.,cr  ,«  N - 

puisque  cette  expression,  multipliée  par  ày,  doit  donner* 
pour  intégrale  une  fonction  Y de  la  seule  variable  yS 


i ' 
I 


V- 
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407.-  Pour  démontrer  que  l’expression  N 


dr 


n’est  pas  une 


. fonction  de  x,  nous  en  prendrons  le  cocfEcîctil  différentiel  par  rapport 
ixv  et  nous  aurons  • , ' ' 

d,N  . d(d/Mdr)  , I , • 

■ d7 — dTdi— 1 

et  en  cliangeam  l’ordte  des  différenciations , la  seconde  partie  de  celte 
expression  deviendra 


./  j/d/Mdx- 
drd/Md.r)  ' V 

didjr  . 


fîx 


). 


J/ 


or,  l’rote'graie /MéLr  ayant  été  prise  par'rapport  i s;,  la  différentielle  de 
'i/ndx,  relativement  là  la,  même  variable  r,sera  Mdx  j doric*^"^^^i*-i=  M, 

ZhlM. 


ce  qui  réduit  l’expression 
''1  ' • t 


, , substimant  cette  valeur 

dy  dy 

dN  dM 


■ dans  l’expression  (ia5),  nous  auront  — — ^ ; or , cette  quantité  est 
nulle  d'après  l’équation  de  condition  d’intégrabilité  ; d’oii  il  suit  que  la 


différentielle  de  N - 


d/Mda 

‘Ir 


par  rapport  4x,  cttnnlle,  ce  qui  protfre 
que  cette  expression  tie  renferme  pas  x.  ‘ ■ 

408.  Au  moyen  de  la  formule  (i23),on  peut  intégrer 
toute  fonction  de  d,eux'Tariab1es  qui  satisfait  à la  condition 
d’intégrabilité.  Prenons  pour  exemple,  , . . ' 

(6xjr  —y*^àx  + (3*»  — ‘ 2xj-)âjr ...  (126). 
Comparant  cette  expression  à Mdx  + Ndy^' , nous  avons 
6xjr—j‘=M,  3x*  — - 2oy^  = N. 

Par  conséquent,  la  condition  d’intégrabilité  est  remplie, 
puisque  l’on  tro  uve  ■ 

dM  - dN 

int^ant  l’expression  (jàxjr—j'’‘)dx , dans  l’hypothèse  à&j- 
constant , nous  aurons 
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I 

> /Mdx  = f{6xj  — J^)dx  = Zx'jr  — J*X  ; 

substituant  celte  valeur  et  celle  de  N dans  l’équation  (124)» 
nous  obtiendrons  ■ . 


U = 3xy  — jr*x  '4- ■ 


i{3x'j—j^'x) 


Qdj-, 


La  partie  affectée  du  sigup  d’iritégration , en  exécutant  la 
différenciation  indiquée,  se  réduit  à ' 

/(3a:*  — — 3x' 2jrx)ijr-, 

>.  *" 

et,  en  ôtant  le  signe  d’intégration,  on  a une  différentielle 
dont  les  termes  se  détruisent  : il  suit  de  là  que  l’e^pressioa , 


d(3x*jr  — ^*x) 


est  constante , vu  que  toute  quantité  dont  la  différentielle 
est  bulle,  est  constante',  d’où  il  résulte  que  l’intégrale 
cherchée  est  3xy  — j-'x  + constante.  ' 

409.  Si  l’on  n’eùt  pas  voulu  employer  la  formule  trouvée 
par  l’article  précédent,  on  aurait  pu  faire  direetement  le 
calcul  de  la  manière  suivante  : ' , 

On  intégrera  l’expression  (126),  en  regardant  j' comme 
constant , et  l’on  aura 

/Mdx  = /(6xy^  — y*)dx  + T , 
ou 

U = 3xy--^*x  4- Y. . . (127); 

différenciant  cette  équation  par  rapport  à , on  ob^ 
tiendra 

.^=3x*-2xj.+||: 

^ n’étant  autre  chose  que  le  coefficient  ded^  dans  l’expres- 
sion  (126) , nous  avons  aussi 
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^ = 3x‘  — 


, • dY 

comparant  ces  valem^s,  nous  trouverons  — = o,  et  par 

conséquent  Y = constante;  mettant  cette  valeur  dans  Vé-, 
quation  (127),  nous  trouverons 


U = — j'‘x  + constante.  . 

4 10.  Soit  encore  la  fonction 

+ 3j'')dx  + {fix'jr  4-  92:^“  + 8^)(Î7-;  „ _ , 
si  on  la  compare  à l’expression  Mdx-J-Ndj^,  on  tronvera’ 
M ==  2^’a;  + 3jr*,  N = aar’j- + ; 

et  comme  l’on  a 


dM  ' . . dN 


la  fonction  proposée  est  une  différentielle  exacte,  ^tégeant 
par  rapport  à x , nous  aurons 


ou 


' /Mdx  = jr'x^  + 3^’ar  + Y , 

« =:  j-’x*  + 3j^'*X  4-  Y ; ® 
différenciant  cette  expression  par  rapport  à on  obtiendra 


id. 


du d(j'’x’  + 3?^’^)  I dY  * 

»lr  d^  àjr’ 


d’une  autre  part  ^ représentant  le  coefficient  de  djr  dans 
réquatlon  proposée,  nous  aurons  encore 


du 


\w 


— = ixy  + gx^’  + 8y, 


•C 


■'i' 


^ t- 
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âe  ces  deux  valeurs  de  ^ on  tire  cette  équation 

J ‘ -J  . 

• d(r*a:* -f- 3r’’x)  , dT  ■ . - , . . o ■' 

^ ^ + gxy*  -I- 

et  en  effectuant  la  différenciation  indiquée  par  rapport  kjr^ 
on  a I.  ' . ' ■ . ‘ 

dY 

. 2xy  + ^x  + ^ = 2xÿ  + gxj^  + 8j^, 

t . . 

équation  qui  se  réduit  à ' , . 

donc  V- 

T =x /Sydj^  = ?^  + C,  . 

et  par  conséquent  l’intégrale  chèrcliée  est 

ù=yx'  + 3j^x  + aj*  + C. 

411.  On  a VU,  art.  4®^,  que  , l’équation  j'da: — xAj'z^so 
n’était  pas  une  différentielle  exacte , parce  que  cette  équa- 
tion avait  perdu  le  facteur  commun  on  sent  donc  qu’il 

peut  exister  des  équatiôns  qui,  telles  que  celle-ci,  ne  sont 
pas  immédiatement  intégrables,  mais  qui  le  deviendraient 
si  l’on  pouvait  restituer  ce  facteur. 

4 12.  Soit  en  général  l’équation  Pdx -f- = o > qui 

est  une  différentielle  exacte,  etz  le  facteur  commun,  que, 
pour  plus  de  généralité,  nous  supposerons  une  fonction  de 
ar  et  de  nous  aurons  ' 

P =M«,  Q = Nz.^ 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente, 
le  facteur  commun  z disparaîtra  et  l’on  aura  • 

' Mda: -J- = O. . .-  (128). 
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L’équation  Pdx  + Q‘1/  — « étant  une  différentielle  exacte 
par  hypothèse , on  aura  • ' , 

.,  • •■•''•  ' ■ ' ' ‘ 

^ dj"  «Lr  ’ 

mettant  pour  P et  pour  Q leurs  valeurs , cette  équation  de- 
viendra ^ 

V . dM* dNz  ' ' . 

dj^  da:  ’ 

^ **  « 

et  en  développant , on  trouvera 

Mdz  . zdM  Udz 


(\X  ,dX, 


dar 


zdN 
d^r  ' 


(•39)- 


- '•  dz  dz 

4i3.  Lorsque  le  facteur  commun  z est  constant,  et  ^ 


étant  nuls,.l’équatibn  (129)  devient 

dM 

, «!>• 


dN  . 
'd.r’ 


par  conséquent  la'  condition  nécessaire  pour  qffe  l’équa- 
tion (128)  soit  une  différentielle  exacte,  est  remplie.  Mais, 
lorstjue  Z est  une  fonction  de  x et  dejf  5 la  détermination  de 
Z dépend  de  l’équation  (1*9);  or,  cette  équation  est  plus 
diERcile  à intégrer  que  la  proposée , qui  ne  renfernse  que 

le  seul  coefficient  différentiel  tandis  que  l’équation  (129) 

ax 

' ^ . ^rr,  • 1 ‘hï  dz 
renferme  lés  deux  coefficiens  diuerentiels  et  et  con- 
tient trois  variables  X, J’,  z. 

4>4-  l’équation  est  homogène,  il  est  très  facile  de  dé- 
terminer ce  facteur;  car  soit  Md.r -f-  Ndj-  = o , une  équa- 
tion homogène  j qui  devienne  intégrable  par  la  multipli- 
cation d’une  fonction  homogène  z de  a:  etdej';  appelant  u 
l’intégrale  île  l’équation  zMdx  + zNdj'  = o , on  a 


■V?-; 


c-' 


Îi-î 


! 
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zMdar  4.  zNd J- ==  dw . . . ( 1 3o)  ; 

cette  équation  étant  homogène , on  en  déduit,  art  3q4 , 

zM^.+  ^N^  =3  n«.. . (i3i)j  ■ ~ 

or,  si  la  dimension  de  M est  représentée  par  m,  et  celle 
de  Z par  k,  la  dimension  de  l’un,  des  termes  zMa:,  zT^ 
sera  donc  m+k+  i -,  cette  valeur  étant  mise  à la  place  de 
n , dans  l’équation  précédente,  nous  aurons 


zMar  -f  zN^  4 4.  . 

divisant  l’équation  (i3o)  par  celle-ci , nous  trouverons 

Mda:  -f  Ndj-  ^ - 1 ^ 

Mx  +Hjr  — U ^ m 4-  A -fl'  * 


Le  second  membre  de  cette  équation  étant  une  différentielle 
exacte,  il  en  doit  être  de  même  dn  premier;  d’où  U suit  que 


Mx  4-  Nj-  facteur  propre  à rendre  intégrable 

l’équ'Ttion  homogène  Mdx  4- Ndj^  = O.  > . ^ 

4i5.  Si  le  facteur  commun  z , qui  doit  rendre  lioràogènc 
la  proposée,  n’est  fonction  que  de  x,on  9^=  o-,  ce  qui 
réduit  l’équation  (129)  à 


d’où  l’on  tire 


^dM  Ndz  dN 

dj-  dr 


et  par  conséquent 


Ndz /dM  dN\ 

dx  *\dj^  dxy’ 


I 


\ - 
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intégrant,  on  a 
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multipliant  par  loge,  changeant  le  coefticient  de  log  e en 
.exposant,  et  passant  aux  nombtes,  on  trouve 


dM  dN\ 


z — e 


f I /<IM 

J^iKdp-A7j 


itj( 

...'  (i33). 


) 


Il  ne  s’agira  donc  pins  que  de  multiplier  l’équation  pro- 
posée par  ce  facteur  z,  pour  qu’elle  devienne  une  différen- 
tielle  exacte.  ■ 

4i6.  .Soljt,  par  exemple,  jrda:  — xdj^  = o;  on  a 


x; 


djK  dx  T 


, au  moyen  de  ces  valeurs  la  formule  (i  3a)  nous  donne 

/dz riàx 

' . t ‘ f*»-  * 

d’où  l’on  tire,  enint^rant,  *■  . 

- ■ > . ' ' C ^ 

logz  = — alog  a?  + logC  = — log  x*  -f-  logC  r=  log—  ; 

' C 

et  en  passant  aux  nombres , on  trouve  z = — : par  consé- 
C(yAx  — a^dy) 

quent  l’expressiOn  j sera  une  différentielle 


exacte.  - 

4 1 7.  On  peut  trouver  une  infinité  de  facteurs  qui  jouissent 
de  la  même  propriété.  En  effet , soit  z un  facteur  qui  rende 
exacte  l’équation  Mzda:  + Nzdj'  = o ; en  représentant  par 
U l’intégrale  de  cette  équation , nous  aurons 


^ . Mzda: 
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raultipliant  fes  deux  membres  par  <puy  nous  obtiendrons . 

<pu  (Mzdx  + Nzd^)  =^«du. 

N * 

L«  forme  de  étant  arbitraire,  nous  pouvons  faire,  par 
exemple,  ^u  = 2U*,  et  alors  2U*du  étânt  une  difiérentielle 

exacte,  .•  ,1  ■ 

2«'‘(Mzdx Nîdj")  =s  2«’d« 

en  sera  aussi  une  -,  donc  le  facteur  2zu*  aura  la  propriété  de 
rendre  intégrable  l’expression  ,, 

Mdx  -f-  Nd  = O. 

On  voit  qu’on  peut  faire  une  inbnité  d’autres  hypothèses 
sur.^u.  . . 

Des  conditions  'd’inlégrabilité  des  fonctions  de  trois  et  d’un 
plus  grand  nombre  de  variables.  Intégration  des  équor- 
tions  de  trois  variables  qui  y,  satisfont.  De  l’équation  de 
■ condition  qui  a lieu  pour  que  l’intégration  des  équations 
différentielles  à trois  variables  dépende  d un  facteur  com- 
mun, et  des  moyens  de  satisfaire  à la  proposée,  lorsque 
cette  équation  de  condition  n’existe  pas. 

4iti.  Proposons-nous  de  déterminer  les  conditions  d’intégrabili^'  de  ta 
difiërcutieUe  d'une  fonction  de  trois  variables  x,  z;  cette  fonction  étant 
représentée  ]>ar  u , nous  aurons 

du  = Mdx  + Nd^H-Pdz...  (i34); 

par  conséquent'' 


VI  ‘t"  VI  du  _ du  . . , 

^‘=di’  «=d7’  ' ■; 

On  peut  combiner  deux  à deux  ces  équations , de  trois  manières  diffé- 
rentes ; , ' , . 

d“  v.  du 

I».  7-  z=  M cl  T-  = N.,  , 

dx  dy  r ’ ' - •.  ■'  • 

. • .du  du  „ 

a».  ^ = M et  t=  P,  ' . ' 

dx  dz 

du  du  _ 

dy  dz  , , , 
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Par  une  dcmoDMratioD  analogie  k celle  que  noua  avoià  donnée  précé- 
demment, ofa  déduira  de  ces  équations  celles-ci  : 


dN 

= 37' 


(U  7"  dx  ’ 


d* 


» 


(135). 


En  général,  s’il  y a n variables,  ôn  aura  autant  d’éqoatiobs  de  condi- 
tion que  ces  variables  peuvent  donner  de  produits  disdnets  deux  it  deux, 

et  par  conséquent  — — - épations  de  condition.  . ’ ‘ 

' 4i9-  Lorsque  la  différentielle  du  est  nulle,  Péquation  ( i34  ) fe'- 
duit  à . > 

Mdx  -1-  N4y  -+•  pd*  = O ; 

mettons-U  tons  la  forme 
en  faisant 


de  = mdi-f.  nây. . . (i36), 


M N , , , 

p^  = — -p  = — n...  <i37).  . 


Or,  si  nous  regardons  s cDnrtnc'.nne  fonction  de  x et  de  nous  pour- 
rons traiter  l’é^adon  (t36)  comme  si  elle  ne  réofenbait  que  ces  deux 
variables^  par  conséquent,  la  condition  d’intégrabilité  se  réduira  i celle 
de  l’art.  4oi , e’ett-Wire  qu’il  faudra  que  la  différentielle  de  m,  prise  par 
rapport  & y,  et  divisée  par  cette  variable,  soit  égale  à la  différentielle  de  n 
par  rapport  i x,  et  divisée  par  x.  Pour  obtenir  ces  expressions,  ndns  Remar- 
querons que  la  première  ne  sera  pas  seulement  , mys  devra  avoir  un 

second  terme  provenant  de  la  différenciation  de  la  variable  z , regardée 

comme  fonction  de  y;  ce  terme  sera  donc  représenté,  art.  o6,  par 

As  * 

Ce  que  noos  disons  de  la  différentielle  totale,  prise  par  rapport  à 

y,  devant  s’appliquer  à la  différentielle  totale,  prise  par  rapport  à x, 
l’équation  de  condition  (i  i >) , art.  4oi , sera,  dans  le  cas  présent. 


dm 

¥' 


L 

dm  ds  dn  , dn  ils 

“Sz  djr  dx  d*  dx’ 


ds 


transpcMantet  obaetvam  qae,  d'après  rëqnation  (i36),  ^ = niyCtqac 


ds 

==  n , on  a 


dm 


dn 

dx 


d/Ti  drt . 5Q. 

■ n -T-  — m -T  = O. . . (i  jo;. 
dz  dz 
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Or, «Il  diffërenÿiant  Ica  cqaâtiuua  (137),  d'aprèa  I’ail..i6,  oq  ,i 


3i  I 


di» 


' dy  ' dy 


•\r 


dm 

" di' 


N 

'T- 


P 

da  dz 

pï 


dn 

dx~ 


P*  ’ 


dP 


d« 


dz 


pË?  ^ rj 

M <lz  f-  dz 
= P 


Subatituant  cca  valeurs  dans  l’cqoation  (i38),  reduisant  les  deux  der- 
niers termes. et  sopprimaut  le  dcnomina(eur  commun  P*,  nous  trouve- 
rons , en  changeant  tons  les  signes  , . ^ 


P™-Mlî-p^-rKS?-BÏÏ!+M?=.. 

ux  ax  dz  a&  . 


^39)- 


Ay  Ay 

Telle  est  l’éqnation  de  condition  qui  doit  avoif  lieu  pour  que, a puisse 
litre  ci^sideré  comme  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x 
zxyy  c’est-à-dire  pour  qu'il  puisse  nister  une  équation  finie  entre  ces 
trois  variables  ; par  conséquent , si  l’on  prend  an  hasard  une  «quation 
Mdx  -f-  Ndjr  Pdz  = o , entre  trois  variables  , avant  que  de  savoir  si 
l’équation  (iSq)  est  remplie,  on  ne  pourra  pas  affirmer  qiie'l’nnc  des 
variables  est  fonction  des  deux  autres  ; c’est-à-dire  qoe  l’équation  diffé- 
reotielle  proposée  nécessite  l’existence  d'une  certaine  éqnation  entre 
x,yetz,  ou,  en  d’autres  termes,  que  cette  équation  différentielle  ait 
une  équation  unique  pour  intégrale. . ' 

4x0.  Une  équation  différentielle  à'trois  variables , pour  laquelle  l’éqna- 
tiou  (iSq)  ne  se  réalise  pas , était  autrefois  regardée  comme  absurde , ou 
du  moins  comme  insignifiante;  Monge,  ainsi  que  nous  allons  bientôt 
le  faire  voir , prouva  que  l’on  était  dans  l’erreur.  v 

Lorsque  les  équations  (i35)  ne  sont  pas  satisfaites,  si  nous  repré- 
sentons par  a I e facteur  propre  à rendre  Mda;  H-  Kdjr  -f-  Pds  une  diffé- 
rentielle exacte,  les  équations  de  condition  (t35)  deviendront- 


■ dxM 
dr 


daW 

' dx  ’ 


dvM 

dz 


daP 

dx’ 


dz 


dxP 

75^’ 


effectuant  les  différenciations  indiquées , on  obtient 
da  , da  ^dM  dN'\ 


, da 


, dx 


-J  aiA  «A  ^ dM  dp  \ 


(140). 


, da 

(11  ■ 


Ëi 

dy 
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Si  l’oD  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  P,  la  seconde  par 
— ^N,  et  la  troisième  par  M,  et  qq’on  les  ajoute,  les  termes  qui  ne  sont  pas 
entre  les  parenthèses  se  détruiront j l’ëquation  ^tunt  divisible  par  x,  ce 
factcnr  disparatlra , et  il  restera  . 

- dM  j,dN  ^dM  , dP  . -jdN  „dP 

rcsnitat  qui  n’est  antre  chose  que  l’i’qnatiun  (i3g) , et  qui  s’accorde  avec 
ce  que  noits  avons  dit  snr  la  fin  de  l’article  (4fg);  car,  ponr  que  la 
proposée  soit  inle'grable  h l’aide  d’nn  facteiir  x , il  &nt  que , comme 
dans  tous  les  antres  genres  d'intégration , elle  noos  conduise  b une 
équation  unique  entre  a,  y et  z,  condition  exprimée  par  l’équation  (iSg). 
Lorsque  cette  équation  sera  satisfaite,  la  détermination^dii  facteur  x ne 
dépendra  plus  que  de  deux  des  trois  équations  de  condition  (i4c)>  puisque 
leur  combinaison  avep  l’équation  (i3g)  reproduira  la  troisième  (*). 

4at.  Examinons  de  quelle  manière  on  peut  déterminer  l’intégrale, 
lorsque  l’équation  (i3g)  est  satisfaite.  Ponr  cetcRct,  régardohs  l’une  des 
variables,  s par  exemple,  comme  constante,  la  proposée  représentée  par 

■ Mdx  + Ndy  + Pd*==o...  (i4'). 

sa  rédùira  nécessairement,  dans  cette  hypothèse , h 


Mdar-l-Ndy  = O. . . (i4^)' 


Si 


cette  dernière  équation  n’est  pas  immédiatement  intégrable. 


c'est 


(")  Cela  est  facile  & vérifier;  en  effet,  si  l’on  avait,  par  exemple,  les 
deux  équations  . i 

„ <1^  /dN  dP\ 

“d-s-Pd7+<dl-dF)=°’ 

en  ajoutant  la  première  multipliée  par  P à la  seconde  multipliée  par  M, 
et  retranchant  de  cette  somme  le  produit  de  l’équation  (i3g)  par  x,  on 
trouverait  en  réduisant,  et  en  supprimant  ensuite  le  facteur  commun 


/aM  dPN 

\dz  dx)‘ 
te  qui  est  la  seconde  des  équations  (i4<>)' 


- P 

de  dx 
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qu’il  est  possible  que  cela  provienne  d’uu  facteur  commun  rjui  abra 
disparu  de  l’équation  (140.  Désignons-le  par  X,  nous  aurons,  en  le  res- 
tituant dans  la  proposée, 

* ■ ' ' 
xMdi -f- xNd^ -f- xPdi  = O . . . (i43j , 

et  en  faisant*  constant,  cette  équation  deviendra 

xMda:  4- xlVd/ = o . . . (i44)-  < 

\ 

Or  si,  par  un  procédé  quelconque,  nous  trouvons  un  facteur  qui  rende 
intégrable  l’équâtibn  (i4»),  nous  le  regarderons  comme  étant  celui  que 
nous  avons  nommé  x^  alors  l’équation  (i44)  devenant  une  dififérenticlle 
exacte , nous  pourrons  en  obtenir  ^’iÀt<%fa^e  que  nous  représenlerohs 
par  ’V.  Cette  intégrale  sera  en  généralbhe'  fonction  des  variables  a , y et 
de  * , traitée  comme  constante;  par  conséquent  elle  devra  être  conqdétée 
par  une  constante  arbitraire  fotlction  de  que  nous  désignerons  par  fz  ; 
de  sorte  que  nous  aurons 

\ + fz  = o.. . (i45); 


différenciant  cette  équation  par  rapport 
tiendra 


f 


h la  seule  variable  * , ou  ob  • 

d*  ; 


la  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  devant  être  identique  h ccIIî 
qui'  multiplie  dz,  dans  l’équation  (i43)>  on  aura  donc  ' 


d’où  l’ou  tirera 


de- 

dz 


(•4(i)  i 


(>47)! 


et  comme  la  fonction  çz , qui  a été  donnée  par  l’intégration , ne  peùt'ren- 
fermer  d’autre  variable  que  il  en  sera  de  uieiqe  de  Donc*, ‘en 

dV 

vertu  de  IVquation  (i47)>  d faudra  .lussi  que  ^ se  réduise  î» 

une  fonction  de  la  seule  variable  z.  • ^ • 

Il  suit  de  ce  qui  précède,  qu’après  avoir  reconnu  que  lV'quatioiv{i39) 
est  satisfaite,  on  regardera  Tune  des  variables  comme  conslanic , ^ par 
exemple,  ce  qui  le'duira  IVk|uation  (i40  ^ l’èquatiou  Ou  exami- 

nera ensuite  si  les  deu|;  termes  Mdx  -h  Ndy  ne  peuvent  pas  dtvenft 


Digitized  by  Google 


3i4 


CALCUI,  INTEGRAL. 


int^raUes  en  les  multipliaiu  par  une  quantité  que  nous  avons  désignée 
par  X.  Lorsqu’on  sera  parvenu  à trouver  ce  facteur,  on  de'terminera  V ; 


dV 


len  valeurs  de  x,  de  et  de  P,  étant  alors  substituées  dans  l’équation 


(*4  7)»  feront  connaître  Par  conséquent,  en  intégrant  da , on  ob- 
tiendra la  valent  de^z,  qn’on  mettra,  ainsi  que  V,dans  l’éqnation  (i45,'- 
cc  qui  donnera  l’intégrale  cherclie'e.  ^ ^ 

• Soit,  par  exemple, 

-■  7’zdi'  — raily  ■+■  jrxde  = O. . . (148).  ' J , 

qui  satisfait  & l’équation  (t3gi).  Il  s’agit  d’abord  d’intégrer 

— xzdjc=  O,  en  regardant  s comme  constant.  Pour  cela,  on  écrira 
ainsi  cette  équation  ; ^ ’ 

Z (jrjx  — xdyr)  = O i 

et  en  remarquant  que  la  partie  qui  est  entre  les  pareniiièses  devient  la 
différeoliclle  exacte  de  — lorsqu’on  la  multiplie  par  on  reconnaît 
que,  dans  le  cas  présent,  on  a 


• , vr  “■ 

. et  V œ — • 

r»  » y 


Différenciant  donc  cette  dernière  quantité  par  rapport  11  s seul’,  l’ex- 

dv  . X r 

pression  ^ devient  —,  Cette  valeur  et  celle  de  x étant  substitnées  dans 
Péqnation  (147)  i cette  équation  deviendra 

des  ^ P X _ 

d*  — J*  y’ 

et  comme  P n’est  autre  chose  que  le  multiplicateur  de  dz  de  l’cqnation 
(i4^ , nous  en  restituerons  la  valeur,  et  nous  aurons 


on  plfttAt 


des X X 

’^~ÿ~y’ 


dsz 


I»' 


• y 


•a,- 


donc  ÿZ  = consC<inte.  ^ ; • 

• Cetfe  valeur  et  celle  de  V convertissent  cniiu  l’équation  (14^)1  en 
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• 1 r-  ■ 

1-  C = O, 

'y 

cc  qui  est  l’intégrale  de  la\proposcc. 

4i3.  Prenons  pour  second  exemple,  l'équation 

zydjc  xzàjr  ■+■  Xj'dt  ■+•  az‘dz-=  o , 

qui  satisfait  également  à l’équation  de  condition  (iBg).  ^h>us  intégrerons 
donc  zydjr-h xtày,  en  regardant  z comme  constant,  et  nous  aurons 

*jrr +»»  = o...  (l4g). 

Cette  intégration  s’étant  effectuée  sans  qu’on  ait  en  besoin  de.  restituer 
un  facteur,  ou  voit  que  dans  le  cas  présent  A peut  être  considéré  comme 

étant  égal  II  l’unité.  Ainsi  l’expression  s’obtiendra  en  différenciant 

dV 

seulement  le  produit  zxjr  par  rapport  à z , ce  qui  donnera  = ry.  Au 
moyen  de  cette  quantité  et  de  celle  de  P,  qui  est  xjr  az*,  l^natlon 
(147)  deviendra 


on  pintdt 

) 


des 

— ^xy-1-ax‘~xy. 


dpz 


dz 


multipliant  par  dz , et  intégrant  par  rapport  à z,  noos  obtiendrons 


ez  = — 4-  C = 9 ; 

d’où  nous  conclurons  que  l’intégrale  eberebée  est  / 

ryx  + ^-hC.  t 

4>4-  Lorsque  l’équation  (iSq)  n’est  pas  satisfaite,  on  ne  sanrait  ad- 
mettre qn’il  existe  une  équation  t[ui  étant  différenciée,  prodnise  la  pro- 
posée; par  conséquent  l’équation  (147),  qui  repose  snr  cette  liypothéSc, 
ne  sanrait  subsister  j c'est  ce  qui  va  devenir  sensible  dans  l’exemple  sui- 
vant : , 

Soit  donc  * 

xjfdx  — zxdjr-f-(z^ — jf*)dz  = o; 
une  équation  qni  ne  satisfait  pas  l’équation  de  condition  (idq). 
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KiaminODS  de  quoi  se  compose,  duns  le  cas  picsenl , la  partie 

qui  formerait  le  second*  membre  de  IVquation  (147I,  »i  cette  eqoalion 
avait  lieu.  Pour  cet  effet,  en  regardant  z comme  constant,  nous  aurons 

rydx  — zxAjr  = O , ( 

équation  qui  devient  intégrable  si  on  la  divise  par  xy  j donc 


et  V=x  — ïlog^; 


par  conséquent  aP  __  _ a pour  vilcur 


log  J*. 


Or,  cette  quantité  étant  une  fonction  de  trois  variables  x,  y,  z,  ne 
(lent  se^édairc  h une  fonction  de  z seul , comme  l’exigerait  l’équation 
(’47)<  sr,c|le  avait  lieu;  donc,  dans  le  ças  actuel,  cette  équation  (14?) 
ne  saurait  snbsister.  * 


4'ï5.  Soit  maintenant  Aldr -1-lNdjr  + Pdz  = o,  une  équation  différen- 
tielle, pour  laquelle  l’équation  de  condition  (iSq)  ne  se  réalise  pas j dési- 
gnons par  X le  facteur  propre  seulement  à rendre  intégrable  la  partie 
prise  en  regardants  comme  constant,  et  multiplions  la 
proposée  par  ce  facteur,  noos  aurons 


xMdx xNdjr -1- xPds  z=  O. . . (i5o); 


intégrant  la  partie  xMdar  -j-  xNdy  dans  l’hypothèse  de  z constant,  l’inté- 
grale que  nous  obtiendrons  pourra  éirc  représentée,  comme  dans  l’article 
4ai , par 

V -f-  jz  = o. 


La  différentielle  de  cette  équation  étant  prise  par  rapport  aux  trois  va- 
riables, nous  ne  pourrons  en  conclure  son  identité  avec  l’équation  (i5o)  ; 
car  l’équation  de  condition  (i3g)  ne  subsistant  pas,  il  en  résulte  que  l’é- 
quation (i5ü)  ne  peut  être  regardée  comme  provenant  de  la  difféicnciatioii 
d’ulie  autre  équation  j et  comme  c’est  sur  cette  hypothèse  que  repose 
l'équation  (i47)>  un  voit  qu’alors  clic  ne  peut  plus  exister  : mais  s’il  n’est 
pas  permis  d’admettre  que  la  |iro[iusée  provienne  d'une  seule  équation 
différenciée,  lorsque  l’équation  (i3q)  ne  se  réalise  ])as,  changeons  donc 
d’hypothèse,  et  regardons  cette  proposée  comme  le  résultat  de  deux 
équations.  Prenant  V+pa  a=o  pour  la  première,  nous  pourrons  adopter 


f 
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pour  la  seconde  une-relation  arliitraire  entre  .t,  ^ et  s , pourvn  toute- 
fois que-  conjointement  avec  la  première,  elle  entraîne  la  destrnetion  de 
tous  les  termes  de  Tequation  (ilio).  Supposons  donc  que  cette  relation  soit 
celle  qui  est  donnée  par  l'^uation  (1^7) , équation  qui  ne  subsistait  pins 
lorsqu’on  exigeait  qu’elle  satisfit  h la  proposée;  mais  qui,  dans  l’hypo- 
thèse actuelle , est  admissible , pnisqu’il  est  facile  de  reconnaître  qu’avec 
le  concours  de  l’équation  (i45)  elle  satisfait  à l’équation  (i5o). 

En  efifêt,  en  différenciant  l’éqnation  (i45)  par  rapport  aux  trois  varia- 
bles, l’équation  (i44)  nous  fournira  d’abord  les  termes  qui  proviennent 
de  la  différenciation  prise  par  rapport  h x et  S y'  ; car  nous  avons  vu  que 
l'équation  (i45)  était  l’intégrale  de  l’éqnation  (l44)  pr'se  par  rapport  è ces 
deux  variables.  On  ajonlera  ensnite  aux  termes  xMdx -4-  xNd_y  ainsi  ob- 
tenus, ceux  qui  proviennent  de  la  différenciation  de  l’équation  {i45}, 
prise  par  rapport  à s , et  l’on  aura  de  la  sorte 

xMdx  •+■  xNdy  •+•  ~ d*  -f-  = o. 

Si  dans  cette  équation  on  remplace  les  deux  derniers  termes  par  leurs 
valeurs  tirées  de  l’équation  (14?)  > OQ  obtiendra 

' xMdr  + xNdy  -t-  xPda  = o ; 

équation  dans  laquelle  on  reconnaît  la  proposée , et  qui  est  par  conséquent 
satisfaite  entièrement  par  les  deux  équations, 

Y-l-q>a=so  et  = ('5i), 

employées  simnltanément. 

4a6.  Prenons  pour  exemple  l’éqnation 

ydy  -f-  adx  = da  ; ■ - -, 

si  l’on  regarde  2 comme  constant,  le  factenr  propre  !t  rendre  intégrable  la 
partie  ydjr  zdx , est  o;  paé  conséquent  nous  aurons  ' 

ayd_y -f- azdx  — ads  = o...  (i.*)!);  ^ 

cette  équation  sera  satisfaite  par  le  système  des  deux  suivantes  : 

* daz  " 

y»  + 22X -r<i>2  = o,  -t-a  = o...  (i53). 


En  effet,  la  première  étant  différenciée  par  rapport  à toutes  les  variables, 
donnera  o 
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tydy  + aiJx  -4-  ax>lz  + -gj  dz  = o j ^ 

tirant  do  celte  équation  la  valeur  de  tydy  + azdx,  et  la  snbslitnant  dans 
réqiiation  (iSu),  on  réduira  ccllc-ci  il 


— uxdz  — dz  — adz  = o , 
dz 


équation  satiafaitc  d'elle  - même , en  vertu  de  la  seconde  des  équa- 
tions (i53]. 

4^7.  Les  équations  (i53)  nous  montrent  que  la  forme  delà  fonction 
est  absolument  arbitraire,  et  que,  par  conséquent,  si  l’on  fait,  par 
exemple,  qa  = z’,  on  y satisfera  aussi  par  le  système  des  équations 

-I- azx-|-z’  = o,  ix  + 3z’-|.a  = o...  (i54). 


4î8.  Au  moyen  de  ces  deux  équations  entre  trois  variables,  on  pourra 
constinire  (noie  onzième)  une  courbe  è double  courbure  qui,  dans 
tous  ses  points,  satisfera  à la  proposée j mais,  si  an  lieu  de  prendre 
<fz  = z»,  on  prenait  pour  <ÿz  une  antre  fonction  de  z,  on  déterminerait 
mie  autre  courbe  h double  courbure,  qui  satisferait  également  à la  pro- 
posée; d’où  il  suit  que  les  équations  (l53)  représentent  nne  suite  de 
courbes  h double  courbure  qui  satisfont  Jl  la  proposée,  et  qui  sont  lit^ 
entre  elles  par  la  propriété  commune  qne  leurs  équations  ne  diffèrent  entre 

elles  que  par  les  termes  représentés  par  et  par 


Théorie  des  constantes  arbitraires. 


4?9.  Une  équation  V = o entre  a:,  je  gt  des  constantes  , 
peut  être  considérée  comme  l’intégrale  complète  d’une  cer 
Liine  équation  différeotieUe  dont  l’ordre  dépendra  du  nom- 
lire  tle  constantes  que  V=o  renfermera.  Ces  constantes  sont 
nommées  constante^  arbitraires , parce  que  si  l’une  est  re  - 
présentée  par  a , et  que  V ou  l’une  de  ses  düTérentielles 
soit  mise  sous  la  forme  f{x,jr)  = a , on  voit  que  a ne  sera 
autre  çhosc  que  la  constante  arbitraire  que  donnera  l’in- 
tégration de  Cela  posé,  si  l’équation  différen- 

tielle en  question  est  de  l’ordre  n,  chaque  intégration  in- 
troduisant une  constante  arbitraire,  il  faudra  que  V = o, 


i 


»■  .P'gitfeiC 


TBioRIB  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES.  3l9 

qui  est  censé  nous  être  donné  par  la  dernière  de  ces  inté- 
grations, contienne  au  mq^s  n con$tantes  arbitraires  de 
plus  que  notre  équation  düTérentielle  (*).  Soient  donc  , 

F(X,  = 0,  f(s:.  ^,^)=0,  f(x  . jr  (.55), 

l’équation  primitive  d’une  équation  différentielle  du  second 
ordre,  et  scs  différentielles  immédiates;  nous  pourrons, 
entre  les  deux  premières  de  ces  trois  équations , éliminer 
successivement  les  constantes  a et  é,  et  obtenir 

Si , sans  connaître  F(x,  = o , on  parvenait  à trouver  ces 

équations,  il  suffirait  d’éliminer  entire  elles  ^ pour  obtenir 

F(x,  j^)  = o,  qui  serait  l’intégrale  complète , puisqu’elle  rea- 
fermerait  les  constantes  arbitraires  a et  b. 

43o.  Si,  au  contraire,  on  éliminait  ces  deux  constantes 
entre  les  trois  équations  (.55) , on  parviendrait  à une  équa- 
tion qui , contenant  les  mêmes  coefficiens  différentiels , pour  - 
rait  être  représentée  par  ^ 


(*)  Si  nnc  équation  en  .r  et  en  jr  ne  renfermait  pas  n constantes  arbi» 
traircs  âc  pins  que  Tequation  différentielle  de  l'ordre  n,  elle  ne  ponrraîe 
en  être  regardée  comme  l’équation  primitiTe.  Par  exemple,  réqnalion 
ti*v 

y = ax^,  qui  nous  concîpit  .*(  = Gaac  par  deux  différenciations  suc- 

cessives , n’en  est  qu’une  intégrale  particulière.  En  effet,  cette  intégrale 
s’obtient  en  faisant  ù — n et  c = o dans  l’intégrale  complète , qui  est 
y = ax^  +bx  + c.  • ' 

Observons  encore  qu’on  ne  doit  considérer  que  comme  une  seule  cous- 
tante  celles  qui  ensemble  affectent  nnc  même  puissance  de  x.  C’est 
ainsi  que  dans  cette  équation  v = (u  -b  i)  ar  + c , on  no  compte  a + b 
que  pour  une  constante. 
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mais  chacune  des  équations  (i56)  y conduirait  encore.  En 
effet , en  éliminant  la  constante  renfermée  dans  l’une  de  ces 
équations  et  sa  différentielle  immédiate,  on  obtiendra  sé- 
parément deux  équations  du  second  ordre,  qui  ne  différe- 
ront point  entre  elles  et  de  l’équation  (iS^) , autrement  les 
valeurs  de  x et  de  j"  ne  seraient  pas  les  mêmes  dans  les  unes 
et  les  autres.  11  suit  de  là  qu’une  équation  différentielle  du 
second  ordre  peut  provenir  de  deux  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  qui  sont  nécessairement  différentes, 
puisque  la  constante  arbitraire  de  l’une  n’est  pas  la  même  que 
la  constante  arbitraire  de  l’autre.  Les  équations  (i56)  sont 
ce  qu’on  appelle  les  intégrales  premières  de  l’équation  (i5^), 
qui  est  unique,  et  l’équation  F(x,  _y)  = o en  est  l’inté- 
grale seconde. 

43 1 . Prenons  pour  exemple  l’équation  _y  = ax-|-6,qui, 
à cause  de  ses  deux  constantes , peut  être  regardée  comme 
l’équation  primitive  d’une  équation  du  second  ordre.  On  en 
tire  par  la  différenciation  , et  ensuite  par  l’élimination  de  a, 


„‘lr. 


b. 


Ces  deux  intégrales  premières  de  l’équation  du  second  ordre 
que  nous  cherchons  étant  différenciées  chacune  en  particu- 
lier , conduisent  également , par  l’élimination  de  a et  de  b, 

à l’équation  unique  = o.  Dans  le  cas  où  le  nombre  des 

constantes  surpàsse  celui  des  constantes  arbitraires  requises , 
les  constantes  excédantes,  par  la  raison  qu’elles  sont  liées 
aux  mêmes  équations,  n’amènent  aucune  relation  nouvelle. 
Cherchons , par  exemple , l’équation  du  second  ordre  dont 
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la  priniltive  est 

-or’-l-ix  + czr:  O ; 

a ’ 

en  la  différenciant  on  obtient 

■ *1 

dr 

^ = + 

dx  ^ 

L’élimination  de  a et  ensuite  celle  de  b entre  ces  équations 
nous  donnent  séparément  ces  deux  intercales  premières  * 

‘b'  17  <lr  I 

^ = ax^b,  r = (,58). 


En  les  combinant  chacune  avec  leurs  différentielles  immé- 
diates, on  arrive  ensuite,  par  deux  chemins  différens  à 

dx‘ 


Si,  au  contraire,  on  avait  éliminé  la  troisième  cons- 


tante a entre  l’équation  primitive  et  sa  différentielle  immé- 
diate, cela  ne  nous  aurait  rien  appris  de  plus;  car  on  serait 
parvenu  au  même  résultat  que  celui  que  fournirait  l’élimi- 
nation de  a entre  les  équations  (i58),  et  l’on  serait  tombé 

ensuite  sur  x ^ équation  que  l’on  réduit  eti- 

® combinant  avec  la  première  des 

équations  (i58). 

432.  Appliquons  les  mêmes  considérations  à l’équation 
différentielle  du  troisième  ordre  : en  différenciant  trois  fois 
de  suite  l’équation  F(x,  ^)  = o , nous  aurons 


ces  équations  admettant  les  mêmes  valeurs  pour  chacune 
des  constantes  arbitraires  que  renferme  F(x,  j*)  = o,  on  peut 
en  général  éliminer  ces  constantes  entre  cette  dernière  et 
Elém.  de  Cale,  diff.  ,,1 
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4es  trois  précédentes  équations,  et  obtenir  un  résultat  que 
nous,  représenterons  par 


ce  sera  l’équation  dififérentielle  du  troisième  ordre  de 

> ^)  = O,  et  de  laquelle  les  trois  constantes  arbitraires 
seront  éliminées;  réciproquement  F (x , j-)  = o sera  l’in- 
téfjrale  troisième  de  l’équation  (iSg). 

433.  Si  l’cm  élimine  successivement  chacune  des  constantes 
arbitraires  entre  l’équation  F(x,  ^)=o  et  celle  que  l’on  en 
tirerait  par  la  différenciation  , on  obtiendra  trois  équations 
du  premier  ordre,  qui  seront  les  intégrales  secondes  de 
l’équation  (iSg). 

£nrm,  si  l’on  élimine  deux  des  trois  constantes  arbi- 
traires, à l’aide  de  l’équation  F(a:,  o et  des  équations 
que  l’on  en  déduita,  par  deux  différenciations  successives, 
c’est-à-dire  si  l’on  élimine  ces  constantes  entre  les  équations 


on  pourra  conserver  successivement  dans  l’équation  qui 
proviendra  de  l’élimination , l’une  des  trois  constantes  ar- 
bitraires ; par  conséquent  on  aura  autant  d’équations  que 
de  constantes  arbitraires.  Soiept  donc  a,  ù,  c ces  constantes 
arbitraires;  les  équations  dont  nous  parlons,  considérées 
seulement  sous  le  rapport  des  constantes  arbitraires  qu’elles 
renferment,  pourront  être  représentées  ainsi  : 

çc  = Oi  çb  — o,  ^a  = o...  (161). 

Comme  les  équations  (160)  concourent  toutes  à l’élimina- 
tion qui  nous  donne  l’une  de  ces  dernières,  il  suit  de  là  que 
les  équations  (161)  seront  chacune  du  second  ordre;  on  les 
appelle  les  intégrales  premières  de  l’équation  (iSg). 
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434.  En  général,  une  équation  difiérentielle  d’un  ordre 
aura  un  nombre  n d’intégrales  premières,  qui  contien- 
dront par  conséquent  lès  coefficiens  difTérentiels  depuis 

^ jusqu’à  inclusivement,  c’est-à-dire  un  nombre 

n — I de  coefEciens  dilTérentiels  ; et  l’on  voit  que  lorsque 
ces  équations  sont  toutes  connues,  il  suffit  d’éliminer  entre 
elles  ces  coeiHciens  différentiels  pour  obtenir  l’équation 
primitive. 

Des  solutions  particulières  des  équations  diffé- 
' rentielles  du  premier  ordre. 

435.  Nous  avons  vu,  art.  354,  qn’nne  intégrale  particu- 
lière pouvait  toujours  se  déduire  de  l’intégrale  complète, 
en  donnant  une  valeur  convenable  à la  constante  arbitraire 
que  renferme  cette  dernière. 

Par  exemple,  si  l’on  nous  donne  l’équation 


xàx  + jàjr  = àjr^x*-i-jr<^  — a', 
dont  l’int^rale  complète  est 


jr+c=  y/x^+jr^  — a'; 

et  que , pour  plus  de  commodité  dans  les  calculs , on  fasse 
évanouir  les  radicaux  par  l’élévation  au  carré , la  proposée 
deviendra  ^ 

et  l’on  aura  pour  l’intégrale  complète 

2£jr-^c^ — x*-f-a*=o...  (i63j. 

11  est  certain  qu’en  prenant  pour  c une  valeur  constante  ar- 
bitraire c=  20,  on  obtiendra  cette  intégrale  particulière  : 

7.cjr  -f-  5a*  — x’  = o , 
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qui  aura  la  propriété  de  satisfaire  à l’équation  proposée 
^ (i6a)  tout  aussi  bien  que  l’intégrale  complète.  En  effet,  on 
tire  de  cette  latérale  particulière 

X*  — 5a*  djr x 

2c  ’ dx  c ’ 

ces  valeurs  réduisent  la  proposée  à 

— a*)  ^ ==  ^ (^*  + c*  — 5a>) , 

équation  qui  devient  identique , en  substituant  dans  le  se- 
cond membre  la  valeur  de  c*  que  nous  fournit  la  relation 
c = aa , établie  entre  les  constantes. 

Pendant  long-temps  on  crut  que  cette  propriété  de  l’in- 
tégrale complète  était  générale , et  que  lorsqu’une  équation 
différentielle  en  x et  en  y était  donnée,  on  ne  pouvait  ren- 
contrer une  équation  finie  entre  les  mêmes  variables , qui 
ne  fût  un  cas  particulier  de  l’intégrale  complète,  en  don- 
nant , comme  nous  venons  de  le  faire , une  valeur  arbitraire 
è une  constante  ; mais  on  s’aperçut  enfin  que  cela  n’était 
pas  toujours  , et  Euler  lui-même,  dans  un  Mémoire  publié 
en  1756,  regardait  comme  un  paradoxe  du  calcul  int^ral 
le  fait  singidier  de  l’équation 

+ y =a\..  (i64), 

qui  a la  propriété  de  satisfaire  à l’équation  différentielle  (162), 
et  qui  n’est  point  comprise  dans  son  intégrale  complète.  En 
effet,  celte  équation  étant  différenciée,  donne xdx= — ^d^; 
cette  valeur  et  celle  de  x*  -|-  ^*  étant  substituées  dans 
l’équation  (162),  en  font  détruire  tous  les  termes,  et  néan- 
moins l’équation  (i64)  n’est  pas  comprise  dans  l’intégrale 
complète  ■,  car , quelque  valeur  constante  que  l’on  donne  à 
c dans  l’équation  (i63),  jamais  cette  équation  ne  pourra 
amener  l’équation  (164),  puisque  la  première  étant  celle 


Digilized  by  Google 


SOLUTIONS  PAnTIC.  DES  Iquat.  DIFFÉBENT.  325 

<Vune  parabole,  ne  peut , dans  aucun  cas , devenir  l’équa- 
* tion  (i64) , qui  est  celle  d’un  cercle. 

Cette  équation  (i64) , qui  satisfait  à la  proposée  sans  être 
renfermée  dans  l’intégrale  complète,  s’appelle  une  solu- 
tion particulière  ou  singulière  de  la  proposée.  Clairaut, 
dès  1734,  avait  remarqué  ce  fait,  et  l’on  crut  long-temps 
<jue  ces  sortes  d’équations  n’étaient  pas  liées  à l’intégrale 
complète;  Lagrange  fit  voir  qu’elles  en  dépendaient,  et  à ce 
sujet  exposa  la  théorie  que  nous  allons  développer. 

436.  Soit  Mdx  Nd^  = o , une  équation  düTérentielle 
du  premier  ordre  d’une  fonction  de  deux  variables  x et  y-y 
on  peut  concevoir  cette  équation  comme  provenant  de 
l’élimination  d’une  constante  c entre  une  certaine 
équation  du  même  ordre,  que  nous  représenterons  par 
mdx  -f-  này  = o , et  l’intégrale  complète  F(x , ^,  c)  = o , 
que  nous  désignerons  par  «.  Or,  dès  que  tout  se  ré- 
duit à prendre  la  constante  c de  manière  que  l’équation 
Mdx  -j-  Ndj'  = o soit  le  résultat  de  l’éliminatiou , on  sent 
qu’il  est  même  permis  de  faire  varier  cette  constante  c, 
pourvu  que  l’équation  Mdx-|-ndj‘  = o ait  lieu:  dans  ce 
cas,  l’intégrale  complète  F(x , c)  = o prendra  une  plus 
grande  généralité,  et  représentera  une  infinité  de  courbes 
de_  même  genre , düTérant  les  unes  des  autres  par  un  para- 
mètre, c’est-à-dire  par  une  constante.  Cette  hypothèse  est 
admissible,  puisque,  lorsque  l’équation  Mdx-f-Ndj'=o 
est  donnée,  il  est  dans  l’esprit  de  l’analyse  de  ne  rejeter 
aucun  des  moyens  qui  ont  pu  amener  cette  équation. 

437.  Supposons  donc  que  l’intégrale  complète  étant  diSe- 
rcnciée,  en  considérant  c comme  variable,  on  ait  obtenu 

dj-  = gdx-t-^dc...  (.65), 

équation  que , pour  simplifier,  nous  écrirons  ainsi  : 
t^y  = pix qAc . . . (.66). 
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Il  est  certain  que  si  p restant  fini , qàc  est  nul , le  résultat 
de  l’élimination  de  c variable  entre  F(x,  jr , c)  = o et 
l’équation  (i66) , sera  le  même  que  celui  de  c constant  entre 
¥{x,jr,  c)=o  et  réquationd,7'^/>dx  (*),  car  l’équation  (i66), 
par  la  raison  que  qàc  est  nul , ne  diflêre  pas  de  dj"  = pAx  ; 
mais  pour  qu’on  puisse  avoir  qàc  = o,  il  faut  que  l’un  des 
facteurs  de  cette  équation  soit  nul,  c’est-à-dire  que  l’on  ait 


de  = O ou  t=  O. 

Dans  le  premier  cas,  'dc=  o donne  c = conAante,  comme 
cela  a lieu  pour  les  intégrales  particulières;  ce  ne  sera  donc 
que  le  second  cas  qui  pourra  convenir  à une  solution  par- 
ticulière: or , q étant  le  coefTicient  de  de  de  l’équation  (i6â), 
on  voit  que  q — o revient  à 


Cette  équation  renfermera  c ou  en  sera  indépendante*;  si 
elle  renferme  c,  il  peut  arriver  deux  cas  : ou  l’équation  q-=a 
ne  contiendra  qué  c et  des  constantes,  ou  celte  équation 
contiendra  c avec  des  variables.  Dans  le  premier  cas , l’équa- 
tion ^=.0  donnera  encore  c=  constante , et  dans  le  second  ' 
cas , elle  donnera  c—f  (x , j-)  (**)  ; cette  valeur , étant  subs- 
tituée dans  l’équation  F(.r , ^,  c)  = o , la  changera  en  une 
autre  fonction  de  x et  de  j",  qui  satisfera  à la  proposée 
sans  être  comprise  dans  son  intégrale  complète , et  par  con- 
séquent’en  sera  une  solution  singulière;  mais  on  aura  une 
intégrale  particul'ère  si  l’équation  c±=  y(x , j') , au  moyen 
de  l’intégrale  complète,  se  réduit  à une  constante. 

438.  Lorsque  le  facteur  ^ = o de  l’équation  qdc  = o ne 


(*■)  Ce  rosnltat  est  par  hypothèse  IVHx  -f-  Niljy  = o. 

(**)  Bien  entendu  que  cette  équation  renferme  comme  cas  particuliers 
cens  où  l’on  aurait  ci=  fx  ou  c—fy. 
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contient  pas  la  constante  arbitraire  c,  ou  connaîtra  si  l’équa- 
tion q=o  donne  lieu  à une  solution  particulière , en  com- 
binant  cette  équation  avec  l’intégrale  complète  {*).  Par  » 
exemple,  si  de  ^ = o on  tire  a;  = M , et  qu’on  mette  cette 
valeur  dans  l’intégralecomplètaF(x,  j^,c)  = o,on  obtiendra 

c = constante  = B , ou  c — fy. 

Dans  le  premier  cas,  q—o  donne  une  intégrale  particulière  ; 
car  changeant  c en  B dans  l’intégrale  complète , on  ne 
fera  que  donner  une  valeur  particulière  à la  constante , tout 
comme  on  le  fait  quand  on  passe  de  l’intégrale  complète  à 
line  intégrale  particulière.  Dans  le  second  cas , au  contraire, 
la  valeur  fy  introduite  à la  plaide  c,  dans  l’intégrale 
complète,  établira  entre  x oX.  y ime  relation  différente  de  ' 
celle  qui  avait  lieu  lorsqu’on  ne  faisait  que  remplacer  c par 
une  valeur  constante  arbitraire.  On  aura  donc,  dans  ce  cas, 
une  solution  particulière.  Ce  que  nous  disons  de  y peut 
s’appliquer  à x. 

439.  Il  arrive  quelquefois  que  la  valeur  de  c se  présente 
sous  la  forme  - : cela  indique  un  facteur  commun  qu’il  faut 
faire  disparaître.  {JSote  douzième.) 

• * 44°*  Appliquons  maintenant  cette  théorie  à la  recherche 


(*)  Dans  ce  dernier  cas,  où  q ne  contient  pas  c,  on  peut  se  demander 
comment  on  a le  droit  d’egaler  q ù zc'ro.  Je  rc'pondrai  ipic  la  valeur  qn’on 
a donnée  à c dans  l’intégrale  complète  dcicrminc  l’égalité  de  q ù zéro. 
En  elTct,  lorsque  nous  tirons  la  valeur  x=  fy  de  l’ikpiation  q-=zo,  pour 
la  substituer  dans  F(ar,  y,  c),  et  obtenir  e),  c’estia  même  chose 

qne  de  tirer  x de  F(ar,  y,  c)=o  et  d’en  snbstitncr  la  valeur  dans  q.  Par 
conséquent,  le  résultat  de  cette  dernière  opération  sera  encore  V(y,fy,  c). 
11  ne  s’agit  plus  que  de  prouver  qne  ce  résultat  est  égal  b zéro  pour  consta- 
ter qn'il  en  est  de  même  deq;  or  c’est  ce  qni  a lieu,  en  considérant  F(^^,c) 
comme  provenu  de  la  première  opération , c’csi-à-dice  de  F (a:,  y,  c)  — 0, 
dans  lequel  on  aurait  mis  pour  x sa  valeur. 

« 
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des  solations  particoUères,  lorsque  l’intégrale  complète  est 
donnée. 

Soit  l’équation 

jfdr— ^ardj"  =sÿ  o\/dx*-^dj^*. . - (i68), 


dont  l’intégrale  complète  se  détermine  par  le  moyen  sui- 
vant : 

Si  l’on  divise  cette  équation  par  dx,  et  que  l’on  fasse 


on  obtient  d’abord 


jr-~px  = a^i-\-p'...  (169); 
différenciant  par  rappo^T  à x et  à j? , on  a 


Ay  pAx  — xAp 


observant  que  Ajr  = pAx,  cette  équation  se  réduit  à 


xAp  + 


apàp  

V/ï  +i>* 


et  l’on  y satisfait  en  faisant  dp  = o.  Cette  hypothèse  donne  • 
P =z  constante  = c,  valeur  qui  étant  mise  dans  l’équation 
(169) , nous  fait  obtenir 


— «x=  O y/i -f-c*. . . (170). 


Cette  équation  renfermant  une  constante  arbitraire  c,  qui 
n’était  pas  dans  la  proposée  (168)/  en  est  donc  l’intégrale 
complète. 

44 1.  Celn  posé,  la  partie  qàc  de  l’équation  (166)  s’ob- 
tiendra en  différenciant  l’cquation  (170)  par  rapport  à c, 
regardée  comme  seule  variable  ; en  opérant  ainsi,  on  aura 

« 
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■ 

, , acdc 

xdc  •+■  — , = O : 

ï/i+c* 

par  conséquent,  le  coefficient  de  de,  ^alé  à zéro,  nous 
donnera 

ac 


(>70- 


Pour  dégager  la  valeur  de  c,  élevons  cette  équation  an 
carré;  nous  trouverons  ' 


(i  + c*)x*  = a*c*; 


d’où  nous  tirerons 


î>  Ï+C*  = -;; jet  v/l+c*  = — — = 

^ a*— X»  ^ i/a*— X» 


au  mojen  de  cette  dernière  équation , éliminant  le  radical 
de  l’équation  (171),  nous  obtiendrons  ensuite 


y a'  — X* 


Cette  valeur  et  celle  de  \/ 1 -f-  c® , étant  mises  dans  l’équa- 
tion (170),  nous  aurons 


y'  a*  — X®  V^a®  — X®  ’ 


d’où  nous  tirerons 


(*)  n’avons  pas  affecté  -j-c’  ilu  double  signe,  parce  qne  j: 

et  c étant  de  signes  contraires,  dans  l'équation  (171),  il  faut  qu’il  en  soit 
<lé  même  dans  l'équation  (17a).  ' 
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J^  = 


\/  a' — X* 

équation  qui,  étant  élevée  au  carré,  nous  donnera 

J'*  = a*  — X*  ; 


et  l’on  voit  que  cette  équation  est  effectivement  une  solution 
particulière;  car,  enla  différenciant , on  obtient  dj^= — ; 

■ cette  valeur  et  celle  de  V^x“  -f-  étant  substituées  dans 
l’équation  (i68) , la  réduisent  à a*  = a*. 

442.  Dans  l’application  que  nous  venons  de  donner  des 
principes  démontrés  art.  437 , nous  avons  déterminé  la  va- 
leur de  c en  galant  à zéro  le  coefficient  différentiel  Ce 

de 

procédé  peut  être  quelquefois  insuffisant.  En  effet,  l’équa- 
tion 

ùjr  — pdx  -f-  qdc, 

' étant  mise  sous  cette  forme  : 

Adx  -1-  Bd^  -h  Cdc  = o , 

où  A , B,  et  C sont  des  fonctions  de  x et  de  , nous  en  li- 
vrerons 

dj^  = — ^dx  — -^dc,...  (173), 

* ^ B C 

dx  = — -djr  — ^dc,...  (174), 

et  nous  voyons  que  si  tout  ce  que  nous  avons  dit  de  con- 
sidéré comme  fonction  de  x , est  appliqué  à x considéré 
comme  fonction  de  j",  la  valeur  du  coefficient  de  de  ne 
sera  pas  la  même  , et  qu’il  süflirai^  seulement  que  qi^que 
facteur  de  B détruisit  dans  G un  autre  facteur  que  celui  que 

# 
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pourrait  j détruire  uu  facteur, de  A,  pour  que'  les  pâleurs 
du  coefficient  de  de , dans  les  deux  hypothèses , parussent 
entièrement  dilTérentes.  Aussi,  quoiquebien  souvent  les  équa- 

■ Q Q 

tions  «t  —=odonnentpourclamêmevaleur, cela  n’ar- 
rive pas  toujours.  C’est  pourquoi  lorsqu’on  aura  déterminé  c 
dr 

an  moyen  de  l’équation  ^ = o , il  ne  sera  pas  inutile  de  voir 
« tlx 

si  l’hypothèse  de  ^ amène  le  même  résultat. 

443*  Clairaut  remarqua  le  premier  une  classe  générale 
d’équations  susceptibles  d’une  solution  particulière;  ces 
équations  sont  renfermées  dans  la  suivante: 


équation  que  nous  pourrons  représenter  par 

jr=px-h¥p...  (1^5); 
différenciant, nous  trouverons 

dj-  = pdx  + xdp  -f-  dp  ; 

cette  équation , à cause  de  djf  = pdx,  se  réduit  à 

dp  f=  O ; 

et  comme  dp  est  facteur  commun , elle  peut  s’écrire  ainsi  : 
On  satisfait  à cette  équation  en  faisant  d/>=  o,  ce  qui  donne 


V 

V 
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P s:  constante  — c ; par  conséquent , en  substituant  celte 
valeur  dans  l’équation  ( 1 76) , nous  trouverons 


jr  = cx  + Fc; 

cette  équation  est  l’intégrale  complète  de  la  proposée , puis- 
qu’une constante  arbitraire  c a été  introduite  par  l’intégra- 
tion. Si  l’on  di£Férencie  cette  équation  par  rapport  à c,  on 
aura 


par  conséquent,  en  ^lant  à zéro  le  coefficient  de  de,  on 
a l’équation 


. dFc 


qui , par  la  substitution  de  c dans  Pintégrale  complète,  don- 
nera la.  solution  particulière.  (Note  treizième.) 


De  l’intégration  des  équations  différentielles  du 
second  ordre. 


444*  formule  générale  des  équations  différentielles  du 
second  ordre  à deux  variables  est 


Nous  ne  chercherons  pas  à int^rer  cette  équation  dans  ce 
degré  de  généralité  ; mais  nous  allons  examiner  comment 
on  en  peut  trouver  l’intégrale  dans  des  cas  particuliers. 
44s.  Considérons  d’abord  l’hypothèse  où  l’on  a 


« 


a 


(«77)i 


y' 
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• f • * ci*  ^ i\o 

pour  intégrer  cette  équation  on  fera  ^ = 


dx*  d* ’ 


et  elle  se  réduira  à 


Si  cette  équation  peut  s’intégrer,  et  qu’on  en  tire  />  = X, 
on  obtiendra  facilement  la  valeur  de  j";  car  l’équation... 
dr 

-^=p  nous  donnant  j-  = fpilx , si  l’on  substitue  dans 

ciJ: 

cette  équation  la  valeur  de  p,  on  aura  jr  = /Xdx  ; mais  si 
l’équation  (178),  au  lieu  de  donner  la  valeur  de  p en  x, 
donnait  celle  de  x en  fonction  de  p,  de  manière  qu’on  eût 
x=P,  en  intégrant  par  parties  djr=pdx,  on  aurait  d’abord 

• y=zpx-fxàp-, 

mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  x,  on  trouverait 
y=px—f^àp. 

448.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l’on  a 

Jv  d*y  do 

En  faisant  ^ , on  trouverait  ^ = — j et  en  rempla- 

çant dx  par  sa  valeur  cette  équation  deviendrait 

dy pdp 

dx*  djr  ’ 

cl*y* 

Mettant  ces  valeurs  de  et  de  -^,dans  l’équation  (179), 
on  la  convertirait  en 

fiyfP,dûr,dp).=zo-, 
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si  cette  équation  peut  donner  p — Y,  on  substituera  cette 
valeur  dans  l’équation  dx  r=  ^ , et  l’on  obtiendra  en  inté- 
grant, ^ 

si  au  contraire  ^ se  détermine  en  fonction  de/>,  et  que  l’on 
ait  par  conséquent  j-  = P;  pour  avoir  x,  on  int^rera  par 
tJy* 

parties  l’équation  dx  = ~,  et  l’on  aura 


et  en  substituant  dans  cette  équation  la  'pâleur  de  j",  on 
trouvera 


et  ayant  intégré , on  éliminera  ensuite  p au  moyen  de  l’é- 
quation ^ = P. 

447-  Lorsque  l’équation  (176)  ne  renferme  avec  que 
s • • dy 

l’une  des  trois  quantités  ^ et  j*,  nous  avons , dans  le 
premier  cas, 

• /®.  © = «■■■  (■«»)• 

Faisant  et  par  conséquent  — °°  substi- 

tuera ces  valeurs  dans  l’équation  (180),  et  l’on  trouvera 

On  tire  de  cette  équation 


Digitized  by  Google 


int£gr.  des  éqdat.  mPEia.  du  2'  ordre.  335 


^=P...  (i8i), 


et  par  conséqueut 


(182). 
cl  V 

D’une  autre  part  l’équation  -^=p  nous  donne 
jr  = fpàx  ; 

et  y en  substituant  la  valeur  de  dx , donnée  par  l’équation 
(181),  on  obtient 


(.83). 


Lorsqu’on  aura  intégré  les  équations  (182)  et  (i83),on  éli- 
minera entre  elles  la  quantité p pour  avoir  une  équation  en 
X et  en  y. 

s 

448.  Dans  le  cas  où  ne  se  trouve  combiné  qu’avec 

une  fonction  de  x , on  a 

* , ...... 

^ — Y 
dx*  — ’ 

multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  trouve 
% = f%ix  + C: 

représentant  par  X'  l’intégrale  indiquée  dans  cette  équa- 
tion , on  a 

— — X'  -4-  r • 

-t-c, 


multipliant  de  nouveau  par  dx,  et  intégrant,  on  obtient 


i 


.J 
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J"  = fX'àx  + Gr  + C' 

dy 


dy 

449-  Enfin , lorsque  est  donné  en  fonction  de  j~,  il 

s’agit  d’intégrer  l’équation  ‘ 

4 


daf* 


= Y. 


Pour  y parvenir,  on  la  multipliera  par  zdj-,  ce  qui  donnera 


dtr-dx—  . 


le  premier  membre  étant  composé  comme  la  diflérentielle 
de  X*,  on  trouvera,  en  intégrant,  • 

g=y.Y4r  + c; 

et  en  tirant  la  racine  carrée , on  obtiendra 
g=V/C  + a/Tdj-; 

d’où  l’on  tirera , par  une  nouvelle  inté^ation , 


=/: 


Ar 


+ c. 


y'c-t  2/Tdjr 

Des  équations  linéaires. 

45o.  Une  (fqnation  différentielle  entre  deux  variables  x et  y,  est  line'aire 

• . dr  d>y  d*v"  d"y  ,,  . , 

lorsque  les  expressions  y,  ne  sont  elevee» , dans 

cette  équation , qu’au  premier  degré  : ainsi , en  supposant  qoe  A , B, 
C,  D...,  N,  X,  soient  des  fonctions  de  x,  l’équation  linéaire  da 
„i<ine  ordre  sera  t / 

Ar+Bg+cg  + Dg...  + wg  = x...  (.84). 
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Lortqne  cette  équation  est  du  premier  degré,  elle  se  réduit  à 

chassant  le  dénominateur,  et  dÎTÎsant  par  B,  on  peut  la  mettre  sons  cette 
forme 

_ d_/- -1- Pjdar  = Qdj;  ^ 


et  nous  arons  vn,  art.  385,  que  cette  équatiqn  avait  pour  intégrale 

r = « [/Qe-/'^'^dx+ C] . 

45i.  Lorsque  le  terme  en  X est  nul  dans  l’équation  ( |84),  si  un 
nombre  « de  valeurs  particulière,  p,q,r,  etc.,  mises  successivement 
à la  place  de  y,  ont  chacune  la  propriété  d’y  satisfaire,  il  sudira  de  molti- 
plierp,  q r,  etc.,  par  des  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  etc.,  ponr  con- 
dure  que  I intégrale  finie  complète  de  cette  équation  est 

^ ^7  •+■  cr,  etc.  ■ ‘ • •>'  i-' .m 

La  démonstration  de  cette  proposition  étant  la  même  pour  tons  les  deérés 
nous  ne  considérerons  que  l’équation  ■ ■■  , u ■ i 


+ + = (-85). 

En  mettant  successivement  h la  place  de  y les  valeur,  hypothétiques 
P,  g,  r,  nous  anrons  ^ 


da:* 


multipliant  ces  trois  équations,  la  première  par  n,  la  seconde  par  i et 
la  troisième  par  c,  et  ajoutant  les  résultau , on  trouve 

A{ap^bq+cr)  + B ^ -f- 5 ^ 4.  c ËT') 

«(.  ^ G s 1-0=., 

Or,  U est  évident  que  cette  expression , qui  est  idenuqnement  mille,  est 
Ælém^  de  Cale,  diff,  22  * 


f 
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U même  qne  celk  qn'on  obtiendrait  en  faisant  y = ap  + *7  ^ «r,  dans 
l’éqoation  (i85)  ; donc  cette  valeur  de  jr  satisfait  à l'éqnation  (i85)  ; et, 
comme  elle  renferme  trois  constantes  arbitraires , eUe  est  l’intégrale  finie 

complète  de  l’équation  (i85). 

45a.  Loraqne  X n’ett  pw  nul  dans  l’é^tion 

si  l’on  peut  trouver  trois  valeurs  particulières  p,  7,  r,  qui , mises  succes- 
sivement & la  place  de  y,  satisfassent  chacune  à l’équation 

Ar+B£+cg+’’ë  = " 

l’intégrale  finie  complète  de  l’équation  (i86)  sera 

y = ap -1- 57  + cr. . . (188)  J , 

mais  alors  a,b,c,  an  lien  d’élro  des  constantes,  seront  des  fonctions  de 
X,  que  nous  apprendrons  bientôt  à déterminer. 

'453.  Pour  démontrer  ce  théorème,  différencions  l’équation  (t88),  et 
■«  divisons-la  par  dx , nous  aurons 

dr  dp  ,d7.  dr 

dT  dx  • 

Disposons  des  indéterminées  a,  t,  c,  par  trois  conditions:  parla  pre- 
mière,  faisons 

<lu  . d5  . de 


il  restera 


<ia  . 

''di  + ?d-x*^"di-“- 
dx  dx  ni  d* 


(•89)1 


Dne  nouvelle  différenciation  nous  donnera 


+«  d7-  + E E+  di  dx  + dxdx”  • 


Pour  remplir  la  seconde  condition , posons 


il  resieVa  ^ 

* 

.S*: 


dxfi^  dxdx  dxdx 

Û!r=a^‘4-è5:î  + e^.i 

dx»  dx»  dx* 


.*;i  .itt'jj.jj. 


t ' 


J 
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difFérenciint  encore  et  dÎTÎsant  par  dx,  il  viendra 

ê 

d>p  ■ d»<y  d»r  AaA'p  dtd»<? 

dr^  **  dx*  di*  dx*  dxdx*  dxdx» 

Ponr  remplir  la  troisième  condition  , nona  snppoaerona 
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de  d>r 
dxdx*" 


da  d*p 
dxdx* 


Ab  à’q 
dx  dx* 


de  d*r 
dx  dx*  ' 


X 

'd‘ 


('9’) 


et  l’e’qnation  précédente  deviendra 

d*r  d*p^  ,a*<7  d*r  , X 

3r*="ai^'^*dïî'*"’dr*  ■'■d- 

Je  dis  maintenant  que  la  valeur  y z^qp  + bq  + cr,  satisfait  11  l'équa- 
tion (186)  ; car  mettant  dans  celte  équation  la  valçnr  de  y,  et  par  consé- 
quent celles  de  ses  coefficiens  différentiels , que  nous  venons  de  détermi- 
ner, et  effaçant  les  termes  en  X,  qni  se  déirnisent,  on  trouve 

r 

454.  Comme  on  ne  sait  pas  si  la  valeur  donnée  fait  détruire  mn- 
luellemcnt  tous  les  termes  de  l’équation  (iqS) , il  s'agit  maintenant  de  dé- 
montrer que  cette  équation  est  identiquement  nulle.  Ponr  cet  effet,  p, 
q , r satisfaisant  à l’équation  (187) , on  a 


Ap  -f-  B 


Aj^ 

dx 


Aq 


C ^'P 
^ dx* 
d*<7 


D 


d*p 
dx* 
A*q 


if' 


Ar  -I-  B ^ -f.  C 


dr’ 

® d7*  “ "i 


r'‘ 


mnhipriiuu  la  première  de  ces  équations  par  , la  deuxième  par  b et  la 
troisième  par  c,  et  ajoutant  les  résultats ^ on  tronvera  une  équation 
identiquement  nulle,  qui  sera  la  même  que  IVquation  (iqS). 

455.  Pour  déterminer  <2,  c,  les  coefficiens  fliffercniieis  > 

dx  dx 

de 

n'entrant  qu’au  premier  degré  dans  les  équations  de  condition  {189), 
(191)  et  (193),  nous  pouvons  éliminer  deux  de  ces  coefficiens  différentiels, 

2?..  . 
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et  nous  trouverons  l’antre  en  fonction  des  expressions  etc  , qoi 

sont  des  fonctions  de  x dtSterminéês , puisqu’on  connaît  J>,  q,  r,  etc., 
nous  aurons  donc  de»  <!qoations  de  la  forme 


da  -V 

S = 


di  _ de . 

— ^ — A», 


da  = X,dr,  d6  = X,dr,  dc  = X.dx, 

et  en  intégrant,  on  déterminera  a , b et  c. 

Ce  théorème  est  applicable  au  cas  oii  l’equation  linéaire  serait  d un 
ordre  quelconque,  par  conséquent  l’int^ration  de  ce»  équations  se  réduit 
h celle  de  l’équation 


Ar+Bg+Cjÿ 


(i94)- 


456  Lorsque  l’équation  linéaire  de  l’ordre  n a des  coefficiens  constan», 
il  ^t  facile  d’en  déterminer  l’intégrale.  En  effet,  si  dan»  l’équation  (194) 
on  fait  y = «"**,  on  trouvera , en  difiërenciant. 


dx 


^1?  = e"»in*  , ^ = e"»m« , etc. 

dx» 


substituant  ce»  valeurs  dans  l’cquation  (194) , on  obtiendra 

em»(A  + Bw 4- Cm*. . . + Nm«)  = o. . . (195) } 
soient  m',  m",  m»,  etc.,  les  racine»  de  l’équation 

A + Bm  4-Cm*. , . +Nm»  = o. . . (196),, 
l’éqnation  (194)  sera  satisfaite  par  ce»  valeur» 


y=e-'*,  ^ = e-"-,  r = 


ccc.  ; 


et  comme  on  a n valeurs  de  y,  l’intégrale  finie  complète  de  l’équation 

(194)  y _ ^ ^ + etc  ‘ 

45-  Lo'rsque  m'=  m",  et  que  par  conséquent  les  terme»  ae»"  et 
6eV*  se  réduisent  K (a  i)e"'*,  la  somme  a + 6 devant  être  considérée 
comme  une  seule  constante,  l’expression  y ne  renferme  plus  un  nombre 
„ de  constantes  arbitrairci.  Dans  ce  cas,  si  = c-'' satisfait  à la  pro- 
posée, la  valeur  y =xe-'*  doit  aussi  y satis&irc.  En  effet , en  diffé- 
renciant cette  dernière  équation,  on  trouve 
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J“  — + e™'», 

d*y 

2J-J  = *e«'*n»'î  + etc.  ; 

cet  valeart  rëduitent  l’éqaatioa  (194)  à * 

xe^»(A  + Cm'* + Dm'’ + ctc.), 

+ e"'»(B  + aCm'  -+-  3Dm'*  + etc.). . . (197). 

Or,  l’e'qnation  (196)  ayant  par  hypothèse  denx  racines  égales,  on  sait, 
par  la  théorie  des  éqnalions,  que  l’expression  B-|-aCm  +3Dm*-t- etc., 
eu  renfermera  une  de  moins  que  la  proposée , et  s’anéantira  lorsqn  ’on 
fera  m = m’  ; d’oîi  il  suit  qne  l'expression  (197)  est  identiquement  nulle. 
Par  conséquent,  l’équation  (igij)  sera  satisfaite  par  la  valeur  y = xe“'«, 
et  aura  pour  intégrale  complète 

jr  = ae"'*^  ixe'*'*  -+-  ce"“*  + etc. 

458.  S’il  y avait  trois  racines  égales  è m , on  prouverait  de  même  ^ue 

l’équation  (194)  serait  satisfaite  en  faisant  * 

jr  = e‘^‘  + xe“"  + xsfi"'*  i 

ainsi  de  suite. 

459.  Lorsque  l’équation  (19G)  a des  racines  imaginaires,  si  l’une  de  ces 
racines  est  A + A y'  — i , l’au  tre  sera  A — Ay— ijet  l’on  aura , dans  la 
valeur  de  y,  ces  deux  termes 

ae»»+Sxy-i  ^ 

on 

e*'[ne*^-'  + . . . (198). 

Or,  on  sait  qu’on  a,  en  général  (vojret  la  note  septième),  la  formule 

= ®os  f + sinpy  — I,  e *=  cos  ÿ — sin  e y — i j 

en  comparant  l’expression  (198)  & ces  formules , uoiu  pourrons  rem- 
placer ^ 

e*''''~'  par  cos  Aa: -f- sio  Ax  y— i , 
et 

cosAx  — sinAx^ — i, 

et  la  formule  (198)  deviendra  ^ ' 


e*'[n  cos  Ax  -t-  a siu  Ax  y—  1 + 4 cos  Ax  — 6 sin  Ax  y—  i]. 


. 
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expression  qm  pent  s'dcrire  ainsi  : ^ 

e**[(a  -f-  b)  cos  kr  + {a  — h)  sin  kx'/ — i] . . . (igg). 

Quand  X est  nul  dans  l’e'quation  (184)1  o,  b,,  o étant  des  constantes 
arbitraires,  art.  4$i  > nous  pouTons  supposer  a a — b = c' ^—lÿ 
alors  la  partie  imaginaire  qni  est  dans  l’expression  (ig8)  s’éranonira. 

^ De  I intégration  dés  équations  simultanées. 

460.  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer  li  la  fois  denx  On  plusieurs 
équatioru  différentielles. 

Soient 

Mr  + Nx  + pÿ-i-Qÿ  = Ti 
N'x-f  0'^  = T' j 

les  équations  les  plus  générales  du  premier  degré  entre  x et  y,  et  les 

coeffeiens  différentiels  et  dans  lesquelles  les  coefficiena  M,  N, 

P,  etc. , sont  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  (.  On  peut  écrire 
aiiui  ces  équations  : 

(Mj^  -h  Nx)  dt  -t-  Pdy  + Qdx  =z  Tdt, 

[Viy+  N'ir)dr-+-  P'drH-  Q'dx  ^rdt; 

si  l’on  multiplie  la  seconde  par  une  fonction  S de  r , et  qu’ou  ajonte  les 
résnitats , on  obtiendra 

[(M4-M'fl)y +(N+N'fl)x]dr  4-  (P+P'«)d^-HQ+Q'fl)dx=(T+T'fl)dt  ; 

I I 

en  représentant  les  quantités  qui  sont  entre  les  parenthèses  par  une  seule  ^ 
lettre,  cette  équadon  peut  s’écrire  ainsi  : 

Hydt4-Kxdt-f-Rdy  + Sdx  = Td/;  . 

on  en  tire 

+ g + R(‘lr+|  d*) = > 

équation  qui  sera  de  même  forme  que  l’équation 

dy  "I"  — Qdx. . . (aoa)  f 

que  nous  avons  ini^rée  art.  385,  si. 

^^a  -V. 

» '• 


5 


» 
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"r  d^jf  + gx^  = ay  + g(L«:...  (ap3J, 

)>arue  qu’ alors  CD  faisant 


y -4-  g.x  = z...  (ao4), 


l’cquation  (aoi)  deviendra 

Hadt  + Rd*  = Tdr  , 


H T 

ds  -1-  g-  zàt  = g dt. . . (ao5)  : 

r\  Il 


et  l’on  voit  que  cette  équation  est  de  même  forme  que  l’éqaation  (aoa)  , 
H 1* 

pnisqne  ^ g 3cs  fonctions  de  la  variable  indépendante  t. 


4di-  Ponr  satisfaire  11  l’éqnation  (ao3),  il  suffit  qne  l’on  ait 


et  en  exécutant  la  difiërenciation  indiquée,  d’après  l’article  14,  on  trou- 
vera 


jjdx  + xd.g=^dx. 


Pour  que  cette  équation  soit  satisfaite,  il  faut,  en  général,  que  les  mul- 
tiplicateurs de  dx  soient  égaux  , et  que , par  conséquent , le  terme. . . . 
R 


x.d.Q  soit  nul:  c’est-à-dire  que  l’on  ait 
H 


s , K , „ 

H = R’  d.g  = o...  (ao6). 


On  remettra  dans  ces  équations  les  valeurs  des  expressions  K , H , S 
et  R;  et  ayant  eifeetné  la  différenciation  indiquée,  on  éliminera  S ren- 
fermé dans  ces  équations;  et  l’on  aura  1a  relation  qui  doit  subsister  entre 
les  coefficiens,  pour  que  l’éqnation  de  condition  soit  satisfaite. 

4Ga.  Dans  le  cas  oii  les  coefficiens  des  premiers  membres  des  équations 
(aoo)  sont  constans , la  différentielle  d’une  constante  étant  égale  h léro , il 
ne  reste  que  la  première  des  équations  (ao6)  ; elle  suffira  pour  déterminer 
le  facteur  6,  (ÿi  alors  sera  constant,  puisqu’il  deviendra  égal  h nne  fonc- 
tion de  consuntes.  Rn  remettant  ponr  K,  H,  R,  S leurs  valeurs,  on  a 


ÎT+li'â  - P -t-  P'6’ 


t 
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et  en  faisant  éTanouir  les  denominateors,  on  voit  que  9 doit  être  dêter» 
mine  par  une  équation  du  second  degré.  Nommant  d' et  9"  ces  valeurs 
de  9 ) et  supposons  qu'après  les  avoir  substituées  successivement  dans 
l’équation  (aoS)»  les  coefEciens  de  sdt  et  de  dt  deviennent, dans  le  premier 
cas,  P*  et  q'i  et  dans  le  second  p"  et  on  aura 

de  + ;/zdt  = q'df  , 
cU+p"jdt  = q"dt} 

intégrant  d'après  la  formule  (io3),  page  u849  on  trouvera 

» = + C'. 

On  fnbtlitucra  dans  ces  râleurs  celle  de  z,  tirée  de  l’équation  (ao4),  et 
l’on  aura  deux  équations  en  t,  eu  ^ et  en  t. 

463.  Si,  excepté  T,  et  T",  que  nous  regarderons  tonjonrs  comme 
des  fonctions  de  t , les  cocHicicns  M,  P,  Q,  etc.,  sont  consuns,  et 
qu’on  ait  les  trois  équations  ^ 

+ (M.y  -h  4-  P»  ) dt  = Tdt , 
dx  +(MV  + ]N'x4-P'z)dt  = T'dt, 
dï  +(M'>-+]S“x4-P"i)dt  = T"dt, 

on  multipliera  la  seconde  par  une  consUntc  9,  et  la  troisième  par  nue 
antre  constante  9';  et  ajoutant  le*  résultats,  on  aura  une  équation  que 
nous  pourrons  représenter  par 

4- 9dx  4- 9'di  4- Q (j' -+- Rx 4- Se)  df  = Udf. 

Or,  pour  que  cette  équation  soit  de  la  forme  Çvoj^ez  Paru  385) 


dj'4-Pj^dx  = Qdx, 

il  faut  qu’en  regardant  la  fonction  y4-Ra-4-Se  comme  one  seule  va- 
riable la  différentielle  d_)”We  cette  fonction  soit  égale  h dy4-9dx4-9'dx, 
ce  qui  exige  que  l’on  ait  les  équations  de  condition 

9=R,  9'  = S; 

R et  S n’étant  qnc  des  fonctions  de  9 et  de  9',  en  vertiges  opérations 
précédentes,  il  en  résulte  que  ers  équations  sulliront  pouWétcrniincr  les 
diverses  valeurs  des  constantes  9 et  9'. 

464  Cette  méthode  est  générale,  et  s'ap|>Iiqoe  même  aux  équations 
différentirlles  des  ordres  siipéi'icnrs , parce  que  ces  équations  peuvent  se 


♦ 


* 


r 


m 
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lùluire  au  premier  degré,  üi  l'on  avait , par  exemple  , les  équations 


■g  + „r  + N,  + p|  + Q.|=T, 


+ M>+  »'*+  r''‘£  + «'ï,  = -t"’ 

ou  plutdt 

d»^  + (Mx"  + Nx)dl*  + (Pdy  ■+■  Qdx)ih  = Tdt»  î . , 

d*x  + (M>+  N'x)dl«-f  (P'djr-f-  Q'dx)dt=  T'dfj 

on  ferait 


dy=pdt,  dx  =<7dl. ..  (ao8); 
et  en  obserrant  que  dt  est  constant,  ces  équations  deviendraient 


dp  + + Nx  -f-  Pp  4-  Q<7)dt  = Tdf, 

d<7  + (M>-+  K'x+  P'p+  Q'q)dt  = T'tit; 


ces  deux  équations,  avec  les  équations  (ao8),  forment  quatre  équations 
du  premier  degré,  auxquelles  ont  peut  appliquer  les  procédés  précédeus. 


^es  équations  différentielles  partielles  du  premier 

ordre. 


465.  Une  équation  qui  subsiste  entre  des  coefSeiens  dif- 
férentiels , combinés , selon  le  cas , avec  des  variables  et 
des  constantes,  est,  en  général,  une  équation  différentielle 
partielle,  ou,  suivant  l’ancienne  dénomination,  est  une 
équation  aux  différences  partielles.  On  a appelé  ainsi  ces 
équations,  parce  que  la  notation  des  coefUcicns  différentiels 
qu’elles  renferment  indique  , comme  noua  l’avons  vu  art.5a, 
que  la  différenciation  ne  peut  êtrelefiFectu^  que  partielle- 
ment, c’est-à-dire  en  r^ardant  certaines  variables  comme 
constantes.  Cela  suppos#donc  que  la  Jonction  proposée  ne 
contienne  pas  qu’une  seule  variable.  BAur  plus  Je  simpli— ^ 
’tité,  nous||jen  ad^ttrons  d’4I)ord  que  deux,  et  nous  con- 
sidérerons les  léquatitfns  différeidielles  partiell|S  du  pre- 
mier ordre,  qui  sont  celles  qu^he  renferment  qu’un  ou 
plusieurs  coefficienà^différqjiiieli^du  premier  ordre. 
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et  l’on  aura 


-^Y 
dx^  ’ 

a = Yx  -f-  ÇJ-. 


470.  On  intégrera  de  la  même  manière  toute  équation 
djS  * ^ 

dans  laquelle  égalera!  une  fonction  de  deux  variables 
X et  J-.  Si  l’on  a,  par  exemple, 

dz  ‘ X ■ • 

en  regardant  comme  constant , on<  intégrera  d’après  l’ar- 

ticle 271 , après  avoir  multiplié  par  dx;  et  en  nommant  çj" 
la  constante  qu’on  doit  ajouter  à l’intégrale , on  aura 


Z = 4-  X*  4-  pj'. 

'47I>  Enfin,  si  l’on  veut  intégrer  l’équation 

dz  I 

dx' 


— X* 

on  regardera  toujours  j"  comme  constant,  et  l’on  aurais  ar- 
ticle 274 , 


i = arc  ^sin  =^  + çj'. 


472.  En  général,  pour  intégrer  l’équation  ' 

,^dx  = F(x,  jr)  dx, 

on  prendra  l’intégrale  par  rapport  à x,  et  ajoutant  ensuite 
une  constante  fonction  de  pour  la  compléter,  on  trouvera 

Z = /F  (x,  J-)  dx  + çir. 
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D’après'  ce  qui  précède  , on  voit  qu’à  part  l’hypo- 
thèse de  l’une  des  variables  sutnposée  constante,  et  de  l’intro- 
duction, dans  l’intégrale,  d’i^n  constante  fonction  de  cette 
variable,  on  suit  le  même  procédé  que  dans  l’intégration 
' des  équations  différentielles  ordinaires.  ' 

4^4*  Considérons  maintenant  les  équations  différentielles 
partielles  qui  contiennent  deux  coefficiens  différentiels  du 
premier  ordre  ; et  soit  l’équation 

P 

„ dx  dz 

dans  laquelle  M et  N représentait  des  fonctions  données  de 
X et  de  jr,  on  en  tire 

' ^ d»‘ Mdz 

djr  N clx  ’ 

% 

substituant  cette  valeur  dans  la  formule  • 


qui  ii’a  d’autre  sens  que  d’exprimer  la  condition  que  z est 
fonction  de  x et  de  j',  on  obtient 


dz  = ||i(da:-^^d^)’ 


M 


ou 


dz  Nilx  — Mdj^ 
^"=di- N • 


Soit  A le  facteur  propre  à rendre  Ndx  — Mijr  une  différen- 
tielle  exacte  Av,  nous  aurons 

^ A (NcLr  — Mdj*)  = di" . . . (2 1 o). 


« 


Au  moyen  de  cette  équation,  nous  éliminerons  Ndx  — Mdj- 
de  la  précédente , et  nous  obtiendrons 
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d.  = -Li.d» 


> Az 

Enfin,  si  Fon  remarque  que  la  valeur  de  ^ n’est  point  dé- 


dx 
I dz 


terminée,  on  peut  la  prendre  telle  que  ^ dt»  puisse  s’in- 
1 dx  . 

tégrer , ce  qui  exige  que  ^ fonction  de  v,  car  on 

sait  que  la  dififérentielle  de  toute  fonction  donnée  de  v,  doit 
être  de  la  forme  Ft'.di'.  Il  suit  donc  de  là  qu’on  doit  avoir 


an  dx  “ ' 


équation  qui  changera  la  pr^^ente  en 
dz  =Fv,di'  ; 

d’on  l’on  tirera 

Z = . . (211). 

/ 

475.  Si  l’on  intègre  par  ce  moyen  l’équatian  . 


f «/«I 

;w  . 


' CUI 

« 


dz  dz  , ' 

nous  avons  dans  ce  cas  M=— j",  N=a: , et  par  conséquent 
l’équation  (210)  deviendra 

di<  = A(xdar  -f-  j-Jj-). 

11  est  visible  que  le  facteur  A , propre  à rendre  intégrable  le 
second  membre  de  cette  équation,  est  2.’ Substituant  cette 
valeur  à A et  intégrant , oa  a 

F*  ■ ^ 

• ' ♦>  = X*  + i ...  . . 

mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (211)  , nous  aurons  , 
pour  l’intégrale  de  l’équation  (213) 


■1 


« 
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4^6.  Soit  maintenant  l’équation  ‘ • 

'•■•U-;''-  . 

dans  laquelle  P,  Q et  R sont  des  fonctions  des  variables  x, 

î O R 

y et  z; 'en  divisant  par  P,  et  en  faisant  ^ = M,  -p  = N, 

nous  pourrons  la  mettre  sous  cette  forme  : 

» ’ 

i + M;0+a  = o...  (a.4)i  ■ 

et  en  faisant = ü , = 7 , ellé  deviendra 
dx  dj  ^ 

^ + M7+N  = o...  (ai5).  , 

Cette  équation  établit  une  relation  entre  les  coefliciens p et 
q de  la  formt(^  générale  ' • 


, dz-=pdx qdy...  (!m6); 

sans  cette  relation , p q seraient  entièrement  arbitraire» 
dans  cette  formule;,  car , comme  cela  a déjà  été  observé, 
elle  n’a  d’auh'e  sens  que  d’indiquer  que  z est  anefonotion  de 
deux  variables  x ei  y,  et  cette  fonction  peut  être  quel- 
conque; ainsi,  nous  demns  regarder , dans  l’équation  (216), 
pél  q comme  deux  indéterminées;  éliminant  p au  mojen 
de  l’équation  (21 5) , nous  obtiendrons 

, d*  -f-  Ndx  = q {dy  — Mdx). ..  (2T^),  ' 

• 

et  q restera  toujours  indéterminé;  mais  l’on  sait  {^voyez 
la  noie  cinquième)  que  lorsqu’une  équation  de  ce  genre  a< 
lieu,  quel  que  soit  q,  il  faut  que  L’on. ait  séparément  - i 


» 
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d^+Nda:=o,  dj'  — Mdx=o...  (218). 

477.  Si  P , Q et  R ne  contiennent  pas  la  variable  z,  il  en 
sera  de  même  de  M et  de  N ; alors  la  seconde  des  équa- 
tions (218)  sera  une  éqnation  à deux  variables  x et  j-,  et 
pourra  devenir  une  différentielle  exacte  à l’aide  d’un  fac- 
teur que  nous  représenterons  par  A ; et  nous  aurons 

^(d.?^  — Mdr)  = O...  (21g). 

L’intégrale  de  cette  équation  sera  une  fonction  de  x et  dej" 
à laquelle  on  devra  ajouter  une  constante  arbitraire  m ; de 
sorte  que  nous  aurons 

d’où  nous  tirerons 

Telle  sera  la  valeur  de  j'  qui  nous  sera  donnée  par  la  se- 
conde des  équations  (218);  et,  pour  établir  qu’elles  o^tlieu 
simultanément,  il  faudra  substituer  cette  valeur  dans  la 
première  de  ces  équations;  or,  quoique  cette  variable  n’y  soit 
pas  en  évidence,  on  sent  qu’elle  peut  être  renfermée  dans  N. 
Celte  substitution,  d’après '^a  valeur  que  nous  venons  de 
trouver  pour  j-,  revient  à regarder,  dans  la  première  des 
éqnationü  (218) , j comme  une  fonction  de  x et  de  la  cons- 
tante arbitraire  ».  Int^rant  donc  cètte  première  équation^ 
dans  cette  hypothèse , on  trouvera 

Z = — /“Ndx  -f-  9». 

47^*  Pour  donner  un  exemple  de  cette  intégration , pre- 
nons l’équation 

dz  , dz  , ■ 

en  la  comparant  à l’équation  (2i4J  , nous  avons  ^ 


V * 


35a  , • ■ • CAicoL  oiTioHAi.^  • ” 

M =-^,  N = ~ a (220). 

X - X 

Ces  râleurs  étant  substituées  dans  les  équations  (218),  les 
conrertîront  en  ' ' 


/ , 1/  JC*  ■ I V*  ■ ' .V*  ^ . ■ 

• dz— a^- X.î^_da:==o,  ,djr — - dar  = o...  (221). 

Soit  Ale  factem* qm  repd  intégrable  cette  dernière  équa- 
tion, nous  aurons 


ou  plotdt 


A(îfc^)=0/  ' . 


équm^n  intégrable  si  l’on  fait  A = - , parce  qn’àiors  son 

premier  membre  devient  une  différentielle  exacte,  art.  4o3. 
Égalant  donc  l’intégrale  de  cette  équation  à une  constante 
arbitraire  a , nous  aurons  •>- 


J _ 

iT"’ 


et  par  conséquent  jr  ==  mx.  ■ 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  on  convertit  la  première 
des  équations  (221)  en  - ^ 


- dz  — a 


V/x*  — «“X’ 


ou  plutôt  en 


dxr=o,  * •v'v'"* 


• dz  = adx  v/i  + •“  ; 

intégrant  en  regardant  « comme  constant,  nous  obtiendrons 
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a = afdx!^  i -f-  «»*  -f-  f • ; 
et' par  conséquent 

z = ar\/i+*»*  + <pm, 

, y 

Remettant  pour  « sa  râleur,  on  obtiendra  . 

z = axY/>+^+f-^.  ' 

ou  plutôt  ' • 

z = a[/x‘-i-j^  + ç-^. 

479.  Dans  le  cas  plus  général,  où  les  coefiiciens  P,Q,R, 
de  l’équation  (21 3),  contiennent  les  trois  variables  x,  jr,  z, 
il  peut  arriver  que  les  équations  (218)  ne  renferment  cha- 
cune que  les  deux  variables  qui  Sont  en  évidence,  et  que, 
par  conséquent,  on  puisse  les  mettre  sous  les  formes 

dz  = /(x,  z)dx  = O , dj-  = F(x,  J-) dx. 

• * 

On  ne  peut  intégrer  isolément  ces  équations,  en  écrivant, 

comme  dans  l’art.  47^1  ' 

•IP 

z=//(x^z)dx  + (fz'.  = /F(x,  jr)dx-i-<pj'; 

car  alors  on  voit  qu’il  faudrait  sup]>oser  z constant  dans  la 
première  équation , et  j"  constant  dans  la  seconde  ; hypo- 
thèses contradictoires,  puisque  l’une  des  tyols  coordonnées 
X , Z,  ne  peut  être  supposée  constante  dans  la  première 
équation  sans  qu’elle  ne  le  soit  dans  la  seconde. 

480’.  Voici  donc  de  quelle  manière  on  intégrera  les  équa- 
tions (218) , dans  le  cas  où  elles  ne  renferment  chacune  que 
les  deux  variables  qui  sont  en  évidence:  soient^  et  a les 
facteurs  qui  rendent  les  équations  (218)  des  dlIFércntlelles 
exactes;  si  nous  représentons  ces  différentielles  par  dtj  et  par 
Èlém.  de  Cale.  DiJJ.  23 
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tlV , nous  aurons 

A(dz  + Ndar)’  = dU , — Md*)  = dV  ; 

au  moyen  de  ces  valeurs,  Inéquation  (217)  deviendra 

dü  = fl’-dV.‘:.  (222).  , 

/ 

Comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  difie- 
rentielle  exacte,  il  f^ut  qu’il  en  soit  de  même  du  second,  ce 

qui  exige  que  q ► soitune  fonction  de  V ; représentant  cette 

fonction  par  <fV , l’équation  (222)  deviendra 

dU=Ç)V.dV; 

d’on  l’on  tirera,  en  intégrant,'  • 

' ‘ U=<fV.. 

481.  Prenons  pour  exemple  l’équation  ' , 


dz  , . dz 


étant  écrite  ainsi  : 


dz  * dz  Z" 
d&  X ’ 


on  la  comparera  à l’équation  (2i4) , et  l’on  aura 


X „ Z 

M=-,  N = ; 

y * 


au  moyen  de  ces  valeurs^  les  équations  (218)  deviendront 

dz — -d*  = o,  d^  — îd*=o;' 

* y 

1 ' * 
et  eu  faisant  évanouir  les  dénominateurs,  on  aura 
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) 

.Tih  sJæ'  = O , X(1j7  = O. 

Les  facteurs  propres  à renitre  ces  équations  intégrables 
sont-^  et  2 ; en  les  substituant  et  en  intégrant,  on  trouve 

- et  — x’  pour  les  intégrales;  mettant  donc  ces  valeurs 

à 'la  place  de  U el  de  "V  , dans  l’équation  U = ç>V,  nous  ob- 
, tiendrons,  pour  l’Intégrale  de  la  proposée , 


— =<!>(  r“  — X.*). 

^ X *' 

482.  Il  est  à remarquer  que  si  l’on  eût  éliminé  >/  au  lieu 
de/>,  les  équations  (218)  eussent  été  remplacées  par  celles-ci 

Mdz -4- Nilj' = O,  — Mdx=o...  (223); 

' ' \ 

et  comme  tout  ce  que  nous  avons  dit  des  équations  (218) 
peut  s’appliquera  ccllcs-ci,  il  s’ensuit  que,  dans  le  cas  où 
la  première  des  équations  (218)  ne  serait  pas  intégrable,  on 
a le  droit  de  remplacer  ces  équations  par  le  système  des 
équations  (228) , ce  qui  revient  à employer  la  première  des 
'■  équations  (223)  à la  place  de  la  première  des  équations  (2 1 8) 
alors  on  verra  si  l’intégration  est  possible. 

483.  Par  exemple,  si  l’on  avait 

' dz  dz  • . ■ 

dx  <ir  . . 

cetteéqualion,  divisée  par  az  etcomparéeà  l’équation  (2t4)* 
nous  donnerait 

M=_î.  N=5T;  -, 

par  conséquent,  les.équations  (218)  deviendraient 

23. . 
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dt  + ~ ix  = O,'  + - dx  = O } 

Oi  O 

et  en  chassant  les  dénominateurs,  on  aurait 

* 4 

ôzds  + xj-dx  = O , û<\7-  + xdx  =±  O. . . (224). 

J^a  première  de  ces  équations,  qui  contient  trois  variables, 
ne  pouvant  s’intégrer  iromédiafément,  nousla  remplacerons 
par  la  première  des  équations  (228),  et  nous  aurons,  au 
lieu  des  équations  (224),  celles-ci  : { , ^ 

X XY  * 

— ^ da  + ■“  dj"  = o , , adj"  -f-  xdx  = o j 

snpprimant—  comme  facteur  commun  dans  la  première  de 

ces  équations,  et  multipliant  l’une  par  2Z  et  l’autre  par  2, 
on  trouvera 

— 2zdz  -f-  o.yÜLjf  = O , za(\y  + 2xdx  = o, 
équations  qui  ont  pour  intégrales  * - • 

— et  2qr4-x*;  ^ , 

CCS  valeurs  étant  mises  à la  place  de  U et  de  V,  on  aura  * ^ 

• ^ 

y*  — z’  = (p  (2aj-  4-  X') . 

484.  Remarquons  que  la  première  des  équations  (223) 
n’est  autre  chose  que  le  résultat  de  l’élimination  dedx  entre 
les  équations  (218). 

En  général,  on  peut  éliminer  toute  variable  renfermée 
dans  les  coeiEciens  M et  N , et , en  un  mot,  combiner  d’une 
manière  quelconque  ces  équations:  si,  après  avoir  exécuté 
ces  opérations,  on  obtient  deux  intégrales  représentées  par 
U =<ï  et  par  V = b,  a et  6 étant  deux  constantes  arbi- 
traires, on  en  pourrra  toujours  conclure  que  l’intégrale  est 
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U=<t>V.  En  effet,  puisque  a e\.b  sont  deux,  constantes  arbi- 
traires, ayant  pris  b à volonté,  on  peut  composer  a en  b 
d’une  manière  quelconque  ; ce  qui  revient  à'dire  que  l’on  a 
la  faculté  de  prendre  pour  a uné  fonction  arbitraire  de  b : 
cette  condition  sera  exprimée  par  l’équàtion  a =\çb  {noie 
quatorzième) } par  conséquent,  nous  aurons  les  équations 
U = , V =-b , dans  lesquelles  x , jr  et  z représentent  les 

mêmes  coordonnées;  si  l’on  élimine  b entre  ces  équations, 
on  obtiendra  ü = ^V. 

On  peut  encore  observer  que  cette  équation  nous  dit  qu’en 
faisant  V , on  doit  avoir  U = = constante  : c’est-à- 

dire  que'U  et  V sont  constans  en  même  temps,  sans  que  a 
et  b dépendent  l’un  de  l’autre,'  puisque  la  fonction  ^ est  ar- 
bitraire. Or,  c’est  précisément  la  condition  qui  nous  est 
donnée  par  les  équations  U =:  a et  V = 5. 

485.  Pour  donner  une  qpplicàtion  de  ce  théorème,  'soit 


dz 


dz 


zx- — —zr—, r*  = o. 

dx  tlj  '' 

Après  avoir  divisé  par  zx,  nous  comparerons  cette  équation 
à l’équation  (214),  ce  qui  nous  donnera  . . 


M 


ZX 


et  les  équations  (218)  deviendront 

Y*  Y 

dz  — — dx  = o,  djr + - dx  ■=:  O , 


ou 


zxdz  — ^’dx  = O,  xily  +J'dx  — o. 


La  première  de  ces  équations  contenant  trois  variables,  nous 
ne  chercherons  pas  à L’intégrer.en  cet  état;  mais  si  l’on  y 
substitue  la  valeur  de  ^dx,  tirée  de  la  seconde,  elle  acquiert 
un  facteur  commun  x qui , étant  supprimé',  la  réduit  à 
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• zAz  -f,  j'(^=  O/  , . 

•I 

et  l’on  voit  qu’en  1r  multipliant  par  2 , elle'devienl  inté- 
grable; l’autre  équation  l’étant  aussi,  on  trouvera,'  cales 
int^rank, 

*’+.jr*'=û,  xy=b/, 

‘ ■ ' * • / 
d’où  l’on  conclura-que  ' ' ; - ■ ' 

■ ' '■ 

^486.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à dire  Sür  les 
équations  difTérentielles  partielles  du  premier  ordre,  parla 
solution  de  ce  problème  : Une  équation  qui  contient  une 
fonction  arbitraire  d’une  ou  de  plusieurs- variables  pétant 
donnée , trouver  l’équation  différentielle  partielle  qui  l’a 
produite.  • . 

Supposons  donc  que  l’on  ait 

z=j  F(x*+'j*)  ; . 

nous  ferons  t , ' • ‘ 

X*  + y=  U. . .,Xn5) , '* 

et  notre  équation  deviendra  j. 

s ' ' 

\ t ' Z = Fu  ; ■ ' 

la  différentielle  de  Fu  devant  être,  en  général , une  fonction 
de  U multipliée  par  du,  nous  pourrons  écrire 

dz  = ^udu  ; 

# 

si  nous  prenons  la  différerilielle  de  *,  par  rapport  à x seu- 
lement, c’est-à-dire  en  regardant  j*  comme  une  constante, 
nous  devrons  prendre  aussi  la  différentielle  de  u dans  lu 
même  bjpotbèse;  par  conséquent,  en  divisant  par  dx  l’équa- 
tiod  précédente,  nous  aurons 
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dï'  cIm  V - 

~ = pu~...  (b.6); 


35g 


si  nous  regardons  ensuite  x comme  constant,  et  comme 
Tariable,  nous  trouverons,  par  un  procédé  analogue, 

dz  du  ■ ' , , ' 

• , d7  = ^“ÿ"- 

les  valeurs  des  coeÜiciens  diflcrentiels  et  ~ > <iui  entrent 

dans  les  équations  (226)  et  (227) , s’obtiendront  en  diffé- 
renciant successivement  l’équation  (225) ,,  par  rapport  à x 
et  à ce  qui  nous  donnera 


du  • -, 


du 


substituant  ces  valeurs  dans'les  équations  (226)  et  (227),. 
nous  aurons  ^ * * 


.dz 


clz 


j-  = 2X^U’  = 


l 


éliminant  çu  entre  ces  équations,  nous  trouverons  en^iii 


dz 


dz 


•^dx  = "dÿ 


487.  Prenons  encore  pour  exemple  l’équation 


faisant 


z“  + nax  = F (x  — 'j  ) ; 

X — ^ = U. . . (228), 


cette  équation  devient  » 

'■  z’  -f-  2UX  = Fu , 

e.t  en  différenciant , ou  a , 


■ ..  -lit 


' -I,* 


•i:- 
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d (z*  + 20x)  (fudu  ; 


prenant,  par  rapport  à x,  la  difTérentietlc  indiquée,  aous 
regarderons  z comme  variable,  en  vertu  de  x qui  y est  cov> 
tenu,  et  divisfmt-par  dx^  nous  aurons 

dz  *'  da 

“di  + '*''  = 'P“d5---  ^“9^’ 

opérant  d’une  manière  analogue , par  rapport  à en  regar- 
dant Z comme  une  fonction  qui  ne  varie  qu’à  cause  dej",  et 
divisant  par  dj",  nous*trouyerons 

dz  du  , , \ ' 

az  — = çu  . . (a3o)  -, 

djr  . tir 

pour  éliminer  les  coefficiens  diSerentlels  de  dt(,  l’équa- 
tion (aaS)  nous  donne 


du 


du 


-7-  = > ,.  -T-  ra  — 1 ; 
dx  <lr- 

substituant  ces^valeurs  dans  les  équations  (aag)  et  (a3o), 
nous  aurons 

dz  . dz 

' az^-faa=.?M,  az  — = — fu; 


éliminant  çu  entre  ces  équation^,  nOus  obtiendrons  ' 
dz  ' dz  a 

di+ci^  + z-®-  ^ 

\ 

De  la  détermination  des  'fonctions  arbitraires  qui 
entrent  dans  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles partielles  du  premier  ordreg,  '■ 

488.  Les  fonctions  arbitraires,  qui  complètent  les  inté- 
grâtes des  équations  différentielles  partielles , doivent  se  dé- 


* 
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terraiiier  par  «tes  <coDditions  qui  tiennent  à|tla  nature  des 
- problèmes  qui  ont  donné  lieu  à ces  équations,  problèmes 
qui  la  plupart  appartiennent  à des.  questions  pbysico^ma- 
tbématiques:  -Me  voulant  point  nous  écarter  de  notre  sujet, 
nous  nous  lx>rnerons  à des  considérations  purenaent  analy- 
tiques, et  nous  cbercberqns  d’abord  quelles  sont  les  condi- 
tions renfermées  dans  ]’éqnalk>n 


dz 


(23i). 


489.  Dès  que  Z est  une  fonction" de  x et  de^,  cette  équa- 
tion peut  être  regardée  comme  celle^  d’une  surface.  Cette 
surface , d’après  la  nature  de  son  équation,  jouit  dè  la  pro- 

prieté  survanfe,  que  j^doiUoujours  être  une  quantité  cons- 
tante. Il  suit  de  là  que  toute  section  EF,  fiç.  gi,  de  cette  Fig.  gi. 
surface  faite  par  un  plan  CD, '"parallèle  à celui  (W  x,  z , est 
une  ligne  droite'  En  effet,  quelle  que  soit  la  nature  de  cette 
section,  siqn  la  partage  en  un  nombre  infinide  parties  mrrî , 
m m“  ‘ m“rr{' , etc.,  ces  parties,  vu  leur  peu  d’étendue,  pour- 
ront être  regardées  comme  des  ligues  droites,  et  représen- 
teront les  élémens  de  la  section;  l’un  de  ces  élémens.mm' 
faisant,  avec  une  parallèle  mn  à l’axe  des  absctises,  un 
angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est  repré^té#  par  t 

dz  . V # ' < 

comme  cet  angle  est  constant,  il  s.’ensuit  que  ^us  les 

Angles  m'mn,  , m*m*n*,  etc.,ilftmés  par  le^é^ns 

de  la  courbe,  avec  des  parallèles  mn,  mn' , m"n*,  etc.,  à 

J axe  des  abscisses,  seront  tous^gaux;  ce  qui  prouve  que 

la  section  EF  est  une  lig>|^  drAte^'^  * ^0  ' ^ ^ ^ 

49®-  On  pa||iendrait  jau  même" réfiifttkt.en  considéiSnl’^  * 

1>*  ^ ® 

1 intégrale  de  l’éobatiou  -p-  =æ  , que  noift  afdns  vu^re, 

dx,^  'T  ».  . 

art  466,  ^ 4 , <?'i  - ‘ 
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' > ,2-=ar'+(pj-. (232); 

car,  pour  tous  Içs  points  de  la  surface  qui  sont  dans  le  plan 
CD  , l ordonnée  est  ég^le  ^ unç  constante  c;  représentée 
P‘g-  9'*  dans  la  fig..  gi,  par, AB;  remplaçant  donc  ^ par  pcj  et 
faisant  pc  = C,  l’équation  (282)  deviendra 

zzc=ax  + C...  (233); 

cette  équation  étant  celle  d’une  droite , appartiendra  à la 
section  EF  qui,  par  conséquent,  sera  une  droite.  ■■ 

49*  • La  même  chose  ayant  lieu  par  rapport  apx  autres 
plans  sécans  qu’on  mènerait  parallèlement  à celui  des  x,  z, 
concluons  que  tous  ces  plans  couperont  la  surface  suivant 
des  lignes  droites,  qui  seront  parallèles,  puisqu’elles  forme- 
. ront  chacune,  avec  une  parallèle  à l’axe  des  x/  un  angle 
fldnt  la  tangente  trigonométrique  sera  a. 

493.  Si^aintenant  nous  faisons  x — o , l’équation  (23a) 
se  réduirglP  z=:^jr , et  sera  celle  d’une  courbe  GHB.  tracée 
sur  le  desj>^ , z ; cette  .courbe  reniPermant  tous  les  points 

de  la  s^rf(}ce,  dont  les  coordonnées  sont  x = o,  rencontrera 
E>0.  91.  le  pl^  CD  en  un  point  m , fig.’gi  ,^qui  aurax=o  pour  l’une 
de  sés  côordonnées;  et  puisqu’on  a aussi  J- = Aïf=C,la  troi- 
si^e. coordonnée,  en  vertu  de  L’équation  (a33) , sera  z=C, 
■^leqr  représentée  dans  la  ligure  par  Bwi,  Ce  que  nous  di- 
. .^sons  du  pfan  CD  pouvant  s’appliquer  à tons  les  autres  plans 
. qui  lui  sont  parallèles , il  *en  résulte  que  par  tous  les  pomts 
delà  courbe  dontjè=^y^  est  l’équation,  et  qui  est  tracée 
, sur  le  plan  des  j-,  z , partiront  des  droites  parallèles  à l’axe 
des  X.  Voilà  tout  ce  que  flous<  disent  les  équations  (sSi) 
f •et,(232)j  jet,  comme  cAttç  condition  est  toujours  remplie, 
i * qqelle  que  soit  la  .jgarè'de  la,  ctmrbe  dont^  = est  l’é- 
’ ■ quation , voit  ^u«  cetté  courbç,est  arbitraire. 

• . 49^-  ^je  ce  qui  prêche , que  la  courbe  GHK,  dont 

, * — est  l’équation,  peut  être  A>mposéc^d’arcs  de  difle- 

. ^ 
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rentes  courbes,  qui  se  joignent  les  uns  les  autres,  ou  qui 
laissent  entre  eux  des  interruptions,  en  certaines  parties, 
comme  dans  la  figure  92.  Une- courbe  de  ce  dernier  gerwe  t'ig.  g». 
est  appelée  discontinue:  .\Jne  courbe  peut' être  aussi  dis- 
contiguë  c’est  ce' qui  aréire  "lorsqu’il  y a interruption 
dans  ses*  parties  ,*  sans  que  dans  ^l’endroit  où  a lieu  cette 
interru(>tion  sou  cours  soit  suspendu.  Iol  courbe,  lig.  g3,ti-i-  gî. 
nous  en  offre  un  exemple  aux  points  M et  N qui  ne  se 
succèdent  pas  , et  pourtant  ne  laissent  entre  eux  aucun  ^ 
vide.  Remarquons  qu’en  pareille  circonstance,  deux  ordon- 
nées différentes  telles  que  PM  et  PN,  J!g.  gS,  ou  queQR 
et  QS,  correspondent  à une  même  abscisse.  Enfin,  il 
est  possible  que  la  courbe  soit. composée  d’une  suite  infinie 
d’arcs  infiniment  petits,  qui  appartiennent  cliacun  à des 
courbes  différentes;  dans  ce  caj,  la  courbe  est  irrégulière , 
comme  seraient,  par  exemple,  des  traits  de  plume  que  l’oi\ 
tracerait  aù  hasard;  mais  de  quelque  manière  que  soit  for- 
mée la  courbe  dont  l’équation  est  il  suflira  pour 

construire  la  surface,  de  faire  mouvoir  une  droite  toujours 
parallèlement  à elle-même,  avec  cette  condition’,  que  son 
point  m parcoure  la  courbe’GrIIK  dont  z = çj'  est  l’équa- 
tion , et  qui  est  tracée  au  hasard  sur  le  plan  des 

4g4.  Si , au  lieu  de  l’équation  — = a , nous  avions 

celle-ci  : ~ = X , dans  laquelle  X fût  une  fonction  de  x, 

alors  en  menant  un  plan  CD,  Cg.  gi , parallèle  à celui  ^ 'S-  !;*• 
des  ar,  Z , la  surface  serait  coupée  suivant  une  certaine  sec-  , 
tion  EF,  qui  ne  serait  plus  une  ligne  droite , cbmme  dans 
le  cas  précédent.  En  elffet,  pour  tout  point  m',  pris  sur 
cette  section,  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  n'm'm“ 
formé  par  le  prolongement  de  l’élément  mm”  de  laseclipn , > 
avec  une 'parallèle  à l’axe  de.s  x,  sera  égale  à une  fonction  X 
de  l’abscissc  a:  de  ce  point;  et  'comme  l’abscisse  x est  diffé- 


^4  CAtcuL  iMréoiiAi:.: 

reote  ponr  diaque  point  j il  s’ensuit  que  l’angle  n'rn^m* 
sera  différent  à chaque  point  de  la  section;  ce  qpî  nous 
montre  que  EF  ne  sera  plus,  comme  précédemment,  une 
ligne  droite.  La'  surface  se  construira  de  même  que  dans 
le  problème  précédent , en  faisant  mouvoir  la  section  EF 
parallèlement  a elle-même,  de  manière  que  son  poinf  m 
touche  continuellement  la  courbe  GHK  dont  l’équation  est 

* 49^-  Supposons  maintenant  que,  dans  l’équation  précé- 
dente,^ au  lieu  de  X,  on  ait  une  fonction  P de  * et  d.c 
, ■ . dz 

J"',  l’équation  gj  = P,  contenant  trois  variables,  appartien- 
dra encore  à une  surface  courbe.  Si  nous  coupons  cette  sur— 
facè  par  un'plen  parallèle  à celui  des  x,  z,  nous  aurons 
une  section  dans  laquelle  j"  sera  constant  ; et  comme  dans 

tous  ses  points,  ^^égalera  une  fonction  de  la  variable  «,  il 
f^dra  donc,  ainsi  que  dans  le  cas  précédent,  que  cette  sec- 
tion  soit  une  çourbe.  L’éq'uatiou  étant  intégrée, 

nous  aurons,  pour  celle  de  la  Surface,  , > 

Z =.  fPdx  + <py, 


I ■ 

si  dans  cette  équation  nous  donnons  successivement  à j' les 
valeurs  croissantes  jr',  etc.,  et  que  nous  appelions 

P , P", P*,  P”,  etc.,  ce  que  devient  alors  la  fonction  P,  nous 
aurons  les'équationS 

s = fP'dx+<py,  z = fP“àx+çy,  1 
, Z = /P-dx  + çy,  z = /P-d.r  + etc.7‘”^  ’ 

et  l’on  voit  que  ces  équations  appartiendront  à des  courbés 
de  même  nature,  mais  différentes  de  formes,  puisque  les 
valeurs  de  la  constante  y n’j  sont  pas  les  mêmes.  Ces  courbes 
ne  seront  autre  chose  que  lés  sections  de  la  surface  par  des 
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plans  parallèles  a celui  des  x , z:  et,  en  rencontrant  le  plan 
des-^,  i,  elles  formeront  une  courbe  dont  l’équation  s’ob- 
tiendra en  égalant  à zéro  la  valeur  de  x dans  celje  de  la 
surface.  Appelons  /Pdx,  ce  que  devient  Y dani  ce  cas, 
nous  aurons  v 

= (235); 

f 

• 

et  l’on  voit  qu’à  cause  de  la  courlie , déterminée  par 
celte  équation,  doit  être  arbitraire  ; ainsi , ayant  tracé  à 
volonté,  lig.  94,  la  courbe  QHS  sur  le  plan  des  jy,  z,  s\  Fig. 
nous  représentons  par  RL  la  section  dont  z c=  /P^dx-f-  çj  ^ 

est  l’équation,  on  fera. mouvoir  celte  section,  en  tenant  son, 
extrémité  R toujours  appliquée  à la  courbe  QRS;  mais  de  ' 
manière  que,  dans  ce  mouvement,  celte  section  RL  prenne 
les  formes  successives  déterminées  par  les  équations  (234), 
et  l’on  construira  la  surface  à laquelle  appartiendra  l’équa- 
tion ^ =P. 

tlJ?  \ • 

^ > 

496.  Considérons  enfin  l’équation  générale 


ÿ + M|  + N = .. 


dx 


dont  l’intégrale  est  U = art.  484«  Dès  que  nous  avons 
U = a et  V = 5,  ces  équations  existant  cliacune  entre  trois 
coordonnées , nous  pouvons  les  regardè^r  comme  celles  de 
deux  surfaces;  et  puisque  ces  coordonnées  sont  communes, 
elles  doivent  appartenir  à la  courbe  d^intersection  de  ces 
deux  surfaces.  Cela  posé,  a et  5 étant  des  constantes  arbi- 
traires , si  dans  U = a nous  donnons  à x et  à ^ les  valeurs 
X et  J/"',  nous  obtiendrons  pour  z une  fonction  de  x',  de 
et  de  a,  qui  déterminera  un  point  de  la  surface  dont  U = « 
est  l’équation.  Ce  point  quelconque  variera  de  position  si 
nous  donnons  successivement  diverses  valeurs  à la  constante, 
arbitraire  a,  ce  qui  revient  à dire  qu’en  faisant  varier  o, 


« 


A’ 


D-" 
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I10K5  fieronf  passçr  la  surface  dont  U = est  L’ÿq-uatioii , par 
an  nottveatt  système  de'pçints.  Conque  nous  disons  de  U=<i, 
posant  s’appliquer  à \i=sb,  concluons  que  la  courbe  d’in- 
tersection des  deux  surfaces  changera  continuellement  de 
position  , et  ^par  conséquent  décrira  une  surface  courbe  , 
dans  laquelle  a et  ù pourront  être  Considérés  comme  deux 
coordonnées  i et  puisque  la  relation  a=f6j'qui  lie  entre 
elles  ces  deux  coordonnées,  est  arbitraire,  on  sent  que  la 
détermination  de  la  .fonction  (p  revient  au  problème  de  faire 
passer  une  surface  par  une  courbe  tracée  arbitrairemeut. 

497.  Pour . nlontrer  xominent  ces  sortes  de  problèmes 
peuvent  conduire  a des  conditions  analytiques,  examinons 
quelle  est  la  surface  dont  l’équation  est 


(a36). 


Nous  avons  vu , 
intégrale 


art.  475  ) que  celte  équation  avait  pour 
z = 9(x“-f  J-’),..  (237),  .. 


réciproquement  on  tire  de  feelte  intégrale 


x‘-i-  y = ^z-, 


si  l’on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  à celui  des 
'X , y;  la  section  aura  pour  équation  ‘ 

..  x*,-f  = <fc; 

et ‘en  représentant  par  a*  la  constante  <I>c,  on  aura 

X* ' *■ 

Celle  équation  appjirtient  au  cercle;  par  conséquent  la  sur- 
face jouira  de  cette  propriété,  que  toute  section  faite  par 
un  plan  parallèle  à celui  des  x , y,  scri  un  cercle.  * 
f 498.  Cette  propriété  est  encore  indiquée  par  l’équation 
C23'j),  car  on  en  tire,  en  vertu  de  l’article  26,  t 


-• 
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Celte  équation  nous  ' apprcncl  que  la  spu's-normale  doit  être 
toujours  égale  h l^absclsse ce  qui  èsl  Ta  propriété  du  cercle. 

499.  L’équqtion  (287)  ne  nous  disant  donc  antre  chose, 
si  ce  n’est  que  tontes  les  sections  parallèles  pu  plan  des  x,  j-, 
sont  des  cercles;  il- s’enpiit  que  lar  loi  suivant  laquelle  les 
rayons  de  ces  sections  doivent  ^augmenter,  n’est  pas  com- 
prise dans  l’équation  (23'j);  et  que,  par  conséquent , toute 
surface  de  révolution  satisfera  au  prohlème  ; car  on  sait  que 
dans  ces  sortes  de  surfaces , les  sections  parallèles  au  plan  . 
des  Xf  J-  sont  toujours  des  cercles,  et  il  n’esf  pas  hesoin  de  • 
dire  que  la  généra^ice  qui,  dans  une  révolution,  décrit  la 
surface,  peut  être  une  courbe  discontinue,  discontiguë,  ré- 
, gui  1ère  ou  irre'gulière.  '•  ' ’ , ^ 

5oo.  Cherchons  donc  la  surface  pour  laquelle  cette  géné- 
ratrice serait  une  parabole  AN,  fig.  95,  et  supposons  que,  Fig.  g5. 
dans  cette  hypothèse,  la  surface  soit.coupée  par  un  plan  AB, 
qui  passerait  par  l’axe  des  z ; la  trace  de  cé  plan  sur  celui 
des  * , J-  sera  une  droite  AL  qui , menée  par  l’origine,  aura 
pour  équation  y -=.ax-,  si  nous  représentons  par  t l’hypo- 
ténuse AQ  du  triangle  rectangle  AFQ, , construit  sur  le  plan 
des  X,  y,  nous  aurons 


i»  = x‘  + jr*: 


mais  t étant  l’abscisse  AQ  de  la  paraliole  AN  , dont  QM  = i 
est  j^rdonnée,  nous  avons , par  la  nature  de  cette  courbe , 

i*=bz-, 

mettant  pour  t’  sa  valeur  a:*  -{- jf*,  il  nous  viendra 


M 
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et  en  faisaçt,^  (a*  + i)  > nous  obtiemlroiis 

Z z=t  ; 

(le  sorte  que  la. condition  prescrite  dans  l’hypotlièse  où  la 
génératrice  est  une  parabole  ,.est  que  l’on  doive  avoir  . 

a = mx'  lorsque  jr  = ax.  ' 

Qiercbons  maintenant  à déterminer  ^ au'moyen  de 
ces  conditions,  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  l’équa- 
tion (237).  Pour  cet  effet,  nous  représenterons  par  U la 
quantité  x*  -f-  j"*  qui  pst  affectée  du  signe  p , et  l’équation . 
(287)  deviendra  ' , . 

■ ' ^z  = (pU.».  (288),  _•  . , 

et  nous  aurons  les  trois  équations 

* ' ' 

• ar’ -f- .y>*  = U , jr  = ax,  z — mx'. 

Au  moyen  des  deux  préïnières  nous  éliminerons  y,  et  nous 
obtiendrons. la  valeur  de  x‘  qui  / étant  mise  dans  la  troi- 
sième , nous  donnera 

• U • • ■ 

. • - z x=m  ■ - - , 

■ a*  -f- 1 " 

équation  qui  se  réduit  à 


parce  qu’on  a vu  que  nous  avjons  supposé  ^ (a*  -j-  i)  = i»  ; 

la  valeur  de  x étant  substituée  dans  l’équation  (23#,  la 
changera  en 

mettant  la  valeur  de.  U , dans  cette  équation , nous  trouve- 
rons • 
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■ . I • 

' :.  V ' - .>•  .1  , "y.  -» 

et  l’on  voit  que  la  fonction  est  déterminée^  substituant  cette 
valeur  de^(x*  + j'’)  dans  l’équation  ^337) nous  aurons 
pour  l’intégrale  clierclice  • ^ ‘ . * . 


i . ( 

. f , >...  .»*  f- 


équation  qu!  jouit  de  la  propriété  requise,  puisque'l’liypo- 
thèse  de  ^ =ax  nous  donne  ' . “ 

Z ■=  tnx*.,  , ■ . ■ • 

• ' V* 

5o3.~Ce  procédé  est  général;  car  suppQsons  que  les  comli-'  . 
tions  qui  doivent  déterminer  la  Confiante  arbitraire,  soient- 
qiie  l’intégrale  donne  E(x,j-^z)z=so,  lorsqu’on  a f(xj',z)=^o, 
nous  nous  procurerons  une  troisième  équation  en  égalant  à 
U la  quantité  qui  est  précédée  de  p;  et  alors,  en  éliminant 
successrvemeut  deux  des  variables  x,  j,  5,  on  obtiendra 
chacune  de  ces  variables  en  fonction  de  U.  Mettant  ces  va- 
leurs dans  l’intégrale,  on  parviendra  à une  équation  dpnt  le 
pre”m'ier  membre  sera'  pU,  et  dont  le  second_^meiiiT>re  séra 
une  expression  composée  en  U ; remettant  la  lalebr  d3*TT 
en  fonction  des  variables,  la  fonction  arbitraire  se^téouvètà 

déterminée.  - - ' ' 

V> 

. . 

Des  équations  différentielles  partielles  du  sécond 
ordre.  -, 

\ 

5o3.  Une  équation  dilFérentielle  pai  tielled  a second  ordre, 
dans  laquelle  z est  une  fonction  de  deux  variables  x et 
doit  toujours  contenir-  un  ou  plusieurs  de  ocs  coefliciens 

différentiels^,  indépendamment-des  coefi&r 

Elém.  de  Cale.  diff.  1^' 
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ciens  iiffèrentids  du  premier  ordre  qu’plie  peut  renfermer. 

5o4-  Nous  nous  boifRerom-.ii  intégrer  les  plus  simples 
des  équations  différentielles  partielles  du  second  ordfe,  et 
noos  commencerons  pa^  eelle^i  : . > . > ' > 


^ _ 

dï*" 


o; 


multipliant  par  d^:  >•  et  intégrant  par  rapport  i x , nous 
ajouterons  a l’intégrale  une  constante  arbitraire  fonction  de 
Xt  et  nous  âurons.  " . 

Aï 


dx 


= «r; 


multipliant  de  ûouveau  par  Ax/et  désignent  par  une 
fonction' de "iJ*,  qu’on  doit  ajouter  à l’mtégralé , «*JuS  liou' 
veroiis  ' ' 

. : . \ S ms  XfJ- -4- ‘ 

s • * *••■$' 

5o5<  Proposons-  nous  nieiuteaant  d^intégrêr  l’çquatlon 

■■  ’■  ■' 

‘ . 1 dx*  ‘ ‘ 

dans  )aq;ae1le  P est  une  fonction  de  x et  de  j'i  én  opérant 
comme  déns  Pintégration  précédente,  nous  troarerens  d’a- 
bord / ■ . ' ’ 

■ dx  .• 


dx 


= /Pdx  + <px  ; 


BM  sèconde  mtégmtion  nous  donnera 

; ' X = /C/Pdx  4-  dx  4-  4x- 

So6.*^Oli  infégreraii  de  la^mème  manière 

. -4.  i V <i  •—  as  Pi 

et  PbiJ  tronrerait 


"•  a=“  ^ 

4r* 
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507.  t’étjna,lioij . , . I 


371 


d*ü 

dÿtü 


= P 


s’int^rerait  d’abord  par  rapport  à l’une  des  vanabies,  et 
ensuite  par  rapport  à l’autre,  ce  qui  donnerait  • 

Z — /[/Pdi  + çy-]  ctr  + (px.  . ^ 

. t.  * 

^ip8.  En  génér*1/  on  traitera  dé  la  tnôme' rtanière  Pàtie 
des- équations  ' ‘t  f 


^i  = p]  - 

dy^  , • dxdy"‘ 


dx’djy" 


dans  lesquelles 'P,  0,  R,  etc,,  sont  des'ifonCtions  de  x^et 
de'y^,  ce  qui  donnera  lieu  à nne  sui^e  d’intégrâtioné  q'uf  inf* 
troduiront  chacune  fonction  arbitraire  dans  l’intégrale. 

'509.  Après  les'  éq unions  que  nous  Tenons  de  considérer, 
l’une  des  plus  faciles  i intégrei'  est  cell^-ci  >.•,  , / ' 

^ «If'  ■ ?’  ’ *■  ‘ 

par  P et.  par  Q po«s,4^aigQfi!^  4oujpm^.  ji^uKj  £oi^ious,4e. 
X et  de  J'.  Fai^Os.^^j*.^ ^ , uu  ♦io»'» 

■ ï ‘ dv.  ' ” . ■ '.I 


, - «iT’ 

•fe’  • •S'îSP' 


nous  transformeronf  tjetidJÉqjBMiofll'dEi,*  '/"  ‘ ^ ' 

■ dS’-  îï'  ’ '♦ 

' (239).'  - ‘ ; 

, ’.i . f .■  , ►.'>*•  -,  s.  , ‘ 4 f‘  ■ • t •.» 

Pour  intégrer , nous  regarderons 'x  comme  constant  | et  alors 
cette  équation- ne  renfermera'que -deux  rariafales  jr  et  tt,  et 
sera  de  même  forme  que  l’équation  .>  ' , ■ 

24.. 
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• 4r+'ï;y^ar  = 'Qcla:{..  {a4o)> 
traitée  art.  385 , M dont  l’intégrale  ; page  284 , est 

. ;■  (240; 

cotnpàrrant  doqc  lés  équations  (23g)  et  ^a4o) , no'us'aùrons^ 

^ > = M,  xi=jri  • ■ 

subatituaBt  ces  valenrs  dans  la  formule  ^4'0>  et.ébangepnt 
C en '^x , nous  obtiendrons  1 r,  . '■  . 

. ■ - « = î . 

mettant- cette  Taleti»  dé  u dans  l’équation  (a38) , mulli- 
pliant  par  4^,  ®*  intégrant  j On  trouvera  » . , 


5 10'  On  intégrerait  par  fe  mémetaojen  les  équations 


,■  < 


8*^  ^ P 0~  J.  pËf  O 

dxdj-"^  dx  dxdr^  djr 


dans  lesquelles  Pet  Q représentent  des  foncliôns  de  x"}  et,  b 
cause  du  ditiseur  dxdj',  on  sent- que  la  valeur  de  iz'ne 
renfermerait  pas  dm  fonctiqdg^êÿbJfiweS  de  la  même  va- 
riable. ‘ 

5ii.  Pitipotoni' nous  w.OTed'il>t^^n;r  l’équation.  - k, , . 
d’J'  ■ 

S?  *=  “•  ÂS-  ' • ^ • 

•«.  «*' 

. -Pour  cela,  lions  remarqaoront  d’abprd  qaay.’dHaauiie  fonction  de  r et 
det,  tadiHëMntielle4pitéWet*p«ésfBUffrpa^y^>,.  iSf  i * 

_ , i I ■■■'"»^  "'Si'Jjéi' — — 

^•)  Cette  «jnaiion  est  celle  du  (Vinienx  problime  ^cortU^Vibr.inll'st 
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îlZ  — „ 'Vy  _ 


oit  change  l'dç|uatioD  (34^)  > ‘ ' ' : 

- <lx-=pdx  + qrdt...  (344),-'  . 

et  la  propose  en-  , _ • 

do  , di».  • 

N . ■ * * * . * 

'LVquation  (344),  c'tant  tine  dlffe'rènlielie  exacte,  on  aura,  art.  4oi  , 


dq  dp 

J“=i  TT.t- 


djT  ' dl 


(»48)î 


erconiine  p et  q Mnt  àn-foiictiona  de  a>el  d«.- 1,  .lanr^diffei^tieBea 'ai- 
rirttt  • . , 


■ ■ = + (»48)i  ••  . 

mettant  cUos  l’cquation  (348J  le.  valcure  'de  ^ct  de  donnas  par  lè."  ' ' 
équations  (345)  et  (346; , celte  AJuatlon  (348)  deviendra 

■ ■ 7 ; 

Rrpresentapt  par  des  mêmes  lettres  les  quantités  commnnes' ai»  Vqua-  > 
tiens  (347)  et  (349) , ces  équations  pourront  s'écrire  ainsi  : 

dp  = mdx-p/tdt...  (aSo^, 

dq  = ndx'-f-nvittdt.^  . (asV).*! 
i ■ ' ■ - 

Mulüpliant  la  première  de  ces  éqnaüons  par  ti et  r^onuÊé  11  l’autre,  * 
on  trouvera  . » • ..  in'.. 

(idp -p  dq  » (om  + n)  dx^-f- a (a/n + /s)  de, 

eipiation  qui , h cause  du  lacteur  commun  , peut  s’écrire  aiusi  : 

• . •»  ..  ■ 'k  • ■ . 

ndp -(-dq  = (oiti -J-n)  (dx +od<),  * .-î  a • 
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uü  plutôt  d<*Ja  sorte  . ^ ■ 

• . . ' , t 1 

atlp -4- d(/ qe  (/rm  sf-nj  d (jf-4-a(). . . (aSi).  . 

^ Retranchant  ensnite  IVquaiion  (aSi)  de  l'dqaation  (aSo) , ninltipliée 
'par  a J on 'trouvera,  par  tvic  ope'retion  analogue  h la  pre'ce'dente',  ' 

' adp -fdç  z=(am.—  n)  (dx  — adt)- - 1 (*Ô3), 

et.pai  eirnsequenc  . . ■ . . 

• adp  — df  c=  (am  — n)  d (x — at). . . (aS4)< 

5ia.  Or,  si  l’on  remarque  que  quand  op  différencie  une  fonclion  de 
a,  la  diffe'ienrielle  doit  être  de  la  forme ya.dz  ('*^v,  on*conclu(a  que  dans 
l'éqnatiop diffiércntiélle , au  lieu 'd’être  a,  est  x + at  , on 

doit  avoir  ' • 

, 4m  + n 1=  F (x  4-  at).  * 

• f . 

De  -môinÿ,  en  désignant  par  F'  la  caractéristique  <Func  autre  fonclion, 
on  tirera  de  l’êquatian  (aS4) , ’ i ' 

/ 

an»  •*  «='F'({r-— ot);.  -r^ 

cc  qui  changera  les  équations  {aSa^  et  C'^),  en 

«dp -I- dq  = F(x  4-ot)d  (x  4- ut).  < . (aSS)., 

St. en  . i l'  ''  , * ■ 

ndp  — dq  =i  F'(x  — «t) d (x  ot). . . (a56)  : , 

, >»  • 

et  êomme  l’intégrale  d'une  expression  de  la  forme^.ds  est  une  autre 
fonction  dc,s,  nons  aurons  en  ÿitégrant  les  équations  (aSS)  et  (a56), 
et  en  représentant  par  y et  par les' caractéristiqnes  de  deux  fonctions 
différentes^ 


t-i.,..*. 


4p-hq=f(x-hat)i  .. 

. ap-q  = /'(x_«t)/'" 


5i3.  A^outtiiit  fes  Quations  ,(^57),  pour  eÜminer  eHca  nous  donnent 
* • ; . ' • • • *• 

* . xap  =/lx -h  at) — at)  i 

vtl**i«;l  Pt  t vr  i..q  00. , 

retranchant  les  équations  (aS^)  l’une  de  l’aune  pour  éliminer  p>  on 

' .Sb.  i -4'y^,-  : ; V ' . ^ 

!•*.  m »»  t 1 i, . •s';''- 

(*)  Z poorrail  n^enirer  U pmuanre  zéro , cas  oh  fz  sc  réduirait  à 
Que  constante.  Uo  -4-  ♦. 
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• a</ — "Oi 

* ' ‘‘  ■”  • l ' ■ 

dniiii.iDi  l'ua  de  c««  réialuil*  {iar%(r^  ciraatrc  (>aç  a,  (es  «aleuss  de  p 
cVdc  7 sont  qinti  délcrmin^.:  • . 

, f\x  aO  +f\x  — ai) 

1 P • aa  ^ ’ 

'■  I >•  • f(.r-tiat)  — fOr. — at)  ' *. 

A ^ 7^»  • • . 

mellunl  ces  vàlenn  dans  l'cqiiation  ^a44)>  nous  obiiendrons 
• ^ » ' > 

• dy  — + ^ f(t-i^at)—t\x  -~at)  ^ 

, ao  ' . ^ ’ 

I •' 

el  en  uiultiplinm  (es  deux  (ertnes  de  1a  seconde  fraction  par  n,  pour  lui 
donner  le  denominatear  de  l’antre  fraction,  oo<is  aurons 

* » 

^ ^ /(j  -♦-/'(  ~ dj  I — «•■)  ■ 

au  ^ aa  * . 

\ * 

rasscniblaol  IKWrnics  qui  ont  pour  factonr  _/ (x +.at) et  ceux  qui 
ont  pour  factem  y(x al),- on  trouvera  ^ 

, y(x  4- at)  (dï''4- «df)-f-_/¥x'-i*ât)  (dx  — adt) 

oy  ^ " ■.  . , J 

, . ; , . . ao  . 

» • ' , • 

équation  qni  revient  b ' f • ■ ' , 

J I /(*  + “t)  d fx  4-  ot)  , . f'{x  — of)  d (x  — ai) 

ay_- , ..  , 

»•  • ’ a ■ ' 

et  nous  fondant  sur  la  nadme  raison  qui  nous  a fait  parvenir,  art.,  5ta, 
b la  première  intégration,  nous  trouverons  , en  désignant  par  q et  par  4 ' ' 
les  caractéristiques  de  deux  fonctions  diSIrentes, 

, O (x  + at)  . , ^ (x  — at)  _ , • 

ya=i hf  - ■ 

> i(„  . ••■•1 

et  si  l'on  observe  que  le  dénominateur  a peut  être  compris  jdans  la  foiwc  - 
tion , on  aura  enfin  • 

• / V’  *•.  ' 

J'  = î 7(x‘4-at)4-î4(-»^‘»0--  ’’ 


'■5- 

• tasst  ^ 


*■  . '#  fi’ij*  •• 

I . • ~ 
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Des  fônctioiû  arbitraires'  qui  entrent  dans  les 
intégrales  ^es  équati^hf  différentielles  partielles 
du  second  ordre.  . 

5i4-  Le*  équations, difiFiéràntieiles  partielles  du  second 
ordre  conduisent  à deux  intcgralés  qui  renferment  des fono- 
lions  arbitraires  j la  .détermination  de  çes  fonctions  revient' 
a foire  passer  la  surface  par  dëux  courbes  qui  péiiTcnt^tre 
discontinues  et  discoutiguës.  Pour  en'd|.on|ier  un  exemple, 
prenons  l’équation  ’ ^ • v \ 


>d*z 

(hr‘ 


= O, 


. / 


■•f' 


dont  i’i'ntégraie  , art,  5o4  , est 


Soient  Ax,  ky  et  Az,  fig.  g6,  les  axes  coordonnés; 
si  l’on  mène  uq  plan  KL' parallèlement. à çelui  des  a: , z, 
la  section  de  la'  Surface,  par  ce  plan,  sera  üue  ligne 
droite;  car,  pour  tons  les  points  de  cette  sectimi,;7''‘éUuat  ' 
égal' à kp  J si  nous  représentons  A^  par  uoe  constante  c, 
les  fonctions  ^ bt  deviendront  ipc  et  4"^,  et  par  con- 
séquent ]>onrront  être  remplacées  par  deux  constantes  a 
^ ,et  i;’  de  sorte  que  l’équation  (aSg)  deviendra  ’ ' 

\z  = ar  + i...  (260) , 

et  sera  celle  de  4*  seèUoo  foîte  par  le  plan  KL.  ’ 

5iS  Pour  connaître  le  point  où  cette  section  rencontre 
le'  ptan'dés'jf,  i,  faisons" ar  = o ; l’^uation  (xSg)  nous 
• donne,  dans  cette  hypothèse , 

• . . . V ' 

ce  qui  nous  indique  une  courbe  iawô  tracée  sur  le  plan  dèsj'jZ. 
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Il  MOUS  Serait  facile  de  démontrer , comme  dans  l’art.  a49»  • 
(|iic'là  section  rencontre  la  courbe  amb  en  un  point  m) 
et  nomme  cette  section  est  une  ligne  droite,  il  ne  s’agit, 
|Miai*  en  déterminer  la  position  , que  de  trourer  un  se- 
cond point  par  lequel  passe-  cette  ligne.  Pour  cet  effet', 
observoiw  que  lorsque  x est  égal  à Rcro,  l’équation  (îSg) 
se  réduit  à v.  ■ ' ^ . 

tandis  que.  Iorsq'ue,a;  est  égal  à l’uiüté,  la  même  équation 

se  réduit  à ’ ' 

i = + . ... 

» , • » 

faisant,  comme  précédemment',  J"  — kpi=zc , ce?  deux 
valeurs  de  «^deviennent  . 

, , : z = a +.6., 

^ V-  . ' . 

et  déterminent  deux  points  m et  r pris  .sür  la  même  section 
mr  que  nous  a'vons  'vue  être  en  ligne  droite.  Pour  construire 
ces  points , 'on  opérera  (le  la  manière  suivante  : on  tracera 
arbitrairement  sut  le  plan  desj‘,z  la  courbe  amb,  et  par  le 
]ioint  p,  où  le  plan  sécaint-KL  rencontre  l’-axe  des  j',  on  élè- 
vera la  perpendiculaire  pm  -•=;  b , qui  sera  une  ordonnée  à la 
courlie;  on  prendra  ensuite  à l’intersection  HL  du  plan  sé- 
cant et  de  celui  dej  x ,jr,  la  partie pp'  égale  à 'Tunité,  et  par 
le  point  p'  on  mènera  un  plaq  parallèle  à celui  ^esjr,.z,  et 
dans  ce  plan  on  construira  la  courbe  a'm'b' , sur  le  modèle 
de  la  courbe  amb,  et  de  manière  qu’elle  soit  semblablement 
disposée  ; alors  l’ordonnée  m'p'  sera  égale  à mp  ; et  si  l’on 
prolonge  m'p'  d’une  quantité  arbitraire  m’r,  <^ul  repr^en- 
tera  a,  on  déterminera  le  point  r de  la  section. 

Si  l’on  prolonge  ensuite,  par  le  même  procédé,  toutes  les 
ôi'données  de  la  osurbe  a'm'b',  on  constmira  une  nouvelle 
courbe  a'rb'  qui  sera  telle , qu’en  liienant  par  cette  courbe 
cl  par  amb,  un  plan  parallèle  à celui  des  x,  a,. la  deux 
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points  pik  les  courbes  seront  rencontrées  appartièndront  à 

la  inéme  section  de- la  surrace.  . , ‘ 

11  soit  (le  ce  qui  pi^^de,  que  In  surface  peut  être  côiis- 
truite,  (sn  faisant  jnduvorr  ^ droite  mr,  de  manière  qu’elle 
touebe  continuellement  les  deux  çourl>es  amb^  a'rb\ 

^5i6.  Cet  exemple  suffit  pour  faire  entrevoir  comment  la 
détermination  des  fonctions  arbitraires,  qVii  complètent  les 
intégrales  des  équations  difierentiélles  partielles  du  second 
ordre,  reviènt  à faire, passer  la  surface  par  deux  courbes 
.qui , ainsi  que  les  fonctions  arbitraires  qui  servent  à les  cons- 
truire , (leuvent-  étrq'discon.tiuses,  'dis<x>ntiguës,  régulières 
ou  irr^ulièrcs.  ^ ‘ ^ 


VIN  DU  i^ALCDL.  IHvioRAl*' 

^ ' I > 


I.  / 


* -, 
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DES  DIFFÉRENCES. 


Du  calcul  ' direct  des  différences. 

5i  lia  difiëreHti!  d’une  fonctioa  variable  est'Faccroissê- 
mt  nt  uadadimimilion  que  cette  fonction  reçoit  Jonqu’clie 
passe  d’un  certain  état  de  grandeur  à an.  autre.  ’ 

Cett<^différenoe's’in(1iqùe  phe  le  caractère greu  O,  placé 
devant  lA  fonction  variable.  Par  exensple« lorsque  lafonetion 
jr;=x'  devieot  y par  un  accroissement  h donné  àlarariabie 
a:,  on  a , ' 

, . • 5=  + A*,  ...  ., 

Ou  . .. 

...  = ïxh  + ft*.  ! 

En  génél’al  ,,#i  x Se  cfian^ant  en  x h la  fonction  y de 
X deriertt  y,  le  théorème  dè  'T|g|K  noas  donne,  pour  le 
développement  de  unie  suite  ^^Plte  forme, 

y =y-\.kh  + BA*  + + DA‘  , etc._; 

et  l’on  voit  que  la  différence  de  la  fonction  s»-a  exprimée 
^>ar  i ■ ' ' ' 

y — J"  ou  'ùjr  3=  Aè  + BH“  4-  Cfc’’  + etc. , • 

. ' • ' ' ' ■ • 

>'  taudis  que  la  difiërentie^lc  ne  se  .com^msera , art,  i3,  que 
du  preiitier  terme  de  cette  différence,  dans. lequel  pn^chan* 
géra  l’accroissement  h en  dx.  ' ' ' ‘ ' 

5i8  Par  la  même  raison  que  nous  plaçons  la  caraété- 
’rislique  A devant  y,  poid-  indiquer  l’accroissement  positif . 
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OU  nûgatii  de  celte  fbnction , ii<ms  indiqa.erons  par  &x  l’sre* 
crôiasement  de  x qui,  suivant  le  cas,  sera  {>ositif  ou  négatif. 

Âîtisi,^pour  connaître  là  difTérence  de^,  lorsque  la'fonè- 
tion  *st  ^ ^ j;",  nous  d^veiopperoàs  ,'.pac  la^  formule  dp  bi- 
nôme, l’équation  ' *■ 

y = (ar  + Ax)",  . 

et  noiis  trouverons 

y -J-  ou  ^2(Ax)’etc. 

On  peut  &e dispenser  de  renfermer  ^x  entre  des  paren- 
thèses, eu  convenant  que  ajc%  ax^  Axti,  etc., représenteront 
la  seconde,  la  troisième/ la  quatrième  puissance,  etc.,  de  Ax; 
mais  pour  ii’élro  pas  dans  le  cas  de  confondre  Ax’,  Ax*,  elc., 
.avec  les  diOëreucesde  x",.de  x',  etc.,  nous  désigifbrons  ces 
dillerences  de  cetla . manière:  a.x“,  a.x^,  etc.<Au  moyen 
de  cette  obserrétion , nous  pourrons  écrire  ainsi  l’équation 
précédente  : 


mx^-'ùx  -f'  m 


m 


Ax*-|-  m 


m — I m — -2 


ùx'\  etc 


et  nous  ^o^ons  que^quand  la  diÔëjence  devient  inllniment 
petite,, cas  auqueliA^p  et  A^  se  cliangent  eu  dx  et  en  d^,  on 
^ doit  supprimer,  art.a^^^»  lormesafleclésdedx’,  dedx^,  etc., 
comme  des  inliuimei^^Bits  desqi^dres  supénews:  par  con- 
séquent la  formule  se^Ruit  è 

d^  = TOX'"“‘dx  ; .i 

ce  qui  est"  conforme  au  résultat  que  nous  avons  obtenu 
art.  17,  pâr  UH  autre  moyen.  ‘ 

•,  5 19*  Il  O est  pas  même  nécessaire  de  développer  toujours 

■ la  fonction  "j-  dé  x suivant  les  puissances  ascendantes  de  Ax' 
bhtenir  la  différence  Ajr;  par  exemple  , si  l’on  avait  • 


IN".!  h 

. 11,  f- 


x‘-~a‘ 
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en  retranchant  la  fpnction'primitive  de  la  fonction  accrue, 
il  viendrait  ' ' ^ 

(x  4*  Âar)*  -—  O*  •'  (æ*  -r>  t 


y —J-  ou 


• *+  Ax 


éTeVantx+Ax  au  carré,  réduisant  ensuite  au  même  déuo^ 

minateur , Pt  effectuant  U réd  uction , on  trou vecait  ' 

.>  ' • 

. a’As  4-  x*Ax  4-  xAx* 

■ar*  = — r • 

■ ^(x-f*AX)  ^ _ 

on- eVr  rassemblant  les  termes’ en  AxJ'  ‘ ■ 

(fl*  + X*)  AX  ■+•  X^* 


AT- 


X (x  4-  Ax) .. 


s '• 


57.0.  S.i'la  différence  Ax  était  négative , et  qu’on  voulAt 
déterminer  lâ  valeur  de  AJ",  pour  la  fijnclibn  • - ’ 


y' a* -h  bxy 


on  chàngérait  x'Pn  ir — Ax  ,et  en  retranebant  la  fonction 
primitive  de  la  nouvelle , on  troifverait 


V^a*  4-  bx  — bàx  — ^ à‘  bx 


_ 571.  Cherchons  niàintenant^la  différence  dpy , lorsqu'on 
® J'=logx. 

On  déduit  de  celte  éq^uation.  . '•  . .y',  ,, 

' .y  = ibg(x  + Àx), 

et  par  conséquent  . ' “ • ■ 

y — J”  = h^ (x  4- ax)  — logaf;  ' • 

'bu  , d’après  la  propriété  des  logarithmes, 
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. - •.<•  ..  , i (-r  + A»)'  . ' . 

• , . y-.^='oe— 

et  ei^  eSfictuant  la  dÎTuii^  par  X,  . ■ ' 

y —J  O»  aj-  = log(^i+^).-.  . (i).  ■ . . 

Or , ota  a page  85  {voyf^  aussi  la  note  première^  > • J 

. ' . h > ■ *' 

Iog(jf  + A)  ==  log  a:  + - — — ^ - etc.  ; 

et  en  faisant  passer  log  x dans  le  premier  nacipbre , on  a 

, . , h h'  h^.  M 

■ log(*+ A)7^logxs=-  — — — -f-çtc. 

Cette  éguation  nousdônne,  par  la  nature  des  logarithmes, 

' < 

É . . f . * * 

, /■x-^h\  \ ■ h\  h A*  . A’ 

rem^açant  ensuite  A par  Ajr , qd  aura  - . . ^ 

, / ,•  Aj:\  ax  , Aa:^  , 

, ‘ V Af  / , ix’  ' 3x^  ***■’  ■ 

-mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (i),  on  trouvera 


AX  AX'  , . AX^  , ’ ■ 

-Cherchons  ensuite  , la  diÇlérence  de  pour  oela 

nous  avons  * ’ , _ 

jr — ^ouAjf  = a^  — = — i;, 

et,. ên  mettant  la  valeur  de  ' 

Aa*  = «*(a^* — 0-. 

5aa.  Soit  encore  j's=sinx/, on  a'  _ ‘ 

• . y = + A-*),  .. 
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et  pâr  coniéquebt  . ' . • > ■ ^ 

J'  V ' ' . - 

.y.  y oti  ^y  ^ jin  x cot\x  -f"  sin  nx  co*  x — sin  jr , " 

et  en  féduiseitt 

<■  • _ ^ 

= sin  ixcosx -t- (posAx  — i)  sin  Æ-.  ‘ 

De  même , si  T oq  nous  dctone  = <jo8*,  on  trou»erâ 
' ' y = C0s(*+Ax), 

et  en  développant,  il  Tiendra  ' . • < * 

y ^ 0Dsxcosdx<«— sinxsin  Ax, 

I'  ' 

d’où  Poq  déduira  • • ‘ 

, , y ~ ““  Ain  xsin  Ax — 'cosx,  '' 

et  Inconséquent  , , 

AT  = ■— sinxsin  Ax  ■+•  cosx(cosAx*— i).  . 

5a3.  Si  Ja  fonction  y,  entre  la  rariable  x,  contenaifen- 
cored  autres  vanablesz,  /,  u,  etc. , on  prendrait  Ja  différence 
ày  en  remplaçant  x par  x+ax,  zpar  , t par  t+M,  «te., 
®l  çn  operdnt  çomiu6  ci-dcssps. 

Par  exemple,  si  l’on  voulait  déterminer  la  différence' de 
J* te azu|  on  aurait  ' / < 

’ V / . , • . . 

y = « 4-  AJS)  («  + AK)  , . ! , ^ • 

, PP  OD^tlOQ  primitive,’  on  trour 

verait 

y ^ ou  ^ A'ZAU 'f>auAZ -f><IAZAU;. 

e^Pon.vmt  que  lorsqu^  devknhçnt  iii6nmient  pO- 

tits^  cette  différence  ^ réduit. â ^ . / 

, . d?' + ««da,’'  ' ''• 

résulDat  conforme  à la  règle  de'^a^t.  *4,  > ^ , ...  ■' 


1 
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’5à4.  Enfin,  si  l’on  se  prfffwsait  <!ti’  déterminer '* là  difiër 


reiMÎ*î  de  U fraction  —,  on  aurait  ' • 

U + &u, 


■r‘ 


y = 


l'  et  par  conséquent 

* ‘ .y  —y  0“  AT= 


Z AZ 

♦ ■ * 

U + au  ' tt 


Z 4-  àJ!  Z ’ 


- 'et  en  réiluisant  au  même  débomipàteur,  pn  trou>erait, 

- • ^ • '<  • 

, après  avoir  Supprimé  les'termes^u.i-se  détruisent,  . . . 


t^y 


> • 

zAK — uaz 


Z (z  + 


Quand  les  dillerences  sont  -infiniment  petites,  Az  s’évànouit 
au  dénominateur , A^,  A«  et  az  se  changent  en  1bb  dtt  et 
en  dz , et  la  forpjul©  précédente  se^réduit  à.  , _ , • 


^y 


zdu-n-udz 


Fig' 


te  qui  est  conforme  à la  réglé  établie , art.  i4,  pour  trouvej- 

• la  différentielle  d’une  fraction.  ^ ^ 

5^5.  Dans  le  calcul  différentiel , on  considère  des  différen- 
tielles de  divers  ordres,  line  seniblabie  division  a lieu 
dans  le  calcul  des  différetacJea  : triUsJ  qn  regardant  Ax, 

• AZ,"  etc.  ^ comme  des  différences  pemi^çs  de  x,  de  y,  de 
.‘z,  etc.',  ces  fonctions  auront  A’x,  A’^,  A’z,  etc.,  pour  diffé- 
rences sécpndes^ét.  f’^V  Ç®*?'  différences 

Irôisiémés,  ainsi  de  suite,  v ^ 

* tiae,  Lâdîflercnce  ffuneTonctidbVepréadhtéé  pàr>^}î,  , 
n’étant  autre  chose  que  la’diBérènce'dedà'diflérenceJon 
pourra  regarder  MQ,  .fig.  gq  ,.cpraûie  .une  ordonnée,  dont 
ïabseisée  comptée  de  l’origine  ,,M,  serait  ftfQ=  Ax;'  par 
conséquent  si  MQ  Ho^it  uh‘  accroissement  QR,  l’abscisse 


1 


Di’ 
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MR  correspondra  à l’ordonnée  M"R;  et  Id  différence  M'S 
qui  existe  entre  l^'R  et  M'Q,  sera  la  différence  de  M'Q  oii 
la  différence  seconde  dé  MP;  et,  comme  QR  équivaut  à 
P P* , nbus  avons  donc  ici  deux  sortes  d’accroissemens  à 
considérer,  savoir:  PP'  que  nous  avons  appelé  Ax,  et  FP"  que 
nous  désignerons  momentanément 'par  h.  Si  nous  regar- 
dons maintenant  les  bidonnées  comme  des  fonctions  des 
abscisses  correspondantes,  nous  aurons  évidemment, d’après 
l’inspection  de  la  figure  97, 


ou 

et  ensuite 


M'Q  = M'P'^R1P, 
is.jr  = ip{x+\x)—<px...  (3); 


Fig-  97- 


M"S  = M"P''— 'M'F, 

ou'- 

^y=<p{x-{-_\x-\-h)~(f{x-\^  XX)...  (4).  ■ 

Or,  îl  peut  arriver  deux  cas:  ou  la  différence  P'P"=  h sera 
égale  a PP'  = xx , ou  elle  ne  le'sera  pas.  Dans  le  premier 
cas,  l’équation  (4)  deviendra 


^y  = <P(^  + 2Xx)  — (f>(x-f.Xx)...  (5); 

et  l’on  voit  qu’elle  se  déduit  de  l’équation  (3),  en  regardant 
Ax  comme  une  quantité  constante , et  en  ebangeant  x en 
X + Ax  ; mais  dans  l’hypothèse  où  h différera«le  Ax , nous 
indiquerons  cette  différence,  qui  pourra  être  positive  ou 
négative,  par  A“x;  en  sorte  que  nous  aurons  - 


. A = Ax  -t-  A’x , 

ce  qu^cliangera  l’équation  (4)  en 

A^r  = <p(x-f  2ix  + A’x)_,^(x-f  AX)...  (6);.  , 

et  l’on  voit  que  dans  le  second  cas,  la  valeur  de  dé- 

duira de  celle  de  xj- , [équation  (3)] , en  changeant 
Èlém.  -de  Cale.  diff.  25 
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A:r  ^ «a-  A’x  et  x en  x ^ Ax. 

Ô2'}.  Par  exemple,  si  l’on  voulait  avoir  la  différence  se- 
conde de  lafonction^=x*,  dans  laquelle  on  supposerait  Ax, 
constant,  on  trouverait  d’abord 

, J 

A^  = 2XAX -f- AX*.  . . ’ (7); 

et  en  changeant  seulement  x en  x + Ax,  on  obtiendrait  en- 
suite 

A“^  = 2 (x  -f-  Ax)  A.X.4-  AX*  — (2XA.X  -f-  AX*) ...  (8); 
faisant  la  rédnction  , il  resterait , 

• A“j-.=  2AX*.  . . (9). 

528.  Si  au  contraire  on  regardait  Ax  comme  une  quantité 
^ variable,  l’équation  (7), au  lieu  de  donner  J’cquation  (8), 
amènerait  celle-ci , 

A*J'  = 2(X-f-Ax)(AX-l-A“x)  -f-  (A.r-|- A’.r)’ — (2XA.T -f- Ax’)  ,. 

et  en  réduisant,  donnerait 

At'*  = 7.Ax*  -1-  (2X  4ax)  A*x  ■+■  (À*x)‘ ...  ( ro). 

' ‘S29.  Par  des  considérations  analogues,  on  prouverait  de 
même  qu’en  donnant  l’accroissement  a’x  à A’x  , on  devrait, 
dans  cette  hypothèse,  changer  x en  x-f-Ax,  ax  en  AX-f  A’x 
et  A’x  en  A’x  -f-  A^x  dans  la  fonction  (lo),  pour  obtenir  la 
valeur  de  A^ J",  ainsi  de  suite. 

. 53o.  Quant  au'choix  de  l’une  des  hypothèses  que  nous 
avons  considérées,  il  n’est  pas  douteux  que  lorsque  rien  ne 
s’y  oppose,  il  vaut  toujours  mieux  faire  accroître  x par  des 
différences  égales  aussi  est-ce  l’hypothèse  que  l’on  choisit 
ordinairement/  Cependant  il  peut  arriver  qu’il  ne  dé- 
pende pas  de  notre  choix  de  donner  des  valeurs  constantes 
à AX.  Par  exemple,  si  x et  étaient  des  fonctions  d’une 
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troisième  variable  t et  que  l’on  eût  et  on 

sent  que  l’accroissement  ax  de  x dépendrait,  comme  celui 
de  jr , de  l’accroissément  At , et  ainsi  n’étant  plus  arbitraire, 
ne  pourrait  êlre  supposé  constant.  ' 

531.  Si  nous  remplaçons  maintenant  par  Æ la  différence 
AX  que  nous  avons  prise  pour  constante,  et  que  nous  pher- 
ebioos  les  différences  successives  d’une  fonction  j=ix'*, 
nous  trouverons 

¥ 

Ajr  = 3x*A  + 3xA*  + A’, 

A’j = 3(x + A)*A  + 3(x+ A)  A'— 3x’ A— 3a:A> = 6xÀ*-f  6 A% 

A^jr—  6 (x  + A)A*  — 6xA*  s=  6A’ , 

■ilr=o;  ■ . 

et  l’on  voit  que  dans  cet  exemple;  «ommé  dans  tout  autre 
semblable  d’une  fonction  ratio^inelle , les  exposans  de  A di- 
minuant successivement  d’une  unité,  les  différences  qu’on 
déduit  ainsi  les  unes  des  autres  doivent  diminuer,  et  finir 
par  devenir  nulles. 

532.  Par  exemple,  si  l’on  écrit  dans  une  ligne  horizon- 
tale la  suite  des  nombres  triangulaires , et  que  l’on  placé 
au-dessous  leurs  différences  successives,  comme  cela  est  in- 
diqué ici , 


1,3, 

6, 

10, 

>5, 

21, 

28, 

etc. 

2, 

3, 

5, 

6, 

etc. 

* J 

G 

G 

G 

G 

efcc. 

0» 

O, 

0, 

», 

etc. 

On  verra  qu'à  la  4‘  ligne  seulement  les  diSërences  finissent 
par  être  nulles. 

533.  Prenons  maintenant  une  suite  de  termes 

y 

a>  «a,  '*3,  «4,...  O....  (il), 
qui  aient  pour  premières  différences, 

i5.. 
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bf  bif  h%y  . ‘^11  - • 

• (12), 

pour  secondes  dtfFérences  y 

C y C 1 J C%y  C3  , , • • • Crt  , . 

. (<3), 

pour  troisièmes, diflërences, 

■ • ■ 1 * 

..  04),, 

' i 

ainsi  de  suite. 

On  en  déduira 

• 

«, — a=Jj,  0» — o,—b„  fls — a»=^w  <*4 — «3=^3,  etc.,' 
b, — b-=.c,  bt — &,=c,,  is — bt^Ct,  b^- — ^»3=C3,  etc.,] 
t' |““ c — -^dy  i/,,  c^  C3  — z/3,  etc. , , 

d^—id=e,  </, — d,=ey,»d3 — d^—e-y,  d^—^d;^=e3,  etc.  ,| 
etc. , etc. , ' etc. , etc.  * > 

1 

'Xi5> 

1' 

On  tirera  de  la  première  colonne  de  ces  équçilions, 

bt=b-\-c,  c{=c-^d,  d(=e-\-d,  etc...  (i6); 
de  la  seconde  colonne , ^ 

flj  Oi  bi  f b^  ss:  bi  “I"  C|  y C2  — — Cj  etc.. . . ^ 

de  la  troisième  colonne , 

a3=sa,  4-^«>  bs  = ba  -f'  C2,  C3  = c»4-<4; 

ainsi  de  suite.  * ' 

534.  Cheiclions  maintenant  à exprimer  les  dilTérens 
termes  des  suftes  (ii)  et  (12) , en  t'oiictlons  des  quantités 
a,b,c,  d,  etc.  Pour  çet  effet,  nous  avons  d’abord par  les 
premières  des  équations  (16) , . 

a,-=a  + b,  b,=b-i-c-, 

nous  trouverons  ensuite  la  valeur  de  a,  en  substituant 
selles  de  «,  et  de^i  dans  la  première  des  équations  (i;), 
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ce  qui  dDus  donnera 

» *'  ■ . * - * 

dj  = a,-f-^i  = <*  + ^4*^  + c = «4-2W-f-c; 

d’un  autre  côté,  nous  trouverons  à l’âidc  des  équations  (■';) 
ct(i6), 

ô»  Ô|  C|  jss'tÔ  c c *4“  ^ b -4*  2c  *4'*^  > 

c,  czs  c,  = c + 2<f  + e ; 

substituant  les^vaIcûrs  de  et  de  bt  dans  celle  de  <23,  nous 
obtiendrons 

^ Û3  cr=  Ôg*  'U  -4”  3Ô  *4“  3c  d; 

On  IrouTera  de  même 

^3 1=  ô, + ‘-»=:él  + 2c  + d 4-  c -f-  2d+e  = ô4-3c-|-3</4-c. 

. En  continuant  pinsi , on  trouvera  encore  ; 

/ 

- ü 4^  4^  4^  “1“  è...  (18),  ' 

- . • Ô^  = ô4-'4c  + 6if4-4é+/---  <‘9)  ; 

et.cn  général^  . 

n n(rt— i)  it(n— i)(/î— 2)  ’ 

a„  = a+-b  + - ^ ■ c4 ——5 d4-etc...  (20),^ 

1 I«2  1»2*0 

/ / , " I «(" — ')  J I "(" — ')(« — *)  , ; “/  c 

b,=b  + -c  + — id4--i- ^ ^ c4-etc...  (21). 

• 1 1.2  1 .2.0 

* • * ** 
535.  Cette  série  s’arrête  si  l’on  tombe  sur  des  cli{rérence,s 
constantes  dans  l’une  des  lignes  horizontales  des  'équa- 
tions (i5).  Par  exemple,  si  l’on  avait  ' 

■ . b = b,'=s  bt  = bs , etc.,  , 

/ 

qu’on  substituât  ces  valeurs  dans  les  équations  (1 5) , les  pre-' 
iniers  membres  de  celles  (^ui  comppsent  la  seconde  ligne,  se 
réduiraient  à zéro  , ce  qui  donnerait 

c = o,  «,=:o,  c,  = 0, 'C3=o,  etc.;  t 

, » i-r  ■ 

ces  valeurs  de  c , de  c, , de  c.,  etc. , feraient.â  luur  tour  éva- 
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nouir  les  prepiiers  membres  des  équations  de  la  troisième 

ligiïe,  d’où  il  résulterait 


ds=o,  di  = o,  di=o,  dz=o,  etc.; 


eb  eo 'continuant  ainsi  on  voit  que  les  équations  des  lignes 
suivantes  comprises  dans  les  etc. , se  réduiraient  à zéro. 

536.  L’équation  (20) , .dans  laquelle  rentre  celle  qui  est 
coipprise  sous  le  n“  (21)  n’ayant  été  trouvée  que  ppr  analo- 
gie , il  s’agit  maintenant  d’en  prouver  la  légitimité. 

Or,  quand  7>  = 4’  les  équations  (20)  et  (21)  deviennent  les 
équations  (i8)  et  (ig)  (*),  et  comme  eelles-ci  sont  démontrées, 
voilà  donc  une  valeur  de  n pour  laquelle  les  équations  (20) 
et  (21)  se  vériHent;  mais  npus  ne  savons  pas  si,  en  augmen- 
tant n d’une  unité , les  valeurs  de  a„  et  de  b„  se  compose- 
ront d’une  manière  analogue,  et  si,  par  conséquent  les 
équations  (20)  et  (21),  subsisteront  encore;  autrement  ce 
seraitconpiuredu  particulieraugcnéraf;  toutceque  nouspou- 
vons  admettre, c’est  que  la  démonstration  ayant  eu  lieu  pour 
le  cas  où-  n=4>  moins  constaté  que  dans  une  cer- 

taine hypothèse  de  n (celle  de  4)»  les  valeurs  /i„  et  se  for- 
ment suivant  la  loi  qui  est  indiquée  par  les  équations  (20) 


. (*)  Pour  concevoir  par  quelle  raison  IVquation  (ao)  é’im  nombre  illi- 

mite  de  tciincs  sc  réduit  aux  cinq  terme*  de  Tequiition  (i8),  boîent  M, 

..n  n(n — i)  i)fw — 2) 

P»Qt  S,  H’s  fadeurs  ^cccMifs  -,  — ï~a~3 

nous  poavTons  écrire  ainsi  Tequation  {^)  : 


■ n , fr*  — 0 -«t  C'*  I 

dm  — d ^ r b “+•  M IS  ..  ■ d-  - 

l'a  3 


+ R ^ A -J.  erc.  ; 


s ' / 

l'on  TÔit  que,  dans  l’hÿpotliisc  de  n=4»  le  l'acteur  —g — deyient 

nul , ce  qui  fait  ëvanouir  ions  le*  terme*  de  L*i  *econide^ligne,  c'est-à^ire 
tous  ceux  qni  sont  compris  depuis  le  rang  4 3.  Cette  observation  peu^ 

s’appliquer  k toute  autrè  liypolhèse  de  /t. 
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«t  (21)  ; (]éinodtrons  que  si  l'ou  augqiente  n d’une  unité  et  ' 
que  l’on  obtienne  par  conséquent 


K .2 


(n+Qra(«-i) 

1.2.3 


d-\-eUi...  (42), 


la  valeur  de  <z,^,  ne  sera  point  absurde. 

Pour  cela,  nou^  partirons  de  ce  point  que,  puisque  nous 
regardons  les  équations  (20)  et  (21) , qui  ont  lieu  polir  Une 
hjpotbfese  de  n , comme  légitimes , nous  obtiendrons  un  ré-, 
sultat  qui  sera  encore  exempt  d’erreur , si  nous  ajoutons  en- 
semble ces  équations:  en  opérant  ainsi',  nous  trouverons 


a,-{-b„=sa+nb-^ c i </  -f-  etc. , 

2 1.2.0 

-f-  A -f-  ne  -f-  ^ ^ d -f-  etc. 


Réduisant  et  mettant  à la  place  de  comme 

on  én  a le  droit  en  vertu  des  équations  (17) , il  reste 


ï«4.i=a-^(n-f- 1)^+— ~ rf-|-etc...  (28), 

* **  I • 2 • d 


1.2 


Équation  démontrée  exacte,  et  qui,  étant  la  même  que  l’équa- 
tion (22),  prouve  que  celle-ci  est- vraie. 

Il  suit  donc  de  là  que  puisque  l’équation  (20)  subsiste 
pour  l’indice  n—  4,  l’équation  (22),  qui  a lieu  pour  l’indice 
n I = 5,  sera  vraie  encore.  Faisant  ensuite  n — 5,  l’é- 
quation (20)  sera  donc  vraie  pour  cet  indice,  et  par  oen-r 
séquent  l’équation  (22)  prouvera  qu’il  en  sera  de  même  de 
Pindice  re-f-  i = 6.  En  continuant  ainsi,  on  prouvera  que 
l’équation  (20)  aura  lieu  en  augmentant  successivemeht 
l’indice  depuis  la  valeur  4 jusqu’à  une  valeur  quelconque  n. 

537.  Maintenant,  puisque  6- est  la  différence  des  deux  pre- 
miers termes  de  la  suite^i  1),  l’accroissement  de  a qu’on  dé- 
signe par  An  sera  donc  égal  h b-,  ce  que  nous  disons  de  b pou- 
vant s’appliquer  à c,»  d,  a e,  etc.,  à l’égard  des  termes  dont 
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ces  lettres  désignent  les-acoroissemens,  on  a évidemment 
, b ^ &a,  c=zAb,  d=  ic,  e = ^d,  etc....  (24); 

éliminait  é de  la  seconde  de  ces  équation)  (aTj),  an  moyen 
de  la  première,  on  apra  ^ 

c ^ A.'Atf  = a’a  ; , 

mettant  cette  valeur  dans  la  troisième  des  équations  (34)» 
nous  trouverons  ^ 

» d = A . A°a  ~ A^û } 

cette  valeur  substituée  dans  la  quatrième  des  équations  (a4)> 
on  obtiendra 


e — A. A’a  = A^<z,  ' - , 

ainsi  de  suite.  ' 

Substituant  ces  valeurs  de  c,  de  d,  de  e , etc. , dans  l’équa* 
tion  (20), cette  équation  deviendra 


n n(n— 1)  n(rt — i)(n — i)  , ■' 

\’a-\ — lA^a,  etc.. . . (aS). 


1 .2 


Telle  est  la  formule  de  Newton. 

. ■ 538.  Si  l’on  prend  pour  la  suite  a , a,,  a^,  aj. . . <j„,  les 

f 98.  Ordonnées pm  ,p'm' , p"m",  etc. , d’une  courbe  AM , fig.  98 , 
et  que  la  première  et  la  dernière  de  ces  ordonnées  soient 
désignées  par  y et  par  y , nous  aurons  donc 


» 1 • . 

« =J>  , z=f  . 

Substituant  çes  valeurs  ‘dans  l’équation  (aS)  nous  obtien- 
drons 


, « , n{n — 

^=J^  + -AJ^+_ 


0....  I 0(»— 2) 


1.2.3 


A’jr-f-etc...^  (26). 


Fîr.  98.  Supposons  maintenant  que  l’accroissement  h^p¥,  fig.  98, 
, donne  à l’abscisse.  Ap  soit  partagé  en.  « parties  pp'  y p'p", 
j ■ /’V*  > etc. , -égales  cbaoone  à Aa-,  comme  le  nombre' de -ces 

parties  sera  nsprimé  par/i,.nous  aurons 


Digitized  by  Google 


d’où  l’on  tirera 


CALCDI.  DIKJECT  DES  DIFFÉRENCES. 

h = nkx-, 


3g3 


— ...  (27). 


Au  moyen* de  cette  valeur  l’équation  (26),  deviendra 


■ A(A.,YA„,) 

/-y-,  I A^x  J ^ 

AX  1.2’  •'  1.2.3 


-h /h 


AX 


i^+etc.  ; 


réduisant  les  quantités  qui  sont  entre  les' parentliùses  au 
même  dénominateur,  et  mettant  les  Ax  sous  les  aj",  nous 
obtiendrons  >'  ' ' ' 

«c...  (.8). 

.AX  • i.a  AX*  • 1.2.3  ax' 

Quand  les  ordonnées  sont  infiniment  proches  les  unes  des 
autres,  Ax,  qui  exprime  la  distance' de  l’une. à l’autre, 
devient  une  quantité  infiniment  petite  qui  s’évanouit, 
art.  228 , devant  ja  quantité  finie  h,  représentée  par  pV , 

fig.  98;  alors  les  rapports  , se  réduisent 


• ax’ 


• * Y Y H 

aux  coefiieiens  différentiels -r^,  , etc. , et  la  for- 

clx  dx‘  dx* 

mule  (28) , devient 


dx’ 


dV 

__H,etc..:.  (29); 


c’est  ainsi  que  le  caldul  des  différences  nous  conduit  au 
théorème  de  Taylor,  dont  on  reconnaît  ici  là  formule. 

539.  Dans  la  .démonstration  précédente , nous  avons 
partagé  l’accroissement/iP,  fig.  98,  en  un  certain  nombre  de  Fig-  o8..  • 
|»arties  égales,  et  nous  avons  pris  pour  Ax  func  de  ces  par-  ' ^ 
tics;  oii  poiiri'ait  au 'contraire  nommer  Ax  l’accroisse- 
tuent  yjP,  cl  regarder  ax  coOime  composé  d’un,  nombre  n/ja  / 

^•5^.  - 
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de  parties  égales  chacune  à une  quantité  constante  h.  Si  i’on 

adopte I cette  seconde  hypothèse,  on  aura 

X — X ou  àx=nh, 
d'où  nous  tirerons 

A ’ 

(3o), 


Ax 

T’ 


substituant  cette  valeur  dans  l’équation  X?.6) , nous  obtien- 
drons, après  avoir  réduit  les  quantités  qui  sont  entre  pa- 
renthèses au  même  dénominateur , 

, AX  J Av(AX—h)  ..  AX(AX — h)(AX—üh) 


2.h 


U 


Ay 


etc* • - (3i) , 

et  en  prenant  h pour  unité , l’équation  (3 1 ) deviendra 
, , , (A«r — l)  , , Ajr(Aa:,-l)(Aa-2)  , . 

I ’ 2 2.0  _ 

Cette  équation -peut' se  mettre  sous,  une  autre  forme;  car 
l’hypothèse  deù  =i , réduit l’éqUation  (3o)  à ax  = n,  cette 
valeur  de  ax  change  l’équation  (32)  en 

(33), 

J 2 I • 2 • O 

ce  qui  nous  fait  retomber  sur  l’équation  (26).  , 

540.  Remarquons  que  ce  que  nous  appelions  Ajr , dans 
la  formule  (3i) , n’est  pas  la  même  chose  que  j'' — jr  ; car  Ajr 

Fig.  98.  exprime  la  différence  mn  , lig.  98,  qui  existe  entre  les  deux 
ordonnées  consécutives  mp  et  m'p'  ; tandis  que  jf — y est 
la  différence  MN  qui  se  trouve  entre  MP^y^  et  mp  =^y. 

541.  Pour  donner  une  application  dé  la  formule  (33), 
cherchons  l’ordonnée  qui  répond  à l’indice  n dans  la  suite 

. ^ 5,  g,  i5,  23.,  33,  etc (34); 

comparant  celle  suite  à celle-ci  : ■ 
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* / 

<*>  <»i>  <*»>  ûj.  e*c; 

et  désignant  le  premier  terme  par  J*,  iK>us  avons  ' 

ovL  b — Oi  — a — 9 — 5=4» 

ô,  ou  a»  «1  = i5 — 9 = 6, 
é,  ou  «3  — a,  = a3  — i5  = 8, 

As  ou  «4  — «3  = 33  — a3  = 10 , 

' • £^jr  ou  c = A,  — A = 2, 

.C»  Aa  “*  Al  2 J 

Ca  = A3  — A,  2 , 

4’^  ou  d — Cl  — c = o; 

toutes  les  autres  difiërences  sont  également  nulles. 

Par  conséquent  l’équation  (33)  se  réduit  à ces  premiers 
termes' 

y = ^ + n.  AJ"  4.  n 4*^. . . (35)  ; 

mettant  dans  cette  équation  la  valeur  5 du  premier  terme  j 
et  celles  de  àjr  et  de  4“j- , elle  devient 

y = 5 -\~4n<+  (n*  — 71) , 

valeur  qui  se  réduit  à 

y = 5 + 3n  -\- n*. . . (36). 

Cette  formule  donnera  le  moyen  de  détermine^  le  terme 
de  la  suite  (34) , qui  répond  à l’indice  n.  Par  conséquent  si 
l’on  donne  sncpessivement  à n ces  valeurs 

O,  2,  3,  4>  5,  6,  etc., 

et  qu’on  les  mette  dans  la  formule  (36),  on  retrouvera  tous 
les  termes  de  la  suite  (34). 
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542.  Une  formule  qui,  comme  la  formule  (36) , détermin'e 
tons  Jes  termes  d’une  suite,  à commencer  par  la  valeur 
n=o,  en  est  appeléeje  terme  général,  Soit  doqc  celte  suite 
«le  termes 

> 

<*i>  «3,  a^,  , , . (37), 

correspondant  aux  indices 

I,  2,  3,  4t**‘^; 

il  est  visible  que  an  sera  le  terme  général  de  la  suite  (37);  car 
un  terme  quelconque  de  cette  suite , a^  par  exemple,  s’obtient 
en  donnant  à n la  valeur  particulière  4-  Le  premier  terme 
a équivaut  donc  à o„,ce  qui  ne  signifie  autre  chose,  si  ce  n’est 
que  a n’a  point  d’indicp.  A l’égard  de  l’indice ^c  ce  terme 
indique  le  nombre  de  ceux  qui  le  précèdent  ; car  en  comp- 
tant les  termes  de  la  suite  (37)  j à partir  seulement  de  a,  in-i 
clusivement,  ce  nombre  de  termes  sera  ex  primé  par.n,  et  par 
conséquent  deviendra  « + 1 , si  nous  y réunissons  a.  D’où 
il  suit  que  le  nombre  total  des  termes  qui  précèdent  u„dans 
la  suite  (37)  aura  ri  pour  expression. 

Celte  oljscrvation  repose  entièrement  sur  ce  que  la  pre- 
mière des  valeurs  qu’on  substitue  à n,  pour  obtenir  tous  leS 
termes  de  la  série,  doit  être  zéro. 

Ainsi  ce  que  nous  appellerons  le  terme  général  de  la  suite 
des  nombres  naturels 

I,  2,  3,  4,  5,/6,  7,  8,  etc (38), 

ne  sera  pas  n,  parce  que , bien  qu’on  obtienne  tous  les  termes 
de  cette  suite  en  faisant  successivement 


nous  ne  commençons  point  par  nd=  o. 

543.  On  voit  que,  d’après  cette  définition,  le  terme  général 
de  la  suite  (38)  sera  n + 1.  De  méme,.cu  cliexcbant  les  termes 
généraux  des  suites  ^ . 
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i*+a'*  + 3*+4*4-5=‘+...,  71% 

,3  + 23  _|^  33  4.  43  4.  534. 

qui  sont  celles  des. nombres  carrés  et  des  nombres  cubes,  on 
trôurera 

i)“»  terme  général  de  la  suite  dçs  carrés , 
(«+«)’,  terme  général  de  la  suite  des' cubes , 


544-  Si  l’on  demandait- le  terme  général  de  la  suite  de.s 
nombres  triangulaires , qui  est 

I,  3,“6,  lo-,  i5,  21,  28,  36,  etc...'. ’(39)\ 

en  écrivant  au-dessous 


O,  a,,  a»,  «g,  05,  <25,  a,,  etc.. 


nous  aurions 

, J"  = >7 

AjT  ou  6 = a,  — <1=  3 — 1 = 2, 
^ ô,  ou  <7,  — <1,  = 6 — 3 = 3 

bt'ou  aj  — aj=  10 — 6 = 4, 
b}  ou  a^ — 03  = i5  — 10  = 5, 


(4»)> 


A’jr  ou  c = — b = 3 — 2 = 1, 

Cf  b^  — bfZiz  4 3‘  = I , 

, A'^  ou  <f  = O,  ' 

A'^  = o,  r=  O,  etc. 

et  comme  les  indices  o , i , 2 , 3 , 4 , etc. , suivent  l’ordre 
des  nombres  naturels,  leur  diBérenceest  l’unité , ce  qui  npus 
donne  ^ = i . Cette  bypolliè.se  est  celle  de  îa  formule  (33)  ; et 
comme  dans  le  cas  présent  nous  avons,  par  ce  qui  précède, 
T,  , à i , et  que  tontes  les  autres  difiérences 

^.7^ I ^*7* 7 etc.,'  sont  nulles,  on  obtient  en  mettant  ce.^ 
Taleui’s  dans  la  formule  (33) , 


+ 2’*  + 
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réduisant  les  deux  derniers  termes  au  même  dénominatenry 

nn  trouve  enfin 


I — = terme  gén.  de  la  suite  des  nomb.  triang.„.{^\), 

545.  Remarquons  que,  dans  le  cas  où  les  ordonnées  dont 
on  connait  les  valeûrs  iûnt  équidistantes , et  où  par  con- 
, séqnent  on  a le  droit  de  prendre  A pour  unité , il  e$t  pos- 
sible que  n soit  fractionnaire.  C’est  effectivement  ce  qui 
Fig.  ç)).  aura  lieu,  iig.  99,  si  le  point  P,  déterminé  par  l’abscisse 
x'=x-\-nh,  ne  tombe  pas  sur  un  des  pieds etc., 
des<  ordonnqps  équidistantes  pm‘,  pm' , p’m" , etc.  Par 
exemple,  si  l’on  prend  la  courbe  déterminée  par  les  termes 
' de  la  série  (3g),  dont  nous  construirons  les  trois  ordonnées , 
Fig.  >oo.  en  faisant,  fig.  100,  ' 

t » n ^ 

PP  =pp  = 1, 

Pt  en  prenant , comme  le  prescrit  la  suite  (3g) , 


pm  = I , p'm'  = 3 , p"nt''  = 6, 
et  que  l’on  demandé  quelle  sera  l’ordonnée  correspondante 
à l’indice  n = i + ^ niettra  cette  valeur  dans  la  for- 
mule (40,  qui  est  l’expression  générale  de  l’ordonnée' de 
la  courbe  proposée,  et  l’on  trouvera 


^ a , 9 • 9 


8 • t ' 

Ainsi  l’ordonnée  PM  = 4 -f  - sera  celle  qui  correspond  à 
l’indice  i -f-  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à l’abscisse 


Fig  100.  pV  =1-1-2»  1*6- 
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Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  nous  conduit 
à la  recherche  du  logarithme  d’un  nombre  qui  ne  se  trouve 
pas  compris  dans  les  tables. 

546.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  le 
logarithme  du  nombre  2,718281828  qui,  art.  87,  sert  de 
hase  au  système  népérien.  Comme  en  déplaçant  la  virgule 
ou  ne  change  pas  les  chilTres  décimaux  du  logarithme,  nous 
la  placerons  de  manière  que  la  partie  entière  du  nombre 
proposé  soit  aussi  grande  que  les  tables  la  puissent  contenir; 
et  pour  cela,  au  lieu  du  nombre  proposé,  nous  écrivons 
271,8281828,  parce  que  plus  un  nombre  entier  est  grand, 
)ilus  son  logarithme  est  donné  avec  exactitude  dans  les  tables. 

Notre  recherche  se  réduisant  ainsi  à trouver  le  loga- 
rithme de  27 1,8281828,  (*)  imaginons  que  l’on  ait  construit 
les  points  m,  m' , m",  m" , m'”,  etc.,  lig.  loi,  à l’aide  des  F 
roordonnées  suivantes  : 


• kp  = 271 , 
Ap'  ■=  272, 
Ap"  = 278, 
kp'*  = 274, 
Ap"  = 275, 


pm  = log  de  271 , 
p'm'  = log  de  272  y 
p"m*  = log  de  278, 
p'*m‘  z=i  log  de  274, 
p"m"z=,  log  de  275, 


« 

il  est  certain  que  si  les  points  m,  m,  m* , etc. , se  succédaient 
immédiatement,  ils  constitueraient  une  ligne  courbe;  mais 
étant  séparés  les  uns  des  autres,  si  l’on  fait  passer  par  ces 
points  une  ligne  mm'm’m'*,  etc.,  cette  ligne  pourra  être 
regardée  comme  une  courbe  approximative  BC,  dont  l’in- 
ilexion  se  rapprochera  beaucoup  de  celle  de  la  véritable 
courbe.  Par  conséquent  si  l’on  mène  par  le  point  P une 
ordonnée  PA^  .<;ui  aille  rencontrer  en  M notre  courbe  ap- 
proximative,'on  sent  que  cetté  ordonnée  différera  peu  de 


^ 

(*;  Le  logaritlime  du  nombre  entier  a^iSaSlSaS,  nediffennit  de  celni 
<lc  3,9182988  qne  par  la  caracKfrIatiqiie,  qui  an  lieu  d'/ire  o est  9,  on 
Toif  que  ce  logariibme  te  dciermine  p.ir  le  m#me  procédé. 


4oO  CALCUL  UES  DIFPiBENCES. 

l’ordonnée  qui  appartieudrail  à la  véritable  courbe;  et  cela 
proviendra  de  l’influence  que  les  ordonnces/>m,^'m',  p“m", 
ont  exercée  sur  l’inflexion  de  la  courbe  approximative;  de 
sorte  qu’on  jwurra  regarder  PM  comme  une  fonction  de,  ces 
ordonnées  : c’est  aussi  la  conséquence  que  l’on  tire  de  la 
formule  (33) , dans  laquelle  l’ordonnée  PM , représentée  par 
, est  une  fonction  de  j"/et  de  ses  accroissemens^  successifs. 

I Aussi  allons-nous  déterminer  la  valeur  de  )PM  au  moyen  de 
cette  formule. 

Fig.  loi.  Pour  cela,  nous  avons,  fig.  loi , par  l’état  de  la  question, 

X ou  Ap  = 271 , J"  ou  prn  = log  de  271, 

’x'  ou  AP  r=  a: -f- Ax  = 271,8281828, 

ce  qui  nous  donne 

Ax  = 0,8281828; 

et  il  s’.igit  de  déterminer  j~'. 

Gîla  ]>osé,  les  abscisses  Ap,  Ap' , Ap" , Ap" , etc. , étant 
représentées  par  les  nombres  271, 272,273,  274,  etc.,  on 
voit  que  la  différence  de  l’une  à l’autre  est  égale  à l’unité: 
nbiis  avons  donc,  dans  le  cas  présent,  Æ=i;  par  conséquent 
nous  emploierQns  la  formule  (32)  pour  la  solution  du  pro- 
blème; et,  puisque  nous  connaissons  Ax,  et  le  pi’emierterniej', 
nous  n’avons  plus  besoin  que  de  connaître  A’j",  A^,  etc. 
Pour  obtenir  CCS  différences,  posant  d’abord , comme  dans 
l’art.  533,  la  suite 

. '^3 > etc., 

nous  aurons  pour  déterminer  ces  valeurs 

a =3  log  de  271  =:  2.4329692gog'j  < 

a,  = log  de  272  = 2 . 4345b8go4o , 

' = log  de  273  = 2.4361626470, 

• Û3  = log  de  274  = 2.4377505628, 

a^  =î=  log  de  275  = 2.43g3326g38,  . • • 
etc.  etc.  ‘etc.  etc.;  • 
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x>q  ctéduîpa  (le  là  ...  - ' , 

* • 

&J-  OH  b'  QU  a,  — a-  = OjOoiiSggeiSt, 

■ ; ^ ‘.  '■&,  OU  û3., — a,  :;=  ’ ^ ^ o‘,<!^pi5879i.5S', 

• /'  . ^3  ou>  a^  — «3  = o,ooi582i3io,  , _ 

&’j-  ou  ,c  ou  ^4  i , jtx  T-r  ^O  , OOàoo587ûi  , 

C|T  bil  à,  œ:  —»  0,0000058272^,  , 

. . C,  eu  ^3  — 0,0000057848, 

. .'  •<  4^  ou  d OH  ç,  ■*-  c = O joooooo<v4:^  ■ii 

^ ' 5 ''’i  , '. 

Focmanjb  cl’ab9r4  le  terme  AarAj".»  nous  trouverons 

AorA^  ==  (0,828 1 82^  (o , 00 1 5996)  = 0,001  32476...  (42). 

La  valeur  de  Aar  qui  compose  le  premier  facteur  n’est  qu'ap- 
proximative, puisque  nous  avons.  uégKgé  les  eh'iffrer'dêci- 
maux  qui  passent  le  septième  rang^  coin  me  on  peut  le  voir 
par  celte  valeur' plus, approchée  de'  la  base  du  sjstèiqe'ncpd* 
rien'  ■ • 

4 «.=;  i,7i828?828459o45,  etc.'^  » 

il  suit  de  lâ.~que  le  jp-epaier  làctcq'r  (le' là  valeur  de  Aa-a^, 
n’est  exact  què  quand  Ton  se  borne  aux  sépt  premiers  (ïhiÇ'res 
«técinfaU](.  Les^eisx  zéros  d4'  serond  facteur  dq  Wexpi<éssion 
(42),  reculent  la  virgule  de  deux  rangs  dans  le  produit,  ce 
qui  donnerait  neuf  chHrres  décimaux;  mais  k cause  xles  * 
retenues;  iw  poii'Kint 'compter  §ur  fexeéliCude  du  dernier 
(diiEFre,  ncsus  n’en  prendrons  que  huit;  et  connqe  la  fraction 
décimale  q«i  est  la  Valeur  de  ^x  est  mciindrè  que  Tunité, 
aous^remplacerons  Aa;— Tl  par — (.1 — A*),  et  nous/trouvecouz 

YaaT— T)  ’■  (l  — AX)  ■ 

.A»i— ^ , OU  — Ax  A, i=  — (o,o)ii34at>4). 

m-  ' 

Multipliai  (icUe  valeur  par  celle  de  A’_/,'qui  est  aus^  né- 
gative, k.ous  obtiendrons  Ce  produitpositif  . 

Èlém.  de  Cale.  dijf.  -26  * 
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• . , . ' . . • , , ^ r , V.1  -ti 

i'  ' M- —-i  zi  0,0000004175. 

, ' I . s V • ...a  -,  ■>■  . . -1  . . • 

Nous  tièn'cirons  pas  coniplë  <îès  termes  en  , çp 
A*r,  etc.,  parce  quën  considérant  seulement  le  premier, 

t.  , ' ■ • ■ -i . ' ''  — "•  ' . 

qui  est  . ' , , , , , 

. J — ’OC^aî-^à)  'J  'i.' 

..  /■  ; -A*  7-3^  ' 

nous  voyons,  que  la  valeur  de  c«  ternjSp  li’a  a«c«i^  cliiffre 
signiiicalif  dans  les  huit  premières  décimales",  à plus  forte 
raison  en  doit  - il'  être  de'  meme  des  te.rmés  611"^  et 
4^,. etc. ,,  qui  sont  moindres.  De  sortç  que  la  valeur  de 
y ne  dépend  que  des  huit  pre'mière.s  ' décimales  de  Celle 
de  AJt-  • ». . ■'!  .-û'.  *..c 

- JSotts  anrwi*  donc  en  résumé  . j,-;..;. 

' ■J''-’  a , 43^96929^  ^ ^ ^ 

' £^àX. 0,00^32476 

. ü 0 ^ ^ V.  / ' "o  ,’oopopo4 1 


log”de  271 ,8281828  =±!  2, 43429446' 

■ ■ ..■<  .(A fl 

Diminuant  la  cutactëristi'qàe  de  déu«  onité»,  hp  conoiuàa 
que» >0 logarithme  dç- ' = ^ ^ ‘f-h-  ')  o-i  * 

, * ' ' • • ‘ ' ' î* 

«=ç;  2, 718281828  s CS*  «>,43'42944  .(*).'  1 

' Nods  ne  prenons  gup  sept  décimâjes.  dans  la.valeur  àu  loga* 

I ,i  - I ! ■ ~i  -i  ’ ■ '»■  . ’*‘**--^ 

('*)  Dan»  l’hypothèse  qni  nous  a faij  tronvcr  ce  logarithme , nous  re- 
gwloM  l’ordonnsie  comme  le  loguilhnie  de  l’abacissc  j.  mais,  daes  les 
àWcles  37,  38  et  ig8,  nous  supposions  au  contraire  que  l’abscisse  était 
fetOgarUhine  de  l’ordoiinèc,  en  partant  de  Wqualion  , • 

y /,  on  pr  = log^i.  1 ; 

• , '.V 
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rithme,  parce  qu’on  ne  pe«t,coinpler.  sur  jU  bcriti^ae^qui, 
quoique  exacte  dans  chacun  des  nombres  que  nous  addition- 
nons, peut  se  trouTer  fautive  d^ns  leur  s wme, à, causq  des 
‘retenues  qui  pourt'aicnt  provenir  des  chiffres  négligés  à par- 
tir de  la  neuvième  décimale.' 

. Iht'cdlcül  inverse  des  différences. ^ K ' 

ï 

547.  Le  calcul  inverse  des  différènces  a pour  but  de  remon-y 

ter  de  la  différence  à laquai^tHé  qui  l’a  {n'oduite.  Celte  o}>é- 
ration,  qu’on  appelle  s’indique  pim  la  çarMté* 

ristique  2,  qui  signifié  somme.  . ' 

Par  exemple,  étant  donnée  la  différence  Ar,  $up|K>sée 
cqsataote,  il  évident  qu’on  atu-fiù  J VI  , , 

548.  Onjpeutnettre^  cette  équaiiop  aonruo».a'tttxe’fiortne, 
si  l’on  considère  que  l’imite  y 'entrant  comme  facteur, 
peut  être  rontpleoée  par  oth  aura  donc  >•  ji,  •Un 


2Aa:.a:®  = x; 


*et  alors  on  pourra  ‘faire  passer  |a  const^tè^  Asr  en  dehors 


au  lieu  de  cette  équation , nous  lArioDS  ' dftns  le  cas  nchicl , 

. >■  = îi  = *,  o»r  'yi  i^ïlOgarY'  .■  >-  ..  • . . • 

ce  qui  aoui  conduirait  à , * . ' 

di«gx  = ^î^f./'*'  t. 

X log  b 

^ ■ . . ' ri"  ‘ ' ' ' r. 

Cette  «quation  appatücndtaiÇ  ii  vnc,l<|gqrit))miquc.aus!ii  bjcii  que  celle-ci  ; 

■ . d log  ^ = -t-  J : > - . , — » « 

• r log« 

mais  dans  cetic  derniiie  l'abscisse  devenant  l'ordonnge  et  l'onlonqqe 
l’abscisse  , la  courbe  n'a'iirait  pas  ta' railnic  positioô.--  * * ' 

a6..  ‘ 


! • 


I 


« 
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du  signe  'd’intéjrstîon  > ce  qui  dosnere  ■■  -, 

t . . * ' . . 1\  , 

4x2*®^  = * . 

et  ^«r  conséquent  i ' 

,.  ïj^»  = — ...,  (43).  . • 

■aX‘ 

^ s 

549.  Dans  la  même  hypothfesê  de  Ax  constant,  soit 


jr  = x’^, 


on  a - • ■ - , ■ , . 

>1  < ' -■  ‘ y =tJ'+ Ax)-,  . 

ef  par  conséquent  ^ “K  ; '■  ■*<;;? 

• . ■ . ' i V- 

y— J-  on  4r  = (x  + Ax)*  — X**.;  - 

déreloppant  par  la  formaledu  binôme,  et  e£Façant  les  termes 
j:”  qui  se  détruisent , on  trouve 


m m — • I __ ...  . , 

’ 'ér mx"“’Ax -J- — ^ ay  + etc.; 
•.  1 2 


’ if 


'..I  ^ 

intégrant  et  faisant  passer  les  constante» Jiors  du  signe  2, 
it  vient  ’ y,  - 

\ r = »»  2x^"*AX  + — . î 2x"“*Ax!  + etc.;  • 

remettant  la  pâleur  de  on  , .. 

• ' m m -I . m-i  m^2  , _3  , 

■'  f' 

' • r ' , 

On  déduit  de  cette  équation  . , 

• * t ‘ ■ 

^ -H 


X*  xs  2Ax2x  "4“  Ax’2x®^,  ' 

■ ' = 3Ax2x*  y 3ax»2x  + Ax^JSi", 

= 4axSx’’  + Gix’Sx’  + 4a*’2:x  -j-  Ax*2x“, 
etc.  ‘f 

TTirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  2x,  de  2x<,  zy, 
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données  par.  premier  terme  de-  leurs  seconds  membres 
et  dtTÎtant'par  la  partie  qui  est  hors  du  signe  2,  on  tron> 


vera 


X* 

2x  

2AX 

AX’ÏX* 

2AX 

2X*=— - 

3ax’2x 

Ax’îfx® 

3ax 

3ax 

3ax  ’ 

* . ’ 

6ax‘ïx* 

4ax^sx 

AX*ÏX* 

. “4a*. 

1 

1 

, 4^ 

etc.  ' 

etc. 

etc. 

etc. 

Réduisant  les  termes  en  Ax,  qui , dans  chaque  fraction , sont 
communs  au  numérateur  ét  au  dénominateur , on  obtiendra 


1x 


X* 


Ax2ar® 


. 2AX 


AX* 


2x*  ==  — I AxSar*  — Ax*2x  — 2x*i 

.4^  4 ; 


- (44)* 


Ax’ 


etc.  etc. 


etc. 


etc. 


Mettant  dans  la  première  des  équations  {44)  t valeur  de 
2x”,  tirée  de  l’équation  (43)  i p^e  4*>4>  obtimidra 

/’  • • I • • 

...  X*  X 

2x  = — — — - . . . (45)  ; 
aAtc  , a ’ 

substituant  ensuite  qelte  valeur  dé  Sx,  et  celle  de  2x”,  dans 
la  seconde  des  équations  (44)  > on  trouvera 

«o , en  réduisant  les  deux  derniers  termes, 


XAX 


■-^■  = 5=-7+r3'-««)- 


\ r 
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£aim,  ai,  dans  ta  troi^i^tne  de«  équations  (44) ^ on  intro- 
duit les -valeurs  de  Xx“,  de  ix  et^ZÆ^,  données  parles  équa^ 
tiens  (43),  (45)  et  (46),  on  trouvera 


»r  J . lit  î'i.  • . 

Éf^  ;i  J 1 ■ 

A ^ 

X 

• ' 

% 1 

x’ 

■-  — 3A 

jr* 

-7  + 

r:  1 ...  * 

t . 
1 

\ X* 

-*  = 77 

1 

1^. 

•f- 

, 4'* 

2 

= + (47). 

Et  comme  l’accroiùémcut  A:r,  qui  est  constant,  est  d’une 
grandcar l-ïirbitraire',  néus  pourrons  le  remplacer  par  h, 
]>our  ôter  l'Wce  d’opération  renfermée  dans  ai',  et  nous 
'aurons  .■»  , , , 


H’ 
x‘'X  . 

T’ 

550.  En  général,  uiie  fonction  rationnelle  entière  de  x, 
lorsqu’on  développe  les  opérations,  se  réduisant  à une  somme 
d(>  quaatités  de  la  forme  ox** , on  voit  que  i’intégraition  en 
peut  lonlbars  être  obtenue  par  ce  qui  précède.  't  . 

551.  Cherchons,  par  exemple,  l’intégrale, dé  la  fonction 

{a-^êxy. 

PotTr  cela  oï»  dinreîoppera  Te  carré,  ce^qui  doqnera  *■' 

. (a  -f-  bxy  = a'*  -|-  7,abx  -J-  i’x’; 

multipliant  a* , par 'x',’ intégrant  et  mettant  les  constantes 
en  dehors, -nous  obtiendrons 

- ; . --1-.  . - !i..  ■ ‘ 

2 (a  -f-  ix)*  = a*2x“  7.abSx  -J-  i*2.r’  ; 
remplaçant  ïx°,  Sx  çt  Sx%  par  leurs  valeurs,  que  nous 
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(I&n^ent  les  équatrotu  (48) , nous  trouTerons 


cCx  ahx^ 

= T + 


• ahx  -{- 


z(a+i»x)* 


b’‘x*  ^ b'iix 


4«7 


constante , 


- A It  ^ 3Â.  a • a.3 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  x,' 

Nous  ajoutons  nne  constante,  parce  que  l’intégrale  d’une 
différence*  Ax  est  aossi  b'ien  x que  o rj-  x , ces  fonctions, 
ayant  la  même  différence  4X.  ' . 

55a.  Soit  encore  le  produit  . ^ 

(x + a)  {x  + b)  {x  + c)  , 

etk.le  déTcloppant  on  anra  , . , • - ■ . > ^ 


{x  + a)  {x  -J-  b)  (x  + c)=xa?  + a 

‘ • J . . -tr 

et  en  intégrant,  onUrouTera 


x’  + ab 

+ aç 

• -f* 


xHF-atcj 


Zx’-{-aijSx-l'aAcZx®-('«?/iJ<. 

+«q 

-^cb 


2(x+«)(x-t-è)(x+c)=2x3+aj 
• . -¥b 

+ ^l 

II  ne  s’agira  plus  que  de  mettre  dans  le  second  hiedibre  les  ^ 
valeurs  de  2x'’,  de  Sx*,  de  Sx  et  de  2x’,  .données  par  les 
éqnatiops  (48)i  j 

553.  Il  est.  un  cas  particulier  où  un' produit  dÿ  .divers., 
facteurs  présente  une  intégration  aussi  élégante  que  facile; 
c’est  celui  où  la  différence  Ax  étant  constant^  et  raprésootée  * 
par  h,  on  se  propose  d’intégrer 

.r  (x  + ù)  (x -f- aù)  (x -|- 3ù) . . , (x^-J- 


jS. 
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Pour  cela,  nous  diiTérenciprons  le* produit  • , 

• r =■  x{x+h)  (x+aA)  (x4-3A) . . . (x+nh).. . (4g) , 

) 

qui  contient  de  plus,  sur  la  gauche,  le  facteur  (*— -A); 
remplaçant  x par  x + h,  jr  deviendra  ‘ 

V r + 

et  uous  aurons  . . ^ 

J-\-^J'=x{x-\-h){x-^7.h){x-\-Zh) . . . (x-f-nA)(x-f  Â-f  nA)  ; 

• ’ ' I , ■ , 

ôtant  de  ce  résultat  l’équation  primitive , il  restera 

, H 

ôj"  = X (x  + il)  (x  + 2^i) . . . (x-i-  nhy{x  -1-  A -J-  nh) 

’ — (x  — A)  X (x  + A) . . . . (x  + nii). 

partie  x (x  -j-  A) . . . (x-i-  nh)  étant  commune  aux  deux 
produits  qui  composent  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion, nous  pouvons  la  mettre  en  faicteur  commiin,  et  nous 
aurons  ' ‘ 

\ 

^J■  = [x(x+A)  (x-f-aA). . . (x+nA)J  [x-f  A+nA — (x— A)]. 
- \ *'  • 

Le  second  facteur  se  réduit  à"  (/»+a)A,  et  comme  il  est 
constant,  nous  pourrons  le  faire  passer  hors  du  signe  S; 
intégrant,  nous  aurons 

jr  =x,(n  a)  A 2 [x  (x  d-  A)  (x  -f-  aA). . . (x  +viA)]. 

' 4 • V.  * ■ I 

Mettant  la  valeur  de.^  donnée  par  l’équation  (49)  > chan- 
geant les  deux  membres  de  place  et  divisant  par.  2)  A, 
nous  trouverons  enfin  , 

t ■ ' ” f 

2x(x4-A)(x-|-2A)  . , .(x+/iA)sis^|^p^[x(x+A). . ,{x-f 
(Note  quiniieme.)  . * 


* 
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^ application  du  calcul  des  différences  à la 
sommation  des  termes  dune  série. 

554.  Un  des  grands  avantages  du  calcul  des  différences 

finies',  consiste  à déterminer  le  terme  sommatoire  d’une  sé- 
rie, c’est-à-dire  l’es  pression  algébrique  au  moyen  de  la- 
quelle on  peut  trouver  les  sommes  des  termes  de  cette  ' 
série.  . ^ , 

Nous  allons  'csaminer  comment  le  terme  sommatoire 
peut  être  obtenu  lorsqu’on  connaît  le  l^rme  général  d’une 
série.  Pour  cela,  soltla  suj|^e 

a,  a,,  . Ob—h  <*«...  (5o),  • • 

qui.  correspond  aux  indices  , • 

o,  I,  2,  3,  4>*'> 

1 

Nous  voyons  qu’en  donnant  successivement  à n les  valeurs 
O,  I,  2,  3,  n,  on  formera  avec  a«  tous  les  termes 

de  l’équation  (5o)  ^ a„  en  est  donc  le  terme  général.  Mais  • 

ce  teràie  général' peut  être  regardé  comme  la  différence 
dont  s’accroîtrait 

' <*  + + «»  4- Û3, , . ■4-a,_,  . ..  (5i), 

pour  former  la  fonction  (5o).  / 

Par  conséquent , si  nous  ,d^^'gnons  par  S la  somme  des 
termes  de  la  suite  (5i),  nous  aurons 

aS=æ,; 

d’ou  nous  tirerons , en  intégrant , 

S = £an . . . (52). 

555.  Telle  sera  la  somme  des  termes  compris  incl  usi vement 
depuis  a jusqu’à  fl,_,  , c’est-à-dire  jusqu’au  terme  qui  oc- 


l 
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cupe  le  (n  — ly*’”»  rang,  à partir  de  fl,;  mais  si;  au  lieu 
de  compter  les  rangs  depuis  fl, , nous  tes  comptons  depuis 
fl,  le  terme  a„^  occupera  le.n‘‘‘"“  rang;  et  alors  les  indices 

O y 1,  2|  (fl  0»  t r 

■ t 

de  la  suite  (5i)  se  cliangcront  en  ces  autres  indices, 

' 4 

' •>  3,  4f  ’• ,”» 

■de  cette  manière,  le  terme  sommatoire  S exprimera  la  suite 
des  termes  compris  depuis  n=  I jusqu’i  h = n. 

556.  Pour  en  donner  un  exemple,  cliercbons  le  terme 
sommatoire  de  la  suite  * ■.<  ■■■ 

3,  7,  II,  i5,  19,  a3...-  (53), 

ddnt  le  terme  général  est  4fl  + 3.  Celte  formule  nous  don- 
nera 

S = s (4fl  -f-  3) , 

ou  • ■ I • 

S = 4^fl  32n“t . . (54)  ; - ’ 

■ f . t 

mettant  fl  à la  place  de  x,  dans  les  équations  (43)  et  (4^), 
et  faisant  Ax=i,  parce  que  les  indices  croissent  d’une  unité, 
nous  déduirons  de  ces  équations 

t 

2:71®  = fl , Zn  = î fl’  — î fl  ; ; 

substituant  ces  râleurs  dans  l’cquatioh  (54),  réduisant  et 
ajoutant  une  constante,  nous  trouverons  <' 

S = 2«’  + fl  + conslanle. . , (55). 

On  déterminera  la  constante,  en  remarquant  que  quand 
« r=  O , la  somme  $ des  termes  est  nulle,  ce  qui  réduit 
l’équation  (55)  à ; - : , ' j . 

constante  = o. 
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t 

Supprimant  donc  la  constante,  nous  aurons 
S = 3.n‘‘  + «. . . (56). 

557.  Pour  appliquer  cette  formule  à la  sommation  des 
termes  de  la  suite  (53) , nous  observerons  que  ces  termes 
étant  au  nombre  de  six,  nous  avons,  art.  555, 

n =1  6; 

mettant  cette  valeur  dans  l’équation  (54) , nous  trouverons 
S = 78. 

558.  Cberchons  encore  les  quinze  premiers  termes  de  la 
suite  des  nombres  naturels,  c’est-à-dire  sommons  la  série 

I,  2,  3,  4>*** 

le  terme  général  de  cette  suite  étant  n i , art.  543 , 
noqs  avons  pour  son  terme  sommàtoire 

, S =s  2*  -4-  2jr°. 

Au  moyen  de  la  première  des  équations  (45)  et  (43), 
dans  lesquelles  nous  changerons  x en  n et  aæ  en  l’unité, 
nous  rédairons  celle-ci  à 

S = in^-k  in. 

Cette  équation  , comme  celle  de  l’exemple  précédent,  pe 
comporte  point  de  constànte. 

Les  indices  ne  düTérant  pas  des  termes  de  la  série,  nous 
trouverons,  en  faisant  n = i5,  que  la  somme  de  ces  termes 

Cit 

/ S = 120.  , 

55g.  Pour  troisième  application , sommons  la  suite 

1 -f-  4 *4"  H d"  * ^ ~h  ^ 36  -4“  49  “1“  ^4  “1"  ^ * ~i~  * uu  , 

« 
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qui  est  celle  des  dix  premiers  termes  des  carrés  de  U suite 

des  nombres  naturels.  ï.e  terme  général  de  cette  suite 

étant  (x4~  i)%  art.  543,  nous  aurons  pour  le  terme  soni- 

matolre 

S = 2 (n  + i)*  = 2 (n*  an  4-  i)  = Zn*  + aZn  +•  Sn*  ; 

substituant  dans  cette  expression  les  -valeurs  de  Zn%  de  Zn', 
et  de  Zn°,  données  par  les  équations  (46),  (45)  et  (43) , dans 
lesquelles  on  changera  a:  en  n et  Ax  en  l’unité»  le  terme 
sommatoirc  aura  pour  expression 

S = 3 n’  + ; n’  -4-  I n 4*  conslanle. . . {S'j)  ; 

et  comme  le  nombre  des  termes  de  la  série  est  lo , nous 
trouverons  en  faisant  n = lo , 

S = 385. 


Nous  n'ajoutons  point  de  constante,  par  la  raison  que 
nous  avons  expliquée  art.  556;  mais  si , an  lieu  de  compter  la 
suite  depuis  le  nombre  i , on  la  comptait  depuis  le  nombre 
36 , la  somme  des  termes  qui  précèdent  36  devrait  être 
nulle.  Par  consé^ieut  en  faisant  n — 5,  on  devrait  avoir 
S=o.  Cette  hypothèse  réduirait  l’équation  (5^),  k 

constante  = — 55  ; 


cette  valeur  changerait  l’équation  {S'f)  en 

S ^ „ 55. 

' S a D 

et  comme  le  nombre  des  termes  de  la  suite  proposée  est  10, 
en  faisant  n=  10,  on  aurait  pour  la  somme  des  termes  de 
celte  série,  compris  depuis  36  jusqu’à  ipo  inclusivement. 


S = I^  + ^_55, 
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s = 385— 55  = 33o. 

De  t interpolation. 

> 

56o.  L’interpolation  a pour  but  d’insérer  dans  une  suite 
de  termes  qui  suivent  une  certaine  loi , d’atilres  termes  su- 
bordonnés à cette  même  loi. 

56i.Si  l’on  nous  donnait,  par  exemple,  les  coordonnées  AP 
et  PM,  fig.  102 , AQ  et  QN  de  deux  points  M et  N,  situés  Fig.  lo». 
sur  un  plan,  il  suEGrait  de  faire  passeï-  la  droite  MN  par  ces 
deux  points  pour  résoudre  le  problème;  car  il  est  évident  que 
les  «©ordonnées  AP  et  PM,  AQ  cl  QN , et  toutes  celles  de 
la  droite  AN  seraient  enchaînées  par  une  même  loi. 

502.  Si  trois  points  L,  M et  N,  lig.  io3,  donnés  surFig.toS. 
le  même  plan , étaient  déterminés  par  les  coordonnées 
AI,  IL,  AP,  PM,  AQ  et  QN,  en  faisant  passer  l’arc  dC( 
cercle  LMN  par  ces  trois  points  , on  satisferait  encore 
an  problème  ; mais  l’arc  LMN  ne  pourra  plus  nous  en 
offrir  la  solution,  lorsqu’on  nous  donnera  un  plus  grand 
nombre  de  points.  D’ailleurs,  quoique  le  cercle  soit  une 
courbe  facile  à décrire,  il  n’est  point,  par  son  équation,  celle 
qu’on  pourrait  regarder  comme  la  plus  convenable  au  cas 
présent.  Nous  en  choisirons  donc  une  autre  qui  se  prête  plus 
facilement  aux  hypothèses  que  nous  pourrons  élablfr  sur  le 
nombre  de  points  par  où  la  courbe  doit  passer.  Cette  courbe 
est  la  parabole  de  tous  les  genres,  qui  est  comprise  dans 
l’équation 

y *='Mx  + Ni*  -f  Px3  + Qx‘  4-  etc, . . . , (58), 

563.  Supposons  donc  que  par  l’observation , ou  par  tout 
• autre  moyen,  on  soit  parvenu  à savoir  que  les  abscisses  AI, 

AP,  AQ,  AR,  fig.  i©4,  ont  pour  ordonnées  correspondantes  F!g.  104. 
IL,  PM  , QN,  lis,  etc.;  si  ces  abscLsses  sont  représentées 
de  la  sorte,  n,  6,  c,  d,  etc.,  et  que  leurs  ordonnées  le  soient 

1 '' 

« 
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par  k,  B , C , D , etc. , l’éqnation  (58) , dans  laquelle  les 
coefliciens  M,  N , P,  Q,*etc. , sont  indéterminés,  sera  satis- 
faite aussi  bien  par  les  valeurs  a et  Â que  par  les  valeurs 
b et  B,  et  ainsi  de  suite  ; de  sorte  que  l’on  aura  pour  dé- 
terminer les  coefliciens  M , N,  P , Q , etc-,  les  équations 

A = M + Na  + Pa’  -f-  Qa*  + etc.  "j 
B = M-|-K6  + P**  + Q(''’  + etc.  / ' ' ' 

C = M+Nc  + Pc*+Qc’-+-elc.  L..  (Sg), 

D = M + ^ d-f  Pd‘ + etc.  1 

etc.  etc.  etc.  } 

Ces  équations  devront  être  ou  même  nombre  que  les  coefli> 
ciens  M , N , P,  Q , etc. , qui  sont  à déterminer.  Si  la  pre- 
mière est  retraneliée  de  la  seconde,  et  que  la  seconde  le  soit 
de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite,  on  obtiendra 


B — A = N(i  — a)  -I-  P(A»—  a»)  + Q(b^  — a’’)  -f-  etc. , 

C — B = N(c  — i)  + P(c>—  i!;*)  + Q(c^  — b^)  ^ etc  , 

D — C ==:  N (d—  c)  -I-  P(d’  — O + — O '+  etc. , 

etc.  etc.  etc.  etc.  ; 


et  en  divisant  par  ce  qui  multiplie  N,  on  aura 
B 


b- 

C- 


* = H+p?^î:)  + Q(^5  + e,.. 

a I b-^a‘  ' ^ (b  — a)  ' 


etc.  etc-  etc. 


(6e). 


Les  termes  qtii  se  trouvent  compris  entre  les  parenthèses* 
étant  la  cVilTérence  de  deux  quantités  élevées  à une  même 
puissance,  sont  de  la  forme  u™  — i/”',  or  on  sait  qu’une  ex- 
pression de  ce  genre,  lorsque  m est  un  nofnln’e  entier,  est 
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exactement  iliris^Ie  par  « — t'  et  tienne  (note  seizième) , 

en  comparant  les  quantités  (6* — a‘‘),  (A* — tr*) , (c* — b*)  ,etc., 
de  cette  formule,  on  peut  les  décomposer  ainsi 

(b  — a)  (6  + <7} , (b  — a)  {b^  + ai  + a')  etc. , 

et  en  substituant  ces  Talents  dans,  les  équations  (5g),  on 
obtient  qes  résultats 


= N + P(i + fl)  + Q(i*+«5+o’) +etc. 
= N + P(c  + i)  -f  Q(c»+ci +i“)+etc. 

5^  = N + P(c  + d)  + Q(d'+c<^+0+etc. 

a — c 

etc.’  etc.  etc. 

Si  l’on  suppose  * 


, ..  (6?.). 


B— A 
Â—a 


B', 


C— B_^,  D — C_ 
c —b~^\d—ç~ 


se  composant  de  Taleurs  données , seront  encore 
des  quantit^  connues  j et  en  les  substituant  dans  les  équa- 
tions (62),  on  aura” 

B',  =?  M + P(i  + a)  + Q(5*  + + a')  + ,etc. 

C' = N + P(c  4- 6) -f  + ci -f- i*) -h  etc. 

D'=  H 4-P(c  + d)4-Q(cl‘  4-.c</4’ Ç»)  +ç|ç. 
etc.  etc.  ‘ etc. 


alors  ces  équsftîons  remplaceront  les  équations  (5g)  dont  le 
nombre  sera  diminué  d’une  unité;  et  au  lieu  des  inconnues 
M,  N,  P Q,  etc.,  elles  ne  renfermeront  plus  que  N,  P, 
Q,  etc.,  c’est-à-dire  une  de  moins.  Si  encontinuant  d’opérer 
comme  ci-dessus  on  prend  les  différences  C' — B',  D'—  C',  etc., 
on  aura,  en  diTisant  par  le  multiplicateur  de  H,  ■ ‘ ^ 


4 


r 
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1:^  = P + Q [c--^-+t(c-»)] 
c—a  ^ c—a 

D'-C'_p  . ^ld‘-b*+c{d-b)]  . 

_p  + Q + etc. 

etc.  etc.  etc., 

et  l’on  Toit  que  les  diviseurs  c — a et  d — b disparaîtront 
encore  des  seconds  membres  de  ces  équations  ('*') , délivrées 
des  inconnues  M et  Pi.  En  continuant  d’opérer  ainsi  on  par- 
viendra à éliminer  toutes  les  inconnues  moins  une  seule, 
et  l’on  obtiendra  ensuite  les  valeurs  de  *M  , de  N , de  P,  de 

Q , etc. , qu’on  substituera  dans  l’équation  (58).  ; >■ 

564-  La  méthode  d’interpolation  dont  nous  venons  d’ex- 
poser la  tliéorle  apprii'llent  à Newton.  Lagrange  en  a <U)nné 
une  qui  repose  également  sur  le  facteur  commun  que  nous 
avons  supprimé , et  dont  on  peut  donner  la  démonstration 
suivante;  soient  donc p,  q,r,s,  etc.,  dÜTérentes abscisses  aux- 
quelles on  a reconnu  que  correspondaient  les  ordonnées  P,  Q, 

R,  S,  etc.;  si  l’on  regarde  p,  q,  r,  s,  etc.,  comme  des  va- 

(*)  Pour  s'assurer  qu’il  en  est  de  même  de  tont  terme  des  équatious  (63), 
soient 

k(h*  — a*)  k(c‘  — b")  k(d‘  — e")  ^ 

b-a~'  c-b  ’ 

les  Tsleurs  gêne'rales  du  dernier  terme  des  équations  (63)  , noos  trouve- 
rons en  Us  développant  ti  l’aide  de  la  formule  (6i),  , 

' C'  = N-|- etc.’. . . q- (c*-’ -f- i*c"-s. . . -t-i"-’),  ' 

B'  = N -t-  etc. ...  -f-  * («•-■  -I-  ba—  -t-  b'a^>. . . q.  t— 

Nous  avons  écrit  dans  un  ordre  inverse  la  quantité  renfermée  entre  les 
dernières  parenthèses , pour  qu’elle  soit  ordonnée  par  rapport  à b , cominc 
l’aolre. 

■ Prenant  la  différence,  nous  trouverons  ' ' ■ ‘ ■ 

C'— B'=. . ..  b (c«-*  — a*-’)  + i*  (c*->  — a"->)  etc.]  V 

quantité  qui  est  divisible  exactement  par  c — a. 

Il  en  serait  île  même  des  autres  différences  T/  — C',  etc.  ' 
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leurs  qui , mises  à la  place  de  x dans  une  certaine  équation, 
ameneut  |K)urj^  celles-ci  P,  Q,R,  S,  etc.,  celte  équation 
devra  avoir  la  forme  suivante 

^ ^ AP  -j-  BQ  -f-  CR  -1-  DS  -f-  etc. . . (64). 

En  eflet,  la  condition  exigée  sera  remplie,  si  en  y faisant 

x=p,  on  a A=i , B=o,  C=o.  D=o,  etc...,  (65), 

x-=qy  on  a B=i,  A=o,  C=o,  D=o,  etc.;..  (66), 

x = r,  on  a C=x=i , A=o,  B=o,  D=o,  etc....  (67), 

etc. , etc. , etc. 

Pour  satisfaire  aux  équations  B=;o,  C=o,  D = o,  etc.,  du 
n“  (65) , il  faut  que  B,  C,  D,  etc.,  soient  des  formes  suivantes 

B=(x— />)Q',  C=(x-/»)R',  D=(x—p)S\  etc....  (68). 

On  prouverait  de  même  que  pour  satisfaire  aux  équations 
A=o,  C = o,  D = o,  etc., du  n®  (66),  le  facteur  X — y doit 
appartenir  à tous  les  coefficiens  A,  C , D , etc.,  hors  à celui 
de  Q , et  qu’il  en  sera  de  même  des  facteurs  x — r,  x — s,  etc., 
à l’égard  des  coefficiens  de  P,  de  Q,  de  S,  et  ‘de  ceux  de  P, 
de  Q et  de  R,  etc. 

Si  nous  nous  bornons  aux  quatre  premiers  termes  du  se- 
cond membre  de  l’équation  (64) , c’est-^à-dire  à ceux  qui  ne 
sont  pas  compris  dans  l’etc.,  on  voit  donc  que  la  valeur  de  j- 
sera  de  la  forme 


0 


jrz=a(x  — q){x  — r)(x—s)P  ^ 
+ {x—p){x—r)(x  — s)q  I 
-f  y (x— />)(x  — y)  (x— s)R  l" 
-h  • — />)  (^—9)  (^—  r)  S.  J 


(%)• 


Or,  pour  que  le  coefficient  de  P se  réduise  à l’unité  quand 
*=/',  il  faut  que  « soit  de  la  forme 


ip—  y)  (p—r)  (p—s)' 
On  démontrerait  de  même  qu’on  doit  avoir 
Elém.  de  Cale,  diff.  _ 27 
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^ {q-p)*q-r) {q-4' '^ir-p){r-q){rsy  ‘ {s-p){s-q){s-r)'’ 

substituant  ces  valeurs  et  celle  de  « dans  l’équation  (69} , 
on  aura  donc  cette  formule  d’interpolation 

(^— ?)(-g— ^)(^— ^)  P . f)(^— ^)q') 

{p—>]){p—r){p—i>)  (9—pXÇ—''X9—*J  l /._x 

(r—p)(x—rXx—s)  (Jf— r)  „ 

('•—p)  {'•—çX''—^)  (*  — p)  (-f— ?)  (^ — »•)  ’ 

Par  conséquent,  si,  fig.  io5,  à l’aide  des  coordonnées 

A/'=/’>  P*  = P. 

= 9^=Q, 

Ar  = r,  rm  = R , 

Aj  = « , sn  = S , 

011  construit  les  points  k , l , m , n,  par  lesquels  passe  une 
courbe  klmn,  une'valeiir  arbitraire  AP  donnée  à l’abscisse 
X,  étant  mise  dans  l’équation  (70),  déterminera  toujours 
pour  J la  valeur  PM  , qui  correspondra  à cette  abscisse. 

Dans  ce  qui  précède  , les  accroissemens  donnés  à x 
peuvent  être  quelconques  ; mais  s’ils  étaient  égaux,  en  les 
représentant  par  Ax,  la  formule  de  Newton,  démontrée 
page  392,  et  dans  laquelle  on  ferait  Ax  constant,  pourrait 
servir  à l’interpolation  ; c’est  ainsi  que  nous  en  avons  fait 
usage,  art.  546,  pour  trouver  le  Ic^aritbme  d’un  nombre 
, donné. 

t 

FIN  DU  CA1.CÙL  DFS  UIFfêllBNCES. 
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Du  calcul  des  variatiorù.  ^ 

Principes  fondamentaux  de  ce  calcul.  ' 

565.  Si  un  point  M,  fig.  io6,  pris  sur  une  courbe  ouFîg.  io<J. 
surface  courbe  , est  transporté  en  N,  l’ordonnée  = PM  , 

qui  détermine  ce  point  M , recevra  un  accroissement  MN 
qu’on  nomme  la  variation  de  jr. 

566.  Par  exemple  , lorsque  la  courbe  BC,  fig.  107  , change  Fig.  107. 
d’inflexion  et  devient  Bc , la  variation  de  l’ordonnée  PM  sera 

Mn;  et  la  même  abscisse  AP  appartiendra  à l’ordonnée  pri- 
mitive PM  et  à l’ordonnée  Pn  ainsi  accrue  de  la  variation. 

Enfin  , si  l’ordonnée  PM,  fig.  107,  en  se  prolongeant,  ren-  Fig.  107. 
contre  d’autres  courbes  Bc,  Bc',  Bc",  etc.  ; les  parties  in- 
terceptées Mn,  Mn',  M’n",  etc.,  seront  les  variations  dont 
cette  ordonnée  s’accroîtra  successivement. 

567.  On  peut  remarquer  que  ce  qui  distftigue  une  va- 

riation d’une  différence,  c’est  que  nous  changeons  de  courbe 
lorsque  l’ordonnée  PM,  fig.  108,  reçoit  une  variation  MN;  Fig.  108. 
.tandis  que  nous  restons  sur  la  même  courbe  lor.sque  l’ordon- 
née PM'devenant  P'M’,  s’accroît  d’une  différence  M'Q,  qui , 
comme  ou  l’a  vu , art.  517,  se  change  en  différentielle  dans  , 
le  cas  où  cette  différence  est  infiniment  petite.  , 

568.  Dans  ce  qui  va  suivre , nous  conserverons  la  nota- 
tion djr  pour  exprimer  la  différentielle  de  PM  =^,  fig.  io8,  Fig.  108. 
et  nous  emploierons  la  caractéristique  D pour  exprimer 

37.. 
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la  différence  finie  M'Q  = dont  s’accroît  une  ordonnée; 
et  nous  désif^nerons  par  Aj  la  Tariatiop  MN  de  J-,  et  par  «re- 
cette variation  lorsqu’elle  deviendra  infiniment  petite. 

56g.  D’après  ce  qui  précède , une  variation  ayant  donc 
lieu  lorsqu’on  passe  d’une  courbe  à l’autre,  cela  peut  ar- 
river de  différentes  manières.  Par  exemple , si  dans  la  pa- 
Fig.  log.  rabole  CED  , fig.  109,  dont  l’équation  est 


jr  = b + ax*. ..  (i), 

• la  constante  à devient  a , la  courbe  se  rétrécira  ou  s’élar- 
gira, suivant  que  a sera  plus  grand  ou  moindre  que  a ('’).* 

5^0.  Si  au  contraire,  la  constante  b de  l’équation  (i)  va-' 

' riait  seule , cette  constante  ne  ferait  que  changer  la  position 
Fgi.  I <0.  de  la  courbe  en  la  transportant , fig.  110,  de  CED  en  C B’D  ^ 
on  en  C"B"D'. 

5'j  I ..  En  général , on  voit  que  lorsqu’une  courbe  est  trans- 
portée dans  l’espace,  les  coordonnées  de  l’origine  qui  entrent 
comme  constantes  dans  son  équation  changent  de  valeurs  ; 
d’où  il  suit  que  c’est  encore  par  la  variation  des  constantes 
qu’une  courbe  change  de  position.  Aussi  les  géomètres  sont- 
ils  en  usage  d’affecter  la  caractéristique  ^ aux  différentielles 
4|ui  se  rapportent  a des  points  de  1 espace,  différentielles  qui, 
comme  on  le  Voit,  ne  sont  antre  chose  que  des  variations, 
et  de  donner  la  caractéristique  d aux  différentielles  qui  se 
rapportent  à des  point  pris  sur  une  courbe  ou  sur  une  sur- 
face courbe , et  en  général  à tout  système  de  points  com- 
posant un  solide  ou  le  terminant. 

5<ja.  La  constante  qui , par  sa  variation , a donné  celle  . 
de  J',  était  en  évidence  dans  l’équation  (1)  ; mais  le  plus 


(*)  11  est  facile  de  s’en  convaincre;  car  si,  pour  une  même  atisclsie 
Fi-,  loQ  AP  = I , fig.  109,  a s’augmente,  réqnation  (t)  montre  que  l’ordonnca 
8-.iugmentc  aussi.  Cette  ordonnée  PM  devenant  PN , appartient  nécessai- 
rement il  nne  parabole  EBN  moins  évasée  que  la  parabole  CBM. 
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souvent  celte  constante  ne  paraît  pas  même  dans  l’équation 
de  la  courbe. 

Prenons  pour  exemple  l’équation 


{jr  -^-bx  — a)*  = e’jp  -}-  au’ ...  (2) , 

qui  est  celle  d’une  parabole  représentée  par  la  lig.  1 1 1 (’),  t'ig.  m 
et  supposons  que  l’on,  fasse  varier  le  paramètre,  la  courbe 
écartera  .ses  branches  plus  011  moins.  Or,  le  paramètre  n’est 
ni  a,  ni  i , ni  Cy  mais  est  une  fonction  de  ces  constantes 
(voyez  ma  Théorie  des  Courbes  (**),  page  247):  d’o“  d " 
suit  que  dans  la  parabole  même  la  constante  qui  varie  n’est 
pas  toujours  une  de  celles  que  renferme  son  équation. 

Nous  verrons  bientôt  qu’on  peut  se  dispenser  de  con- 
naître cette  constante , et  qu’il  suffit  de  déterminer  lès  coor- 
données sur  lesquelles  elle  porte  son  influence.^ 

5^3*.  Soit  maintenant  Y une  fonction  des  variables  x et 
et  de  leurs  coefficiens  différentiels;  nous  pourrons. regar- 
der V comme  l’ordonnée  PM,  fig.  1 12,  d’une  courbe  située  Fig.  ns. 
dans  l’espace,  qui  aurait  x et  ^ pour  ses  autres  cooi- 


(*)  En  efiRst,  faisant  ar=ao,  y a denx  valenra  qui  dtficrminent  les  points 
BctCt  faisant  ensnits  ys=o,  on  tronve  les  abscisses  AD  et  AE,  ce  qui 
annonce  que  la  courbe  passe  encore  par  les  points  D et  E;  nous  voyons 
de  plus  qu’elle  ne  pent  s’étendre  indéfiniment  dans  le  sens  des  .t  Qt^atifi; 
car  l’éqnstion  (0)  noos  donnant  , 

y = a — bf±.  Ÿ e*j:  ■+•  an*  , 

si  l’on  y remplace  ar  par la  valeur  de  y deviendrait  imaginaire  lureque 

e*x  surpasserait  an*.  Cette  conrbe  ne  pent  donc  être  située  que  comme 

nous  l’avons  représentée,  fig.  iii. Elle  est  nne  parabole,  parce  que  si  l’on  P<g-  iil. 

développe  le  carré  du  premier  membre  de  l’équation  (a),  il  est  manifeste 

que  le  carré  dn  coefficient  ai  de  xy  sera  égal  h quatre  fois,  le  produit  des 

coefficiens  de  t*  et  de  y’,  ce  qui  est  le  caractère  de  la  parabole.  [Théorie 

des  Courbes  du  second  ordre , page  87.)  ' 

(**)  Il  n'est  point  venu  à ma  connaissance  qu’avant  la  ptiblicaiion  de 
l'onvrage  cité , on  eût  assigt^'  la  forme  de  cette  fonction.  t 


t 
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données.  Supposons  que  l’on  passe  de  l’ordonnée  PM  = V 
à une  autre  ordonnée  P'M',  la  différence  M'r  de  ces  ordon- 
nées sera  en  (général  une  quantité  finie  que,  conformément 
à l’art.  568 , nous  représenterons  par  DV  (*)  ; nous  aurons 
donc 

FM'  = PM  + M'r, 

ou 

V'  = V+DV. 

Cela  posé,  sup|>osuns  que  , par  la  variation  de  la  courlie 
MM',  les  ordonnées  PM  et  FM'  deviennent  PN  et  P'N';  si, 
art.  568,  nous  nous  servons  de  la  caractéristique  A pour 
indiquer  l’accroissement  dû  à la  variation , et  que  par  con- 
quent  nous  représentions  par  aV  et  aV'  les  variations  MN 
et  M'N',  nous  aurons 

PN  = y + aV  , FN'  = V'  -f  aV'.  . . (3)  ; 

mettant  dans  cette  dernière  équation  V -j-  DV  à la  place 
de  V',  nous  trouverons 

FN'  = V -I-  DV  -f-  A (V  + DV). 

D’une  autre  part,  on  peut  regarder  PN  et  P'N'  comme  les 
ordonnées  d’une  certaine  courbe  NN'  qui  passerait  par  les 
points  N et  N'j  cl  de  même  que  dans  la  courbe  MM' , ^ de- 
vient J"  -t-  D^  lorsqu’on  passe  de  MP  à M'F,  de  même 
PN  ou  V -f-  aV  se  changera  en 

V + aV  -f  D (V  + aV)  , 

lorsqu’on  passera  de  PN  à FN'  dans  la  courbe  NN'.  On  aura 
donc  encore 

FN'  = V -f-  aV  -f  D (V  -f  aV) 


Fig.  1 12.  (*)  Nous  iU|iposoii>  celle  iliflvrencc  posilive  ilan»  la  courbe,  Og.  1 12  ; 

l'ig.  Ii3.  d évident  que  celle  différence  Mr  serait  négative,  fig.  ii3,  si  l'or- 
donnée FM'=  V , au  lien  d’élre  plus  grande  que  PM,  était  moindre. 


• . 
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comparant  ces  deux  valeurs  de  FM’,  on  trouvera  • 

V + DV  + A (V  + DV)  = V + aV  + D (V  + aV). 

Effectuant  les  opérations  indiquées  par  les  parenthèses,  et 
réduisant,  il  restera 

aD\  = DaV...  (4), 

ce  qui  nous  apprend  que  la  variation  de  la  différence  d’une 
fonction  V est  égale  à la  différence  de  la  variation  de 
cette  fonction.  ' 

S-jH.  Dans  le  cas  où,  au  lieu  de  V = y'(a:,  ^)  , nous 
aurions ^ , la  courbe  MM'  deviendrait  une  courbe 

plane  ; et  alors  on  regarderait  l’ordonnée  PM  comme  une 
fonction^  de  x.  La  démonstration  étant  la  même,  dans 
cette  hypothèse  on  trouverait 

ADjr  = DAj*...  (5). 

5^5.  Dans  cette  démonstration  , nous  regardons  la  va- 
riation aY  et  la  différence  DY  comme  des  quantités  finies  ^ 
mais  les  équations  (4)  et  (5)  ne  subsistent  pas  moins  si  aV 
et  DY  sont  desquantités  infiniment  petites.  Adoptant  pour  ce 
cas , art.  568,  les  caractéristiques  ^ et  d,  les  équatioris  (4) 
et  (5)  deviendront  * 

/dY=d/Y...  (6), 

* . . . (7). 

576.  Jusqn’è  présent  nous  n’avons  attribué  des  variations 
qu’àj^,  et  en  cela  nous  nous  accordons  avec  cette  obser- 
y&tion  de  Lagrange  : Dans  les  différenciations  par  S,  il 
faut  regarder  comme  constante' la  variable  dont  la  dff'é- 
rentielle  a été  prise  pour  constante.  Ainsi,  dans  l’hypothèse 
la  plus  firéquente  où  cette  différentielle  .est  dar,  il  s’ensuit 
qne  x doit  être  regardé  comme  constant  quand  on  prend  les 
variations.  Et  en  effet,  nous  avons  vu  que  la  même  al>scissc 
àP,fig.  107,  répondait  è diverses  Valeurs  PM,  Pn,  Pn.', 

. ( 
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Pn*  , etc- , de  l’ordonuée.  CepemUnt , Lagrange  sembla 
se  mettre  lui-méme  en  contradiction  arec  les  paroles 
que  nous  Tenons  de  citer,  lorsque,  dans  les  Mémoiret 
de  V Académie  de  Turin,  année  1759,  il  dontia  , sans  en 
expliquer  la  raison,  des  variations  aussi  bien  à x qu’à  j'. 
Ce  changement  iro|>ortant  dans  la  marche  qu’avaient  suivie 
jusqu’alors  les  géomètres,  fit  faire  un  grand  pas  à cette  partie 
de  l'analyse  et  en  changea  absolument  la  face;  mais  cela 
nécessitait  encore  plus  de  démontrer  sur  quoi  se  fondait  le 
procédé  de  Lagrange.  Prétendre  que  l’on  donne  par  là  plus 
de  généralité  à la  méthode,  ce  serait  éluder  la  dilBculté,. 
qu’on  ne  peut  lever  qu’en  montrant  de  quelle  manière  la 
|K>sitian  des  plans  coordonnés  détermine  x à recevoir 
des  variations  aussi  bien  que  y.  Pour  cela , nous  ferons 
préliniinairemcnt  remarquer  que,  dans  le  cas  de  l’art.  566, 
les  variations  étaient  supposées  perpendiculaires  au  plan 
des  X,  y ; mais  quelle  que  soit  la  cause  qui  produise  ces 
variations,  on  voit  qu’elle  ne  dépend  pas  de  notre  volonté, 
et  qu’il  en  est  de  même  de  la  fixation  des  plans  coordonnés, 
qui  peut  être  subordonnée  à certaines  conditions  du  pro- 
hlëroc , et  même  avoir  été  déterminée  avant  que  les  points 
de  la  courbe  aient  changé  de  place. 

Il  suit  de  là  que  dès  qu’entre  mille  (xisitions  difiërentcs 
que  peut  prendre  la  direction  de  la  variation  qui  affecte 
un  point  M,  il  n’y  en  a qu’une  ou  elle  soit  perpendiculaire 
au  plan  des  x,  y,  nous  devons,  en  thèse  générale,  re- 
garder cette  variation  comme  inclinée  à ce  plan.  Cela  posé, 
nous  allons  démontrer  que,  dans  ce  cas,  non-seulement 
y,  en  variant,  fera  varier  x,  mais  que  leurs  variations 
déjiendruiit  encore  l’une  de  l’autre. 

Ig.  1 14-  Pour  cet  effet,  soit  MN,  lig.  1 14,  la  variation  qu’aura  reçue 
le  point  M d’une  courlx;,el  imaginons  qu’un  plau_y'Ax',  au- 
quel la  direction  de[MN  était  perpendiculaire,  passe  par  l’ori- 
gine des  coordonnées:  ce  plan  ayant  une  position  différente 
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de  celle  de  yAx , MN  sera  donc  incline  à ce  dernier',  d’où  il 
suit  que  lorsque  le  point  M sera  transporté  en  N , les  coor- 
données AL,  LP  et  PM  deviendront  AU,  HQ  et  QN , et 
s’accroîtront  des  dift'érences  LH,  QR  et  NI;  ce  qui  montre 
évidemment  que  quand  une  ordonnée  MP  = V subit  une 
variation , il  en  doit  être  de  même  des  coordonnées  AL=  x 
et  LP  = ^. 

5']'}.  11  s’agit  maintenant  de  démontrer  la  dépendance  qui 
existe  entre  les  variations  de  ces  coordonnées. 

Pour  cela,  soit  toujours,  fig.  1 14,  MN  la  variation  qu’aura  Fig- 
reçue  le  point  M perpendiculairement  à un  plan  j^'Ax';  me- 
nons par  ce  point  M la  perpendiculaire  MP  au  plan  donné 
des  X,  jr,  et  prolongeons  PM  jusqu’en  S;  il  s’ensuit  que 
l’angle  SMN  formé  par  deux  perpendiculaires  MS  et  MN 
aux  plans  yAx  et  yAx',  en  mesurera  l'inclinaison,  et  que 
ces  plans  se  confondront  lorsque  l’angle  SMN  sera  nul. 
Cela  posé,  menons  les  perpendiculaires  MI  et  NS  sur  la 
direction  des  ordonnées  MP  et  NQ,  le  triangle  MSN  sera 
rectangle  en  S ; et  comme  l’angle  SMN,  qui  mesure  l’in- 
clinaison des  plans,  est  déterminé,  il  suffira  que  l’on  nous 
donne , dans  le  triangle  MSN , le  côté  SM  pour  que  le  côté 
SN  =MI  en  résulte. 

Or,  SM  = NI  = NQ— MP=aV,  et  SN=PQ; 
et  .'wrnme  PQ  détermine  la  différence  LH=AH — ALc=ax, 
on  voit  que  ix  dépend  immédiatement  de  aV,  et  qu’il  en 
est  de  même  de  sy  a l’égard  de  Ax. 

5j8.  Lorsqu’on  passe  des  différences  aux  différentielles, 
la  même  dépendance  aura  donc  lieu  entre  ix  et  iy,  ce 
qui  est  bien  différent  de  ce  que  l’on  remarque  dans  le 
calcul  différentiel  , où , lors^iue  V est  déterminé  à l’aide 
des  coordonnées  x et  ^ , ces  coordonnées  |H>uvant  varier 
chacune  sé|>arctnent , il  n’y  a en  général  aucune  dépen- 
dance entre  dx  et  «ly. 

5-jg.  Examinons  maintenant  comment  sc  modifient  les 
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théorèmes  démontrés  art  5^3  et  5^4  lorsqu^  les  Tariations 
ont  des  directions  inclinées  au  plan*  des  x,  y,  et  oh  par 
Fig,  ii5.  conséquent  le  point  M,  fig.  ii5,  pour  arriver  en  N , ne 
suit  plus  la  direction  dn  prolongement  de  l’ordonnée  PM , 
comme  le  supposaient  les  démonstrations  des  art.  5^3,  674 
et  575. 

Dans  ce  cas,  le  point  M,  parvenu  en  N , aura  reçu  un 
. accroissement  d’ordonnée  qui  sera  exprimé  par  la  diOié- 
rence  QN  — PM  : nous  aurons  donc 

variation  de  PM  ou  aV  = QN  — PM. . . (8). 

D’un  autre  cdté,  l’ordonnée  PM  de  la  courbe  primitive, 
lorsqu’elle  deviendra  P'M',  s’accroîtra  d’une  différence  que 
nous  représenterons  par 

DV  = FM'^PM...  (9). 

, Qloos  déduirons  de  cette  équation  *>  1 

r.  If  ’i  ' ■" 

aDV  = variation  de  P'M'  — variation  de  PM. . . (lo)-. 

11  sTagit  de  démontrer  que  cette  quantité  est  égale  à 
l)&V.  Pour  cela , nous  voyons , par  Féquation  (10),  qu’il  faut 
d’abord  déterminer  la  variation  de  P'M*.  Or  , cette  va- 
riation ac  trouve  en  supposant  qn’aprës  qu’elle  a transporté 
Bl'  en.  an  eertaia  lieu  N' , on  prenne  la  différence  des  01^ 
doutées  de  .des  po|pts.  On  aura , de  la  sorte,  ' 'f  ^ 

,‘  î 

et , opmmele  prescrit  Féquation  (ro) , retrinehant  de  cette 
.variatiea  celte  de  PM , donnée  équation  (1^,  nous  trouve- 
rons' r H"  ^ .'I-.'»'  '»•<• 

• âDVasQTr  ^P'M'  — IQRXPM), 
ou  plutôt 

aDV=sQ'S'— FM'-QN-l-PM...  (II). 

a 
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D’uo  avtre  oàt4  <\ous  avons 

différence  de  QN  = Q'N'  — QN  ; 

et  en  mettant  la  valeur  de  QN , tirée  de  l’équation  (8) , dans 
laquelle  on  remplacera  PM  parV,  on' aura 
D( V + AV)  r=  Q'N'  — QN , 
retranchant  de  cette  équation  celle-ci  : ' , 

ÜV  = P'M'  — PM, 
il  restera  après  avoir  réduit 

DaV  =Q^N'^QN  — FM'  + PM...  (12). 

Les  seconds  membres  des  équations ' (i  1}  et  (12)  étant 
égaux,  il  en  résulte  ' ' 

<iDV  = DaV...  (i3). 

Si  l’on  passe  aux  limites , ou  , ce  qui  est  la  même  chose', 
aux  infiniment  petits,  on  aura  donc  encore 

^dv=d/'V...  (i4), 

éqnatioiv  qui  nous  fournit  encore  celles-ci  : 

= d^,  t'dx  = üx. . . (i5). 

1.  > 0, 

580.  Les  équations  (i3),  (14)  et  (i5)  ont  un  degré  de  gé- 
néralité que  nous  n’attribuons  pas  aux^uations  (4) , (5) , 
(6)  et  (.7)  ; car  elles  supposent,  comme  l’admettait  Ijsgrange, 
que  la  variable  x , renfermée  dans  V , est  une  quantité  dont 
on  peut  prendre  la  variation  tout  aussi  bien  que  celle  de 
comprise  également  dans  V. 

581. Les  équations(i4)ct  (i5)  vont  maintenant  nousservir 
à modifier  convenablement  les  formules  qui  contiennent 
des  difierentielles  et  des  variations  : car  les  formules  qui  ne 
contiendraient  que  des  variations  ne  diOerent  pas  des  dif- 
férenUelles.  Aussi,  comme  le  dit  Lagrange,  fo  ca/cul  des 

« 
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variation^  a-t-il  pour  but  de  différencier  sous  un  nouveau 
point  de  vue  des  quantités  qui  ont  été  différenciées  sous 
un  autre.  C’est  ce  que  l’on  sentira,  si  l’on  fait  attention 
q-ue  déterminer  la  variation  d’une  fonction  V de  se  ré- 
duit à trouver  l’accroissement  de  cette  fonction  lorsque  j" 
s’augmente  de  la  quantité  infiniment  petite  fy-,  il  est  évi- 
dent que  cette  question  doit  conduire  aux  mêmes  règles  que 
celles  que  l’on  emploie  pour  obtenir  les  difierentielles  or- 
dinaires. 

58a.  Par  exemple,  si  l’on  voulait  avoir  la  variation  de 
V = a-+/^‘: 

nommant  V'  ce  que  devient  V lorsque  jn  s’accroît  de  la 
quantité  infiniment  petite  on  aurait 

d’où  Ton  déduirait 

V'  — V ou  = vijiy  -f-  niy*-, 

passant  à la  limite,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  effiap 
çant  le  terme  niy',  qui,  étant  un  infiniment  petit  du  se- 
cond ordre,  doit  être  supprimé  k côté  du  terme 
*rlb  228,  il  resterait  pour  la  variation  cherchée 

fV  = 2nji-jr, 

|>  • ^ 

et  1 on  voit  que  le  procédé  est  absolument  le  même  que  cellii 
qui  déterminerait  la  dififérentielle  de  V,  qu’on  sait  être 

. dV  = 2/iydj'. 

583.  En  général,  pour  trouver  la  variation  d’une  fonction. 
V,  dont^  différentielle  est 

d V = Mdar  -f-  Ndj-  -1-  Pd/>  -j-  Qdÿ  •+■  etc. ...  (16) , ^ 

il  skifira  de  cjianger  la  caractéristique  d en  ce  qui 
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V 


donnera 

i'V  =x  Mfx  -|-  üijr  Vfp  + Q/ÿ  -f-  etc. . . . <17). 

Nous  pouvons  même  remplacer  M,  N,  P,  Q,  etc.  , par 
les  coefficiens  différentiels  que  ces  lettres'  représentent , et 

J 

nous  aurons 

= S + d-j  + d7'"^  + f 

584  ue  changeons  pas  àjr  en  fj"  dans  les  coefficiens 

différentiels;  car  l’un  de  ces  coefficiens  différentiels,  le  pre-  • 
mier  par  esemple , étant  le  quotient  de  Md:t  par  dx,  on 
doit  avoir  M pour  résultat,  tout  aussi  bien  que  si  l’on 
divisait  par  /x  ; il  en  est  de  même  des  autres.  Âussi 

les  coefficiens  différentiels  ^ ^ etc. , ne  renfer— 

dx  d^  dp 

meut- ils  dx,  dj~,  dp,  qu’en  apparence  , et  ne  sont-ils  dans 
le  fond  que  de  véritables  fonctions  dejf,àep,  de  q,  etc. 

585.  Remarquons  que , quoique  les  variations  soient  des 
différentielles  d’un  genre  particulier,  il  ne  faut  pas  croire 
que  /x  soit  à l’égard  de  iy  0e  que  dx  est  à l’égard  de  cIt"* 

En  effet , on  choisit  ordinairement  dx  pour  variable  indé- 
pendante, et  l’on  ne  peut  faire  la  même  chose  à l’égard 
de  tx-,  car  nous  avons  vu,  art.  578,  que  dX  dépendait 
de  Aussi  la  variable  indépendante  qui  détermine  l’ac- 
croissement de.^  n’est  pas  x,  mais  la  constante,  qui  devient 
variable  lorsque  les  points  de  la  courbe  changent  de  posi- 
tion. L’hypothèse  de  différenciation  est  donc  différente.  Par 
exemple,  si  l’on  a l’équation 

b^jr  = a*x*, 

et  qu’en  supposant  x constant  et  a variable,  on  cherche  le 
coefficient  différentiel , nous  trouverons , en  désignant  par  k 
l’accroissement  de  a , 


t 
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(«  + /•)*  , aV 

, y -J  _ ^ gr  _ 

accroiss.  de  a k * P ^ P * ' 

si , au  contraire,^  regardant  a comme  constant , on  fait  va- 
rier seulement  a?,  dont  nous  reprâenterons  l’accroissement 
par  on  a 


r-y 


accroiss.  de  x' 


'■ 1 


aa’j:  • a’  ^ 


^ La  première  hypothèse  appartient  à la  courbe  variée,  et  la 
seconde  à la  courbe  primitive;  et  l’on  voit'qn’en  passant  k 
la  limite,  on  obtient  T •’ 

d>-_^2a'‘x  iy  _203e* 
t\x  ‘ bi  ’ 7^~-  ’ 

ce  qui  jnontre  évidemment  que  la-arariable  indépendante , 
dans  le  cas  que  nous  considérons  , loin  d’être  est 
mais  lorsque  nous  déterminons  la  variation  d’une  henction 
V de  J-,  nous  n’examinons  pas  ai  .varie  par  l’accroisse- 
ment que  reçoit  x , ou  par  celui  que  reçoit  une  constante  ; 
aussi  le  procédé  qui  détermine  la  variation  est-il  le  même 
que  celui  qui  sert  à différencier,  ••  i 

506.  Cependant , on  se  tromperait  bien  si,  parée  que  tx, 
etc.,  entrent  dans  ilV  comme dar,  iy,  dp,  etc.,  en- 
trent dans  dV,  oi>4i;onclnait  que  est  égal  à dV.  Ce  qui 
établit  une  différence  entre  ees  expressions,  c’est  qu’on'  ne 
savait  assimiler  èx,  iy,  etc.,- dont  se  compose  Ja  pre- 
mière, aux  différentielles  d*,  dy,  dp.'  etc;,  qui  constituent 
la  seconde.  En  effet,  <^r,  S'y,  Jp,  etc.,  d’après  ce  qui  pré- 
cède, comportant  une  autre  variable  indépendante  que  celle 
qui  a lieu.»pour  les  différentielles  dar , dy,  dp,  etc.,  il  en  ré- 
sulte qn’ondoit  être  conduit,  par  des  hypothèses  différentes 
de  différenciation , a des  résultats  différens.  Aussi , lorsqu’une 
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forinule  contient  à la  fois  des  dilTérentieUes  et  des  varia- 
tions, nous  ne  devons  point  confondre  ces  deux  sortes  de 
quantités  ; dans  le  cas  où  une  semblable  formule  a lieu , le 
tbéorëme  de  l’art.  5^3  devient  applicable , et  nous  allons 
voir  qu’il  suffit  pour  établir  une  différence  entre  les  résultats 
amenés  par  le  Calcul  des  variations  et  ceux  qui  nous  sont 
fournis  par  le  Calcul  dijjérentiel. 

Cbercbons,  par  exemple,  la  variation  de  la  formule 

‘Ir 

Pour  cet  effet , on  déterminera  la  variation  par  la  règle  des 
tractions,  donnée  art.  i6,  et  nous  obtiendrons 

j-  z=s  — dj^Jd  J pi'àx 

P ^ , dx*  dx  d^  ’ 

transposant  les  signes,  ainsi  que  les  équations  (i5),  art.  679, 
en  donnent  le  droit , on  aura  pour  la  variation  de  p 


. ■ d/y  dix 


dx  * dx  " ' * 

En  cherchant  ensuite  la  variation  des  formules 


^ dx’  '^~dx’ 


on  trouverait  de  même 


dx/d/>  — dpidx  dx/dÿ— d<7/dx 

^ ~ dx*  » d^i  > 


effectuant  la  division  et  remplaçant  ^ et  — par  q et  par 

dx  dx  ' ^ r 


r,  011  trouverait 


. idv  /dx 
et  en  transposant  les  signes , 


/y-  = £l^_r  — 

dx  dx 
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Remarquons  que  la  formule  (17)  ne  ressemble  à la  for- 
mule (16) , dont  elle  a été  déduite,  que  parce  qu’on  n’a  pas 
mis  en  évidence  les  différentielles  renfermées  implicitement 
clans  les  fonctions  p,  <j,  r,  etc.;  mais  si  nous  remplaçons  ip, 
tq  et  h",  par  les  valeurs  que  fournissent  les  équations  (ig) 
et  (20),  et  que  nous  rassemblions  d’une  part  les  termes  po- 
sitifs et  de  l’autre  les  termes  négatifs , nous  trouverons 

Ar  = + NJr  + — (Pd^y  + Qd3p  + Miq  + etc.) 

— (Pp  + Qy  + etc  )- 

Lorsque  y seul  reçoit  des  variations,  cette  équation  se  ré- 
duit à 

elc..,.  (a,  ) ; 

et  cN)inme  en  transposant  les  caractéristiques,  on  obtient 

, d^ fdp S'd.dj’ d'J'jr 

dx  dx  dx*  dx’  ’ 

dx  cJx'*  ^ d,r^  ’ 

on  aura,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (21), 


r 


587.  Appliquons  maintenant  la  formule  (19)  à la  re- 
cherche de  la  variation  de  la  sous-tangente.  Pour  cet  effet, 
si  dans  l’expression  de  la  sous-tangente  qui , art.  6g,  est 
dx 

jr  — , nous  éliminons  le  coelücient  différentiel  au  moyen 


pour  <%tte  sous 


nous  aurons 
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tangente;  prenant  la  variation  par  la  règle  des  fractions 
art.  18,  nous  trouverons  ’ 

i'  sous-Uinsente  = ^ . 

P ’ 

meltanl  dans  cette  équation  la  valeur  de  donnée  par 
1 éi|uation  (19),  nous  trouveroos 

^ sous-tangente  = ■ ydf'x 

, P p^dar^  péx  ' 

remplaçant/,  par  sa  valeur  nous  ol.liendrons 


sous-tangente  : 


^ • J'dx  , . ' r 


588.  ^ théorème  renfermé  dans  l’équation  (i4),art.  570 
qui  seul  jusqu’à  présent  nous  a servi  à établir  une  dilTérence’ 
entre  les  résultats  fournis  par  la  différenciation  et  ceux  qui 
sont  donnés  par  le  calcul  de»  variations,  va'  nous  offrir  «i- 
core  des  corollaires  très  remarquables.  En  effet,  si  dans  l’é- 
quation  (i4),  page  427 , on  change  V en  dV,  on  aura 

^l“V  ap  d<MV , 

transposant  la  caractéristique  du  second  membre,  on  ob- 
tiendra - 

Al‘V  = d’/'Vi  ! .. 

Par  des  procédés  analogues , on  parviendrait  à cette  éoua- 
tion  générale  * 

W-V  = d‘•«^V. 

58g.  La  même  équation  (i4)  va  nous  conduire  à un  théo- 
rème non  moins  important.  Pour  cela,  si  nous  représen- 
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# /U=V...  (25-)j 

difTérenciant , ii  viendra 

ü=ï=dV, 

et , par  conséquent , 

/“ü  = ddV  ; 


transposant  la  caractéristique  du  second  membre,  en  vertu 
de  l’équation  (i4)i  on  trouvera 

* /“U  = d/V; 

0 intégrant,  il  viendra 

ffiJ  = /V; 

éliminant  Y an  moyen  ded’équation  (22),  on  obtiendra 
en£n 

ffü  = l/v...  (23)0; 

ce  qui  nous  apprend  que  l’intégrale  de  la  variation  d’une 
fonction  est  égale  à la  variation  de  cette  intégrale. 

.590.  On  peut  déduire  de  ce  théorème  un  autre  qui  lui 
est  analogue  pour  les  int^rales  doubles. 

En  effet , si  nous  supposons  . , . 


U=/A, 


.a. 


(*)  Le  tbéorime  renfermé  dans  cette  équation  a lien  également  ponr 
lei  difierencea  finies.  En  efièt,  ai  dans  l'éqnation  (i3),  page  437,  on  fait 
DV  = U,  cette  équation  deriendra 


intégrant,  on  aura 


AU  = DAV, 
2aU=aV...  (a4); 


mais  de  l’équation  DV  = U , on  tire 

. V = 2U; 

u'batitnant  cette  râleur  dam  l’équation  (34),  on  obtiendra 
2aU  = A2U. 
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l’é<|uation  (aS)  nous  donnera 

et  en  transpcoant  les  signes  f et  ^,.art.  589,  on  (tiendra 

On  trouTera  de  même 
ainsi  de  suite. 

591.  Les  théorèmes  démontrés  dans  les  articles  589  et 
690  nous  oflrcnt  de  nouveaux  principes  que  nous  pouvons 
maintenant  employer  simultanément  avec  celui  que  renfer- 
ment les  équations  (i5),  page  4^7  ; c^esVce  que  nous  allons 
faire  en  cherchant  quelle  est  la  variation  de  la  formule  inté- 
grale indéfinie  fU , dans  laquelle  U est  une  fonction  de  x , 
de  J"  et  des  différentielles  dx,  d*x,,d^x,  etc.,  djy,  d^, 
d^,  etc.  Pour  cet  effet,  supposons  qu’on  ait  trouvé  par  les 
procédés  du  calcul  différentiel 

du  = mdx  7id*x  -f- pd^x  -f*  çd*x  -f-  eta 

-f-  Mdj-  + Ndy -f-  Pd’j--|-  Qdtr+  etc. 

Nous  pouvons  regarder  cette  équation  comme  provenant  de 
celle  d’un  ordre  immédiatement  inférieur,  dont  un  voudrait 
prendre  la  variation.  La  dernière  différenciation  qui  nous  a 
fourni  1a  valeur  de  dU , nous  ayant  donné 

dU  = nidx nd.dx -{-/»d.d*x çd.d’x 
4- Md^ -f- Nd . dj' -H  Pd . d>- -f- Qd  • d*^, 

et  notre  intention  étant  de  (hire  rapporter  cette  dernière 
opérs^lon  à une  variation , nous  avons  séparé  par  un  point 
sur  la  droite  la  caractéristique  qui  y est  relative  dans  les 
termes  qui,  autres  que  mdx  et  Md/',  ont  subi  plusieurs  diffé- 
renciations, et  alors,  ainsi  que  nous  l’avons  fait,  art.'  583, 
pour  l’équation  (i6),  changeant  cette  caractéristique  en  d', 
nous  obtiendrons 

a8.. 
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/U  = mix  + n^àx  + p^A*x  yW*x  + etc.  î , g 
4-  Miy  + N«Wj-+  f^à'jr  4-  Q<Wîr  4-  etc.  J 

intégrant  et  mettant  ensuite,  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation,  la  caractéristique  devant  le  signe  d’inté- 
gration /,  comme  on  en  a le  droit , art.  689,  on  aura 

jrU  =/m^x4-/n<fdx4-//'«M*a:4/î<l'd^a:4-etc.  | - 

4-/M^r4-/NWj4-/PWj"4’yQ^d^.44-etc.  J”* 

Si  dans  le  second  terme , /nWx , on  transpose  la  carac- 
téristique, et  que  l’on  intègre  ensuite  par  parties,  art.  279, 
on  trouvera  d’abord 

fndtx  = nt'x  — fixdn. 

Pour  faire  subir  la  même  opération  au  troisième  terme, 
nous  obtiendrons  préliminairement , en  transposant  les 
signes  du  second  membre , 

fpfû*x  = fpi’ix , 

équation  qu’oa  peut  écrire  ainsi  : > 

fpid‘xz=  fpdfdfx), 

\t  en  intégrant  ensuite  par  parties,  on  trouvera 

yp/d*J?  = pAix  — fdpdix. . . (27). 

L’intégration  par  parties  pouvant  s’appliquer  aussi  à la 
dernière  intégrale  de  cette  équation , dans  laquelle  le  double 
signe  d/'  affecte  x,  nous  aurons  de  même  ' 

' fdpàt'x=ipS'x  — fà^pfx-, 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (27) , nous  obtien- 

dffOQs 

fpH'x  = pdix  — Ap^x  -\-fA*pfx. 

Appliquant  un  même  procédé  aux  intégrales /fAI*Jf,  etc.. 
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Dous  oontinoerons  i intégrer  par  parties  jusqu’à  ce  que  nous 
parvenions  à une  int^aie  qui  ne  contienne  plus  des  difië- 
rentieiles  de  x niélées  à des  intégrales,  et  nous  trouverons 

yÿ/d*ar  = — d^dd^  + d*y^S?  — /d’jJ'x, 


ainsi  de  suite. 

Opérant  de  même  pour  et  réunissant  d’une  part  les 
termes  qui  sont  délivrés  du  signe  /,  et  de  l’autre  ceux  qui 
en  sont  affectés,  on  aura  ce  résultat 


^0  = — dp~h  d*ÿ — etc,)  /x 

+ (/>  — dÿ  -f-  etc.)  d/S: 

•+•  (ÿ  — ^ etc.)  d* Jlr  + etc. 

4^-  (N  — dP  -f-  d*Q  — etc.)  jy 
+ (P>.-dQ+etc.)  dJy 
. + (Q  — etc.)  d‘/jr  + etc. 

+ /('»  — ■ d/l  + d*/>  — d’ç  -1- 
+ /(M  — dW  + d‘P  — d»Q  H 

5g».  Par  exemple , si  Pon  a ' 

I 

' ïT  4-  «ir* 

en  écrivant  ainsi  cette  équation  ' . ^ 

. ~ - s .• 

U = )/dx*  + àj*x 

' 

on  différenciera  par  la  rigte  de  Kart.  «4,  en  se  servant  de 
la  caractéristique  > au  lieu  de  d , et  Ton  aura 


etc 

-'etc 


>..>8). 

.)tx  \ * 
te.)  <îr  ' t 


/ü  =±  V'd*»  -4-  dj-  X d ~ / /^**-f-dj*...  f2Q)  ; 

y J y J 


lee  valeurs  des  variations,  indiquées  , étant  ensuite  détermi— 
nées  par  les  règles  des  «“•  i6  et  si , <mi  trouvera  ^ 
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J y/d^4  gArAlx -f  2djj^: 


_ 2 ^ dx*  -4-  djf'  I 


Vj-  . 'yŸŸ  V.  , 

mettant  cesjraleurs  dans  l’équation  (39)  , et  exéciitant  les 
opérations  indiquées,  on  obtiendra 

= _ 1 dxJhdbj4^^ 

^l/i*  * vy  V/djf*4-dj-  ' •■ 

faisant  pour  simplifier 


• v/dx’ -f- = da , • • 


pj-  ■*■ 


cette  s'aleur  de  d'il  se  réduira  k 

^u=-S-^-4r+'-^.M*+ _ 

^ dj  y'y  às)/jr 

En  comparant  celte  équation  à la  formule  (a5) , on.  trouvera 

ds 


M = ■ 


, -nL'-^'  N = -^ 

Vv^j’’  ’ às^y  a*Vj' 


n»  = o,  p = Of  q = o,  P = o,  Q=o,  etc.; 

\ • 

et  l’équation  (28),  réduite  dans  notre  cas,"  à 

, .TA  r V ■ 1 

ffV  = nix  H-  Njy  +/T  — dnJ'x  + (M  — dN)  iy]  , 
devient 

d/U  = iy  ■„  -.•l-.S 

, drV<r  dfV<r 

L Vdjyjr/^  _. 'aj'VO'  _ .^ds^jr/  J . 

, , ' V 

Cette  manière  de  déterminer  la  variation  de  /U  ap- 
partient à Lagrange  ; mais  , quoique  la  marche  de  ïes 
opérations  soit  assez  simple,  on  peut  trouver  à son  procédé 


Digilizedby  Google 


PRINCIPE*  PONDAMSNTAnX. 


439 

l’incpnvéniént  de  confondre  trop  }e»  quantités  différea- 
tielles  avec  les  quantités  finies.  Euler,  qui  donna  au  Calcul 
dififiérentiel  une  fornie  plus  en  concordance  avec  sa  vraie  roé> 
tapliysique,  remplaça  U par  U fonction  Vdx,dans  laquelle 
Y est  une  fonction  des  variables  x , et  de  leurs  coefficiens 
différentiels  successifs  p , Ç,  etc. , et  en  trouva  à peu  près  de 
la  manière  suivante  la  variation  (*). 

593.  On  a d’abord  par  le  théorème  xenfermé  daits  l’éqna^ 
tion  (a3) , art.  58g , 

jyTdx  =/3‘CVdx).  . . (3i); 

la  variation  de  Ydx,  indiquée  dans  le  second  membre  de; 
cette  équation  , se  déterminera  par  le  procédé  de  l’art.  i4  > 
et  en  cela  nous  agirons:  d’une  manière  entièrement  con- 
forme à l’hypothèse  oà  l’on  regarde  ces  variations  comme 
des  quantités  infiniment  petites;  éar,  dans  cet  article  i4, 
nous  n’obtenons  la  différentielle  d’un,  produit  de  deux  va- 
riables qu’en  nous  bornant  au  premier  terme  de  la  diffé- 
rence, ou,  ce  qui  est  la  même  chose',  en  négligeant  les 
termes  en  h*,  en  V,  etc.  , du  produit  zj"'.  Ainsi  .en  dé- 
terminant la  variation  comme  on  le  ferait  pour  un  pro-. 
duit  de  deux  variables , nous  aurous  . 

JhVdx  = VWx+dx/V;  ^ 

et  en  transposant  les  signes  ^ èt  d,  en  vertn.de  Péqua- 
tion  (i3),  page  4*7)  on  trouvera  ( 

/Ydx  :=  Vddx -4- dx^V. 

Au  moyen  de  ôette  valeur,  l’équation  (3i)  deviendra 


(*)  Euler  et  Lagrange  coneidéraient  encore,  dans  V d ancres  Tariables 
r,  t,  II,  i',  etc.  ; c’est  une  hypotliisc  que  noos  examinerons  hientôl,  et. 
BOUS  verrons  qu’elle  ne  complique  pas  la  solution  dn  problime. 


. ♦ 
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. : J/Vdjr:=/Vd^4./-dar^V. ..  (3a). 

Appliquant  au  premier  terme  du  second  'membre  de  celte 
équation  l’intégration  par  'parties,  qui,  comme  consé- 
quence de  l’article  i4,  suppose  encore  que  ^'  afiFecte  des 
quantités  infiniment  petites , ce  premier  tçrme  deviendra 

/Vd^x  ï='V<rar  — /dV/ir  ; 

cette  valeur  changera  l’équâlion  (3a)  en 


^/Tdx  = V/x-f/|;axJV— dViJir)..;  (33). 

Développons  maintenant  la  quantité  qui  est  entre  leS  pa- 
renth^s;  pour  cela,  nous  aurons  préliminairement 


remplaçant  les  coefliciens  différentiels  par  les  lettres  M,  N, 
Qj  etc.,  cette  équation  nous  donnera' 


dV  Mdx  -I-  Ndj^  4-  Pàp  + Qdy  -f  Rdr  -f-  etç . , (35). 

Cbangqpnt  la  caractéristique  d eu  /,  nous  obtiendrons  pour 
la  variation  de  V 'j  . \ ' i 

jy  = -I-  Nl^y  -f  4-  qj'q  4-  R,|r-4-  etc.  ; • 

éqnatiou  dans  laquelle  les  fonctions  Mj  P^,  P,  Q,  R,  etc., 
des  variables  Jf,  p,  q,  r,  etc.,  sont  des  mêmes  que  dans  l’é- 
quation précédente,  art.  584-. 

. Substituant  ces  valeurs  de  et  de  dV  dans  l’expression 
renfermée  entre  les  parenthèses,  de  l’équation  (33)  , nous 
changerons  celte  expression  en 

Axty  — d V/'x  •=  N (dxJy  — d^/x) 

\ ' 4*  I*  (dx/' P — àpfx)  ''  . 

. • - 4- QCdx/y  — dÿ/Tx)  ’ 

, -4- ïl(dx/'r-i^dr/'x)  4- etc. -, 
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faisant  dans  œs  équations  > 

47"  = pAx , àp  = qàx , Aq  = râx  , dr  = jdx,  etc. , 
nous  aurons  ^ 

dxd-V  — dV/'Æ  =5  Ndx  -t  pd'x)  J 
' -J-  Pdx  (fp  — ÿJit)  j 

• ' +Qdx(J'y — r/'x)  l...  (36). 

' • Rdx  (J’r  — sfx)  ( 

. 'etc.  ' j 

Soit  Jy—pfx  = t0..,  (37); 

et  diSërencions  en  employant  pour pix  le  procédé  de  la  dif-' 
férenciation  des  produits  de  deux  vaéiabies , art;  i4  i nous 
trouverons  - 

d^  pdi'x  — âpfx  = d« . . . (38)  ; 
prenons  ensuite , par  le  même  procédé , la  variation  de 
djr  = pdx,  ' 

nous  aurons 

<f(|r  = p^àx  + dxfp~  ; 

et  en  transposant  les  signes  ^ et  d , 

diy  = ^d^x  + dx^. . . (3g). 

Au  mojen-  de  cette  valeur  de  dfje,  nous  convertirons  l’é- 
qiiation  (38)  en 

dxd'^  — dpix  j=  de  ; ' 

remplaçant  dp  par  qdx , cette  équation  deviendra 
' ' ’ dx  (jtp  — qix)  S3  dw , 

et  par  conséquent  . , 

ce  qui  est  la  valeur  comprise  entre  les  parenthèses  dans  la 
seconde  ]igne>He  l’équation  (36).  ' ^ / - 


44>  CAteVh  DES  TAIUTI4WS. 

On  trouvera  de  même  \ 

X ■ * 

dT(^-sdjO  = etc;; 

i 

par  cea  râleurs  l’équation  (36)  deviendra 

m 

dx^_dV^a=R.dx+Pd.+Qd. ^+Rd(^.d^),  etc. 

Par  conséquent,  l’intégrale  que  renfermé  le  second  membre 
de  l’équation  (33)  sera 

/(dx^V-dV/a:)=/N.dx-f/Pd-+/X2d.^+/R.d(^.d^^ 

intégrant  par  parties  tous  les  termes  qui,  dans  ce  second 
membre,  contiennent  des  difiereutielles  de  «,  du  t",  du  a* 
et  du  3*  ordre , etc.,  noos  aurons 

4 

et,  parce  que  la  dilTérenlielle  de  Q se  prend  par  rapport  à 
X,  on  pourra  écrire  ainsi  cette  dernière  équation, 

, d«  ^ dm  /^dQ 


^ , d«  d«  Z^dQ  J 


intégrant  de  nouveau  par  parties  le  dernier  terme 'de'  cetto 
équation,  elle  nous  donnera 

rc\\  d"  dQ  . dQ 

/«■•■aî=Q5ï-E'+-^'J-dî- 

En  opérant  de.  même  pour  le  terme  en  R,  on  trouvera 


Digilized  by 


PRINCIPES  EONDAHBNTADXs  44^ 

, Substituant  les  valeurs  de  fVàm",  de  /Qd.^,‘  ^•/R.d 

Tjj^d.  etc.,  dans  l’équation  (4o) , ordonnant  par  rap^ 

port  à « et  à ses  coefficiens  'difierentiels,  et  réunissant  en- 
suite les  ternies  qui  sont  afTectés  du  signe  d’intégration, 
nous  trouverons  , 


/td.J'V^V^r)=.(p-g+id,g_eu,.) 

Substituant'Cette  valeur  dans  l’équation  (33),  h laquelle  on 
ajoutera  une  constante  , pour  tenir  lieu  de  toutes 'celles  que 
l’intégration  par  parties  exigera,  on. aura  enfin  • 

d'/Vdx  = W,:  + .(p-g  + id.g-rt..)  • 
+/.dx(N_g+3La.g_id.id.g,etc.> 

• r 

Et  en  prenant  d.lr  pour  variable  indépendante,  cette 
équation  pourra  se  mettre  sous  la  forme  ■ 


dyVdx  '=  Vdx  + . (p  - g + S - e>c-) 

•) 


, , . dP  , cPQ  d»R 

+^*^*C"-s+dïl-d?- 


dx 

-i- constante. 


594.  Cette  solution  d’Ëuler  suppose  donc  que  la  fonction 
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U <lex,  de  jr  et  des  di?érentieAIet  des  diSerenr  ordres  de 
X et  dc' J' .puisse  se  ramener  à la  forme  Vdr.  Or,  cela  n’est 
pu  toujours  possible  ; car  si , par  exemple , on  avait 


II  — 

. . dx  '^dxda:' 

et  que  l’on  Ht 

on  trouverait  par  la  diSërenciation , 


(4a). 


à*jr  = àpàx  + pà*x. . . (43) 

,r 

mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  (4a)  , on  obtiendrait 


ou  plutôt 


dx  • dx  ’ 


et  l’on  voit  que  le 'second  membre  ne  se  réduit  pu  à la 
forme  Vdx. 

Mais  cela  aurait  lieu  si,  au  contraire,  on  avait 


_ d*^  dj  d«x 

, dx  dx  dx’ 

t 

car  la  valeur  de  d*J',  donnée  par  l’équation  (43),  étant  mise 
dans  celle-ci , la  réduirait  à / 


U = ÿdx. 

dr 

• * 

Des  maxima  et  mihima  des  formules  intégrales 
indéterminées. 

395.  La  principale  application  du  calcul  des  variations 
«e  rapporte  à la  solution  d’un  genre  de  problèmes  de 
“wxima  et  de  minima,  qu’on  tenterait  en  vain  de  résoudre 
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par  la  méthoile  exposée  art.  95  et  96.  Oo  a vu  que  cette  mé- 
thode consistait  à déduire  de  l’équation  = Jx  du  pro- 
dr 

blême,  la  valeur  de  — , qu’on  devait  égaler  à xéro  ou  à 

l’inliai , pour  obtenir  la  relation  entre  x-  et  qui  doit 
avoir  lieu  au  maximum  ou  au  minimum;  mais  si,  dans 
le  problème  proposé  , on  jious  donnait  seulement  la  for- 
mule  intégrale  /Vdx,  dans  laquelle  V serait  une  fonc- 
tion de  X , de  J'y  de  , de  ÿ , etc.,  et  qu’on  demandât 
quelle  est,  parmi  toutes  les  courbes  qui  jouissent' de  la 
propriété  commune  /'Vdx,  celle  pour  laquelle  /Vdx 
est  un  maximum,  un  tel  problème  serait  d’une  na-  ^ 
lure  bien  différente  que  ceu^t'  que  nous  avons  résolus 
sur  les  maxima  ou  minima.  On  se  tromyierait  donc  bien  si 
l’on  croyait  que,  pour  en  obtenir  la  solution,  il  suffirait 
de  passer  è la  différentielle  en  ôtant  le  signe  d’intégration, 
et  en  écrivant  Vdx.  Cela  ne  conduirait  à rien , puisque  la 
caractéristique  /,  qui  ici  nous  indique  que  c’est  x que  l’on 
fait  varier,  n’est  plus  le  signe  de  l’opération  contraire  à 
celle  qui  se  rapporte  à des  variations.  Aussi  voit-on  qu’au 
lieu  de  passer  d’une  courbe  à l’autre,  on  resterait  sur  la 
même  courbe,  ce  que  nous  ne  pouvon.s  admettre , d’après  ce 
que  nous  avons  vu  art.  667.  Ce  ne  sera  donc  point  Vdx 
que,  d’après  la  méthode  ordinaire  des  maxima  et  minima , 
on  devra  égaler  à zéro  , mais  //Vdx , parce  qu’alors , 
quoique  nous  ignorions  la  relation  qui  existe  entre  t et  ^ 
renfermée  dans  V,  nous  ne  considérons  pas  moins  y comme 
une  fonction  de  x,  et  par  conséquent  /Vdx  comme  une 
autre  fonction  de  x,  dont  la  variation  est  indiquée  par  le 
signe  i't  variation  dne  aux  accroissemens  successifs  que  re- 
çoit nne  constante  qui , le  plus  souvent , ne  paraît  pas 
dans  les  calculs. 

L’intégration  de  /Vdx  ne  pouvant  donc  s’exécuter  sans 
qu’il  ne  soit  établi  une  relation  entre  x et  y,  nous  allons 


a 

. Din--- 
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Toir  q*e  cette  valeur  va  nous  être  fournie  par  la  condition 
même  du  maximum.  En  eOet,  la  variation  de  /Vda:  ayant 
été  déterminée  par  l’équation  (4i) , nommons  pour  plus  de 
simplicité  a la  partie  qui  s’y  trouve  hors  d«  signe  d’inté- 
tégration;  la  variation  ^/Ydr  étant  nulle,  dans  le  cas  du 
maximum , nous  aurons  donc 


A + fmàx  ^ "I"  ■+“  + constante  = o.  (44). 

* , • dP  d’O 

5q6.  On  reconnaît  dans  le  facteur  N t — f-  -p^+etc., 

dJ?  dx  > 

de  cette  équation,  la  quantité  qui,  égalée  àyxéro,  exprime, 
équation  (122),  art.  4®4>  condition  d’intégrabilité  de 
Ydx;  par  conséquent,  il  suffit  que  Vdor  soit  susceptible 
d’intégration  pour  que  le  terme  affecté  du  signe  / s’éva- 
nouisse l’équation  (44)-  ^ terme  s’évanouit  égale- 
ment lorsque  Vdsr  n’est  pas  intégrable;  car  alors  les  termes 
en.x  et  en  j",  renfermés  sous  ce  signe,  ne  peuvent  opérer 
la  destruction  des  termes  en  a:  et  en  des  autres  termes 
•de  l’équation*(44)  > qo'>  étant  délivrés  db  signe  d’intégra- 
tion , sont  d’une  nature  différente.  Il  suit  de  là  que  si  l’on 
représente  l’équation  (4i)  par  . . 


^ + /fijx -j- constante  — O. . . (45), 

on  ne  peut  satisfaire  à cette  équation  qu’en  faisant 

a 

, A + constante  = o , fftàx  = o. 


r 

« 


597.-  Cette  dernière  équation  détermine  on  général  une 
courbe,  et  n’exprime  autre  chose  que  la  sommation  d’une 
iufiuité  d’élemens  que  l’intégration  convertit  en  courbe. 
Mous  entrevoyons  déjà  que  la  partie  A -f-  constante  de  l’é- 
quation (45)  ne  peut  se  rapporter  qu’à  des  points  isolés. 
En  effet,  l’équation  ^ ■ 

' ",  * + constante  = o, 
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étant  une  équation  rationnelle  en  x et  en  ^ renfermés  dans 
A,  il  s’ensuit  que  cette  équation  ne  comporte  qu’un  nombre 
limité  de  valeurs,  qui  seront  déterminées  par 'le  degré  de 
cette  équation  lorsqu’on  y aura  mis  la  valeur  de  ^ en  x;  je 
dis  de  plus  que  les  points  déterminés  par  ces  valeurs  ne  se 
rapportent  qu’aux  extrémités  de  la  courbe.  En  effet,  lors- 
qu’on donnera  des  valeurs  particulières  a et  b aux  varia- 
bles X et  jr,  on  ne  fera  que  déterminer  la  valeur  de  la  cons- 
tante qui  entre  dans  l’équation  (45),  en  fonction  de  a et 
de  b , valeur  qui  se  rapporte  toujours’au  commencement  et 
à la  fin  de  l’intégrale. 

598.  La  condition  fftàx  = 0 nous  donne  . 

/(”  “ ë ^ ’ 

et  comme  la  différentielle  d’une  fonction  égale  è zéro  est 
nulle  aussi  bien  que  cette  fonction,  art.  61 , on  peut  ôter 
le  signe  d’intégration , ce  qni  nous  donnera 


dP  , d’Q  , \ , 

équation  à laquelle  on  satisfera  en  faisant 
dP  , d’Q  . 


1 O.  . 


(46), 


O.  . 


(47)* 


Cette  équation  établit  la  relation  qni  doit  exister  entre  x 
et  pour  la  courbe  du  maximum  ou  du  minimum.. 

599.'  Observons  que  la  propriété  /Vdx  appartient  è 
toutes  les  courbes  que  nous  considérons , et  que  nous  pou- 
vons passer  de  l’une  à l’autre  par  degrés  imperceptibles, 
en  faisant  accroître  V d’une  quantité  infiniment  petite  ^V. 
Dans  cette  hypothèse,  V devenant  V + /V,  la  formule 
/Vdx  se  change  en  /(V+‘f’V)dx,  et  s’accroît  de  la  quan- 
tité //'Vdx,  quantité  qui,  par  la  transposition  des  signes  * 
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f et  J',  rcrient  à if  Ydx.  On  reconnfcîl' ci*ns  cette  cxpreg- 
sion  la  variation  dont  nons  avons  déterminé  la  valeur  par 
l’équation  (4i),  art.  SgS,  et  qui  devant,  comme  /Vdx  , 
appartenir  à toutes  les  courbes  du  genre  que  nous  consi- 
dérons, n’en  spécifie  aucune  en  particulier.  En  égalant  en- 
suite à zéro  la  variation  ^fVdx,  nous  déterminons  cette 
courbe  quelconque  qui  jouit  delà  propriété  requise, à devenir 
entre  toutes  les  autres,  celle  qui  convient  an  maximum  ou 
au  minimum  ; nous  franchissons  en  idée  toutes  les  courbes 
intermédiaires  comprises  entre  la  courbe  primitive  et  la 
courbe  du  maximum  ou  minimum,  pour  que  l’une  de  ces 
^ courbes  se  change  en  l’autre;  alors  l’ordonnée  PM , devenue 
P'M',  aura  reçu  un  accroissement  fini,  composé  de  tous  les 
accroissemens  successifs  que  la  courbe  aura  reçus  en  pas- 
sant par  toutes  ces  positions  intermédiaires  ; et,  comme  PM 
représente  une  ordonnée  quelconque , la  même  chose  aura 
lieu  pour  tous  les  points  de  la  courbe  variée, qui , par  con- 
séquent, sera  entièrement  distincte  de  la  courbe  primitive; 
mais  la  variation  i\  indiquant  la  variation  qui  a lieu  lors- 
qu’on passe  de  la  courbe  primitive  à la  courbe  infiniment 
proche  qui  lui  succède,  Cette  variation,  lorsque  la  courbe 
primitive  deviendra  la  courbe  variée,  se  rapportera  alors  à 
la  courbe  infiniment  proche  qui  succédera  à la  courl>e  va- 
riée, et  restera  j>ar  conséquent  une  quantité  infiniment 
petite. 

600.  Après  avoit*  parlé  du  preuaier  facteur  de  l’équa- 
tion (46^  y occupons  - nous  do  second.  Pour  cet  efièt  ^ si 
nous  mettons  dans  l’équation  (46)  la  valeur  de  • , que  nOus 
donne  l’équalkm  (S'jl'rpage  44* > nous  aurons 

et  l’on  satiefera  encore  à cette  équation  en  faisant 
fy—  /)^ar=o; 


Digitized  by  Google 


* 

a; 


»> 


t,-'  -> 


«V 


L 


MAflMA  BT  WINIMA  I1E8  FORMULES  INTiORALSS.  449 

la  relation  que  nous  établissons  ainsi  entre  Jy  et  <^r , est  une 
chose  conforme  à ce  que  nous  avons  démontré  art.  5^8 , 
que  ix  et  étaient  dépendons  l’un  de  l’autre.  Une  autre 
conséquence,  qui  s’accorde  avec  le  même  article,  c’est  que 
l’équation  (47)  subsiste  encore  lorsqu’on  ne  tient  pas  compte 
de  J'x-,  car  alors  l’équation  (48)  se  réduisant  à 


on  en  déduit  également 


,0  JP  . J Q 

N — ; — f-  — ^ etc,  = b. 


dx  dx* 


On  peut  remarquer  que  quand  = o,  on  tombe  dans 
le  cas  oit  la  variation  de  y se  confond  avec  la  direction  de 
cette  ordonnée,  ce  qui  n’empécbe  pas  que  la  condition  du 
maximum  ou  minimum  , entre  toutes  les  courbes,  ne  sub- 
siste également. 

601.  Lorsque  les  variations  n’ont  lieu  que  dans  le  sens 
des  ordonnées  > il  est  évident  que  celles  des  points  extrêmes 
C et  D sont  des  lignes  droites  CC'  et  DD',  lig.  1 16,  dirigées 
suivant  le  prolongement  de  ces  ordonnées. 

602.  Mais  dans  le  cas  où  x varie  aussi  bien  que  les 
extrémités  C et  D,  %.  117,  des  ordonnées  AC  et  BD  dé- 
crivent des  courbes  CC'  et  DD';  car  les  points  C et  D se 
mouvant  dans  des  directions  qui  ne  sont  plus  celles  de  AC 
et  de  BD,  décrivent  en  général  des  courlies,  sauf  à sup- 
poser, si  le  cas  l’exige,  que  ces  courbes  sont  des  lignes 
droites  CC,  DD',  fig,  118. 

603.  Nous  avons  vu,  art.  4o5  , que  lorsque  Vdx  était 
une  dififérentielle  exacte , l’équation 


A 

■t 


Fig.  1 18 
Fig.  117. 


Fig.  118. 


TU  JP  . J Q 

W P + -7-^  = o , 

d.r  dx*  ' 

Elim.  de  Cale.  diff. 
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avait  lieu  par  elle-même,  et  qu’alors  la  valeur  de  i’fYàx, 
ou  plutôt  celle  de  f\àx , ne  pouvait  renfermer  que  des 
, ^ quantités  intégrées.  Or,  ffWAx,  par  la  transposition  des 
signes , art.  58g , devenant  pVdr , si  l’on  regarde  jr  ren- 
fermé dans  V comme  une  fonction  de  le  produit  Vdx 
ne  sera  autre  chose  qu’une  fonction  V de  x multipliée 
par  »lx  ; et  /Vdx  représentera,  art.  348  et  349i  ^ 
certaine  courbe.  La  variation  de  cette  aire  étant  exprimée 
par  (^/Vdx  , ne  sera  donc  elle-même  qu’un  accroissement 
! de  l’aire  dont  nous  parlon.s;  par  conséquent /ÎVdx  sera  la 

* somme  de  toutes  ces  aires  élémentaires.  Désignons  cette  in- 
tégrale par  ^x  -f-  c , et  prenons-la  entre  les  limites 

• x = fl  et  x = 6, 
nous  aurons  cette  intégrale  définie 

ifa  — fb-, 

Pt  l’on  voit  qu’elle  ne  dépendra  pas  des  coordonnées  des 
{.oints  intermédiaires  de  la  courbe  variée,  mais  de  a et  b, 
t iR.117.  qn'  sont  les  ab.scisses  des  extrémités  A et  B,  fig.  ii^,  de 
cette  courbe. 

604.  Réciproquement , lorsqu’on  nous  donne  l’expression 
/Vdx,  si  l’on  a 

dP  d’O 

N— ^-f-r^etc.  = o, 

dx  dx* 

la  variation  fjVàx  ne  renfermera  aucune  formule  inté- 
grale; d’où  il  suit  que  /Vdx  sera  une  fonction  déterminée 
des  expressions  x,  y, p.  q,  etc. , c’est-à-dire  sera  une  fouc 
tion  délivrée  du  signe  d’intégration,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  sera  une  quantité  immédiatement  intégrable, 
t"  - 6o5.  La  partie  de  l’équation  (45),  art.  5g6,  qui  n’est 

point  affectée  du  signe  d’intégration,  et  que  nous  avons 
réprésentée  par 


J 
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A -f-  constante , 

s’évanouit  lorsque  les  extrémités  de  ia  courbe  sont  des 
points  fixes 

En  effet,  la  variation  cessant  d’avoir  lieu  en  ces  points, 
si  nous  en  représentons  les  coordonnées  par*'  et  y,  et  par 
x"  et  y,  fx  et  iy  ne  subsisteront  plus  lorsqu’on  donnera 
à * et  à J' les  valeurs  x'  et  y',  x"  et  y",  ce  qui  nécessitera 
que  les' ternies  compris  dans  A,  équation  (45) , s’évanouissent 
lorsqu’on  prend  l’intégrale  définie.  11  ne  restera  donc  de 
l’équation  (45)  que  ff*dx  = o,  pour  déterminer  la  relation 
<jui  devra  exister  entre  x et  J'', afin  que  f VAx  soit  un  maxi- 
mum ou  un  minimum. 

606.  Le  problème  général  qui  nous  occupe  est  donc  en 
quelque  sorte  l’iuverse  de  celui  que  nous  offrent  les  maxima 
et  minima  ordinaires  ; car,  dans  ceux-ci,  la  relation  entre 
* et  ^ est  donnée  immédiatement,  au  lieu  que  dans  notre 
cas  , elle  résulte  de  la  condition  même  du  maximum  ou  mi- 
nimum. 

607.  Pour  donner  une  application  de  cette  théorie,  pro- 
)wsons-nous  de  trouver  quelle  est  la  plus  courte  des  courbe^ 
menées  entre  deux  points  sur  un  plan . 

L’expression  d’un  arc  de  courbe  étant 

y d*“  -f-  dj^ , ou  dx  I 

sera  , dans  le  eas  présent , celle  que  nous  avons  représentée  " 
par  Vdx;  nous  aurons  donc 


et  en  remplaçant  ^ par  p,  celte  équation  deviendra 
V = |/7+p. 

' 29  •• 


.1  ^ 


-é 
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Cette  formule,  qui  ne  contient  que  la  variable  p, 
dV 

déterminera  l’expression  ^ du  coefficient  différentiel  P : 
nous  aurons  donc 

dV  D 

M = o,  N = o,  P = ^=  ” - , Q = o , etc...  (4q).  " 

y/i+p'^ 

Par  ces  valeurs,  on  voit  que  les  termes  oii  entrent  V,  P et 
dP 

doivent  êlre  seuls  conservés  dans  la  formule  (4i) , qui 
, par  conséquent  devient,'  dans  notre  cas , t 

tfVàx  = \ix  4-  P*.  4-  f0dx  ^ ; 

substituant  ^ — pfx  à la  place  de  « , on  a 

1 

• //Vdx  = (V—  Pp)tx  + ^dx...  (5o). 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  nul  par  la  con- 
dition du  maximum  ou  minimum,  et  la  partie  qui  est  in- 
dépendante du  signe  d’intégration  n’existant  pas  dans  l’hj'- 
potbese  où  les  extrémités  A et  B sont  des  points  fixes,  l’é- 
quation (5o)  se  réduit  à 

dP 

— /«r  —P^^)^dx  = o; 

cette  intégrale  étant  ^ale  à zéro,  il  en  est  de  même  de  sa 
différentielle,  art.  5g8;  on  a donc 

' (&  — p^J^)^dx  = o. 

608.  On  satisfait  à cette  équation  en  faisant 

— d*=o...  (01). 
ax 
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La  valeur  de  P nous  étant  donnée  par  la  troisieiuejdcs 
équations  (49)»  on  trouvera  en  la  différenciant  [^art.  26  , 
équation  (i3)],  . - 

^ = d — X ^ • 
dx  d/>  dx  X P*  * 

et  en  différenciant  par  la  règle  des  fractions,  art,  16,  on 
obtiendra  ’ ' 

d/?X  V/ 

V , P _ V^-hp  . 


V I +p‘ 


I +p^ 


réduisant  au  même  dénominateur  et  faisant  la  réduction 
on  trouvera 

, P — ^P 
Vy+p'" 

par  conséquent , on  aura 


‘ è* 


\ = « ^ ^ 

dx  p/,  d.r 

Égalant  cette  quantité  à zéro,  et  supprimant  le  premier 
facteur,  il  reste 

d»  '■ 

dî“"®’ 


d/J  = O -, 


ou  plutôt 

intégrant,  on  obtient 

P = constante  ; 

et  en  désignant  cette  nouvelle  constante  par  ô , on  a 

p = b, 

et  par  conséquent 


) 


Digitized  by  Google 


« 


454 


CAt-Cni.  DES  VARIATIONS. 


(Ix 


— b , ou  (3^  = bAx  ; 


intégrant  do  nouveau,  on  trouve 

. jr  =:bx  c , . . (52). 

6og.  Pour  déterminer  les  constantes  A et  c,  les  points  ex- 
Fig.  I ig.  trémes  A et  B,  fig.  iig,  étant  fixes,  si  leurs  coordonnées 
sont  ^ 

^ x = = et  x = »,  y=.e,  ^ 

^ ces  coordonnées  devant  satisfaire  à l’équation  (5a),  on  a 

. *■  S=zbx^c,  C'z=b»+c-, 

* 

d’où  l’on  déduit 

, C—€  A'C—dC' 

b = -, , c = — — ; 


par  conséquent , l’équation  (5a)  devient 

c'—ç  «’C— .e' 

r—-, — 1 • 

a.  — et  a — a 

6io.  Si  les  extrémités  A et  B de  la  courbe  ne  sont  pas 
des  points  fixes  , la  partie  (V  — Vp)  J'x  -f-  PJjf,  de  l’équa- 
tion (5o) , qui  est  représentée  par  A dans  l’équation  (45), 
page  44^  > s’évantfüil  plus  à cause  de  la  non  existence 
des  variations  ^ et  J'x;  piais  comme  le  premier  membre 
de  l’équation  (45)  est  égal  à téro,  la  partie  fftàx  ne  peut , 
comme  nous  l’avoué  vu  art.  5g6,  anéantir  A;  il  faut  donc, 
pour  que  la  condition  A o soit  remplie,  que  A 
soit  nul  séparément  , et  qu’on  ait  par  conséquent  l’équa- 
tion 

(V-Py,),Tx--<-p.Jy  = o. 


Digilized  by  Google 


% 


MAXIMA  ET  MINIMA  DKS  FOBMVL.ES  INTiaEALES.  4^^ 

Remplaçant  V cl  R par  leurs  valeurs  i+P”  et  — , 

Vi+p' 

cette  équation  devient 


=v^ + 


^r=o» 


[/ 1 + P'J  ' y/ 1 +p* 

et  après  qu’on  l’aura  réduite  au  même  dénominateur,  le 
diviseur  commun  (/i  -f*/’”  étant  supprimé,  il  restera 

/x  + pfy  = o. 

Mettant  La  valeur  de  p,  cette  équation  donnera 
ixAx~ 


et  ns  pourra  être  satisfaite  que  par  les  coordonnées  des  points  * 
extrêmes  de  la  courbe,  coordonnées  qui  varient  avec  ces 
points.  Supposons  donc  que  l’un  de  ces  points  soit  variable 
et  que  l’autre  soit  fixe  ; si  nous  nommons  x'  et  jr'  les  co- 
ordonnées du  premier,  et  x“,  y,  les  coordonnées  du  se- 
cond, l’équation  (53)  sera  satisfaite  en  faisant 


x=xJ  et  jr  — y. 


et  se  changera  en 


àx 


I. 


Telle  sera  la  condition  qui  exprime  que  la  courbe  que  dé- 
crit le  point  mobile  a/,  y,  soit  coupée  à.  angle  droit  par  la 
courbe  cherchée  (^.  • 


- JP  cxprimanl  les  tangeutes  trîgonomctri4UL-s  , 

41:1.  , que  la  courbe  proposée  ei  la  courbe  variée  forment  ik  leurs  poîni» 
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Cette  condition  et  celle  de  la  Hsité  de  l’autre  point,  donné 
par  les  coordonnées  x"  et  j"°,  suffiront  pour  déterminer 
les  deux  constantes  de  l’équation  (5a). 

6i  I.  Mais  si  les  deux  points  extrêmes  ne  sont  Fixes  ni  l’un  ni 
l’autre , l’équation  (53)  devant  être  satisfaite  par  leurs  co- 
ordonnées, on  aura  ainsi 


^ ‘ir'  _ 

dx' 


l?d¥=— 


équations  qui  nous  apprennent  quç  les  courbes  GK  et  IL, 
lig.  120,  décrites  par  les  points  extrêmes,  doivent  être, 
normales  à la  courbe  eberebée,  qui,  dans  le  cas  présent, 
se  réduit  à une  ligne  droite  AB,  art.  6o8.  La  relation  qui 
existe  entre  les  coordonnées  de  cette  courbe  eberebée  nous 
étant  fournie  par  l’équation 

« dP  , ' 

N J — 1-  etc.  — o ; 

dx 

cette  équation  devient  dans  notre  cas 
dP  = o, 

et  nous  ramène  à l’équation  (5i).  Or,  nous  avons  ru, 
vt.  6o8,  que  cette  équation  nous  conduisait  à dp  = o,  et 
que  l’intégrale  de  cette  dernière  était  p =zb.-,  remplaçant 

P par  sa  valeur  ^ , on  a , ^ , 

d’où  l’on  déduit 

■ ■ ■ ■ « ■ ■ ■■- — 


de  contact,  la  condition  necessaire  ponr  que  ces  tangentes  se  conpent  1 
angles  dtoits,  sera  exprimée  {Théorie  des  Courhee,  art.  lot),  par 


iP  <T7'  + ' = ”- 
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Au  moyen  de  ces  valeurs,  les  équations  (54)  deviennent 


i 


iy  » jy* 

6’  tx-~ 


et  ne  contiennent  plus  que  les  variations  des  points  extrê- 
mes; or,  il  sera  possible  d’éliminer  ces  variations,  si  l’on 
nous  donne  les  courbes  que  ces  points  seront  assujettis  à 
parcourir.  Supposons  que  ces  courbes  aient  pour  équations 
diflérentielles 


djr=yp(x,jr)ia;  et  = 4<  (a?,  dr; 

on  en  déduira,  art.  583, 

êy  = <p  (x , J')  , fy  = 4.(x,  jr)i'X. 

Ces  équations  devant  être  satisfaites  l’une  par  les  coordon- 
nées x',  y,  et  l’autre  par  les  coordonnées  a:',  y,  nous  au- 
rons donc 

fy'  = (p  (x',  y)  jy  = ^ (x,  jr)  ix\ 

Au  moyen  de  ces  équations  nous  pourrons  éliminer  les  va- 
riations des  équations  (55) , ce  qui  nous  donnera 

- . ^(x',y)  = i,  ^(x*,y)=i 

6i2.  Si , outre  a;  et  ^ fonction  de  x,  et  leurs  coefficiens 
diflërentiels  successifs  , Ja  fonction  V contenait  encore  une 
ou  plusieurs  autres  variables  x,  /,  u,  y,  etc.,  et  leurs  coeffi* 
ciens  différentiels  successifs,  l’équation  (35),  page  44® t *1®” 
viendrait 
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V = Md*  + Ndj'  + PJj,  + Qdç  -f.  R,Jr  + -te. . 

+ N/lz  4-  P/I/>,+  Q,d7,+  R^dr^  + etc.j 
4-  N„d«  +P„d/;,4-<X,dÿ„+R„dr„4-  etc  , 

" 4-  etc.  4-  etc.  4-  etc.  + etc. 

Dans  ce  cas,  l’équation  (4i),  page  44^  > s’augmenterait  des 
termes  relatifs  aux.  variables  z,  t,  w , v,  etc.,  et  nous  au- 


. .'  (56). 


4-.I 


+* 


■etc. 


noDS 

//Vdx : 

= V^x 

etc' 

dR  \ 

1,  etc.-f4«dx| 

dp 

dQ,  ' 

)4(-3.- 

dR,  \ 

1,  etc.4-y«,da:| 

dp 

-‘-IQ'etc' 

dil„  N 

i ■ t - A <M 

''s. 

-^-^“etc 

' dx’'  . 

/^dx\^' 

dx  •^) 

l,eic.*t-/«»„a.*| 

dx’®^®' 

t 

4-  etc. 

4*  etc. 

4"  constante. 


Dans  le  cas  du  maximum  ou  du  minimum,  le  second  mem- 
bre de  l’équation  (5^)  devant  être  nul , U faut  pour  que  cette 
. condition  «oit  remplie  que,  conformément  à l’observation 
qui  a été  faite  art.  Sgô,  page  44^ , la  partie  aSTectée  du  signe 
d’intégration  soit  nulle  d’elle-même , ce  qui  nous  fournit 
l’équation  > 

or,  les  variables  y,  z,  t,  etc. , étant  indépendantes,  cette 
équation  ne  pourra  se  réaliser  que  d’autant  qu’on  aura  sé- 
parément 

' fa  Apc  ^ , et  c ^ ® 

/«.,d*  (îî,— etc.')  = O 

dP.. 


(58), 


dx 


-,  etc 


)=o 
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ce  qui  donnera  en  différenciant  et  en  développant  un  peu 
plus  ces  expressions, 


(5f))'i 


N — 

. d’Q 

(PR 

dx 

J 3 

^dx® 

dx< 

N,- 

dP' 

d’Q, 

t 

dx 

+ dx’ 

N.- 

dPa 

dx 

4.  «lU 
^ dx® 

^ d.r  ’ 

etc. 

etc. 

J etc. 

ces  équations  déterminent  les  relations  qui  doivent  avoir 
lieu  pour  que  la  courbe  appartienne  à un  maximum  ou  à 
un  minimum. 

6i3.  Donnons  une  application  de  cette  théorie  en  nous 
proposant  de  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
X,  y ^ Z,  pour  que 


V dx’  + i\y'‘  ■+■  dx® 

V/x 


(’).-•  (6o), 


soit  un  minimum. 


(*}  Cette  équation  est  celle  i laijocUe  conduit  le  problème  de  la  bra- 
cbjitochrone,  ou  ligne  de  ta  pins  vite  descente.  En  ciFct,  la  question  se 
rédnisant  li  déterminer  la  conrbe  ponr  laquelle  l’élenient  de  temps  dc 
doit  être  un  minimum,  on  a(vo^ez  l’éqnation  (300)  de  mes  Elémens  Je 
■ Mécanique,  page  an), 


dt  = V'dj-»  4- + da« 

• V igz  -h  V;  ’ 

V étant  nul  lorsqu’on  part  du  repos,  et  la  constante  ig  pouvant  se  sup- 
primer, art.  io3,  cette  formule  se  réduit  h 


d<  = 


V'da-*  -H<l_y»-f.dt* 


et  l’on  voit  qu'elle  rentre  dans  relie  dc  liotie  problème,  en  cliangcant 
I en  * , c'csl-.^-dire  en  regardant  l’oxc  des  x dé  la  formule  (60)  comme 
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St,  pour  umplifler,  nous  faisons 


dj- dz 

<1^“ 

la  formule  précédente  deviendra  . 


y/x 


Nous'avons  donc  dans  le  cas  présent. 


V = 


__  y'  » +/>•  +/>/ 


. ..  (62)} 


et  puisque  le  problème  ne  comporte  que  les  variables  2: > 
Z,  la  troisième  ligne  des  équations  (5^)  et  les  suivantes 
comprises  dans  les  etc. , n’existent  pas;  à l’égard  des  deux 
premières  lignes , elles  se  modifient  par  ces  valeurs  qu’il 
faut  y introduire 


l’axe  (tes  rcK)rdonn(:es  veitUales.  On  pourrait  peut-être  dire  qu’il  eût  êtë 
plus  simple  de  conserver  l’axe  des  t pour  celui  des  coordonnées  verti- 
cales, eu  employant  au  lieu  de  la  formule  l6u),  la  formule 


^di*  4-dy*  +de* 


..  (6.). 


Je  répondrai  (ju’en  choisissant  l’axe  sur  lequel  se  compte  la  variable  indé- 
pendante pour  l’axe  vertical , cela  nous  procure  l’avantage  d’avoir  & la 
fois  W = O et  N,  = o,  (vnyez,  ci-après,  les  formules  (6a)],  tandis 
que  si  nous  eussions  employé  la  formule  (61),  au  lieu  de  la  formule  (tiu), 
on  aurait  eu 


dV  d.t~»  , V/l-t-p*. 

N = o et  N,=  ^=V. 7^ 

ce  qui  nous  eût  conduit  à des  calculs  ^us  compliqués , tant  il  est  vrai, 
que  le  choix  des  coordonnées  n’est  pas  nne  chose  indifférente. 
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N — O,  N,_  — _o...  (63), 
P-‘'V  rfiA 

P = j^.  = (64). 

Q = O , R = O , etc. , Q,  = O , = o , etc.  ; 

Pc  conservant  donc  que  les  termes  V,  P,  P,,  ^ , 

^ ' dx  dx 


l’équation  (5'j)  se  réduit  à 
tp!ix=ytx^-.  r+.y,+f^x(-  2)  4./,,^,  (_g 


) 

+ constante.  (65); 

cl  comme  les  formules  Intégrales  du  second  membre  de  cette 
équation  doivent  être  nulles  séparément,  art.  6ia,  on  a 
■donc 

/.,dx(-g)=o; 


on  tire  de  ces  équations,  art.  612, 


1 6P 

— 4*üx  -p-  = O , 
dx 


. dP,  . - 


et  en  supprimant  les  facteurs  — a>dx  et  — «,dx,  il  reste 


dP 


dP. 


dx  ~ ® ’ dx  ~ ® ’ 


et  en  passant  aux  différentielles,  on  a 
dP  = O , dP^  = O. 

T.CS  intégrales  de  ces  équations  seront 

P = constante , P^  = constante, 


ou  plutôt 
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P = a,  P^=i...  (66); 

mais  nous  avons 

P=^  et  P=ÎÎI. 

àp  ' àp/ 

düTérencions  donc  l’équation  (62)  par  rapport  à p et  » p^, 
nous  trouverons 


P = 


i/xV^  I +p‘-tp,'‘ 


P.==— =r- 


P, 


1/xV/ 


mettant  ces  valeurs  de  P et  de  P,  dans  les  équations  (66), 
nous  obtiendrons 


P/ 


ï/xi/i-f 


= b; 


éliminant 


trouvera 


1/xV/  I -i-p*+p; 

P Pt  7 

a b QT  ax 


\/  I 

entre  ces  équations,  on 


intégrant,  on  aura 


j = j^z-i-c...  (67); 


Fig. m.  ce  qui  est  l’équation  d’une  droite  RS,  fig.  121,  tracée  sur 
le  plan  des  z , et  dans  laquelle  les  coordonnées 

du  point  M sont  : AP=j",  PM  = z; 

, du  point  M’ sont  : AP'xr  P'M'=  Z; 

du  point  M'’ sont:  AP"=  P"M"=  z ; 

etc.  etc.  etc. 

L’équation  (67)  nous  apprend  que,  quelle  que  soit  l’abs- 
ci.sse  AP  = ^ que  l’on  prenne,  l’ordonnée  PM  = z déter- 
minera , sur  la  droite  RS,  le  point  M par  où  l’on  doit  me- 
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noi'  In  Iroisième  coordonnée  x.  Il  suit  de  là  que  celte 
droite  RS  contiendra  les  pieds  de  toutes  les  troisièmes 
coordonnées  , qui , étant  ]>arallclcs  à l’axe  des  X , sont  né- 
cessairement parallèles  entre  elles.  Or,  des  parallèles  qui 
interceptent  une  même  droite  RS,  fig.  122,  ne  peuyent  Fig.m. 
qu’être  comprises  dans  un  même  plan , car  si  une  droite 
menée  par  un  point  M*  sortait  de  ce  plan;  elle  cesserait 
d’être  parallèle  aux  autres.  Concluons  de  ce  qui  précède 
que  les  troisièmes  coordonnées  étant  comprises  dans  un 
même  plan  , il  en  doit  être  de  même  de  leurs  extrémités 
N,  N',  N",  etc.  , fig.  121,  qui  constituent  la  courbe  KL;  Fig.m. 
celte  courbe  cherchée  KL,  sera  donc  plane. 

6i4-  Maintenant  que  nous  savons  que  la  courlie  est  à 
simple  courbure,  et  par  conséquent  peut  être  déterminée  ^ 

par  deux  coordonnées  2:  et  z , dont  l’une  est  verticale , 
remplaçons  cette  coordonnée  verticale  par  j",  l’équation 
du  problème  deviendra 

VdX=i^^fÏ±S!; 

V/jr 


et  en  mettant  (1  +/>*)  dx’  au  lieu  de  àx*-\-àj'^,  on  aura 


(68). 

VJ- 


Dans  le  cas  présent,  l’équation  (4i)  , page  443,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  l’équation  (65),  se  réduit  à 


J/Vdx  = V/y  + P-  + /*dx(N-^)...  (69); 

et  l’on  voit  que  cette  équation  nous  donne  pour  notre  cas 


K 00  = l/l  + = — 


« 
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dV  dy/i  +/>*^  P , . 

àpv'ÿ  VÿV^  + P'  ' ^ 


6i5.  Dans  l’hypothrsc  oh  les  points  extrêmes  sont  fixes 
la  partie  V/x  + P»  , indépendante  du  signe  d’int^ration  , 
s’évanouit , art.  6o5 , et  il  ne  reste  que  l’équation  de  con- 
dition 


qui  donne 

NdxssdP; 


et  en  la  multipliant  pir  p,  on  a 


Nj?dx  = pàP , 

ou 

Ndj^=^dP; 

mettant  cette  valeur  dans  celle  de  dV,  qui  est  pour  notre 
c&s 

dV  = Mdx  H- Ndj- -f  Pd/> , 

dV 

et  observant  que , dans  le  cas  de  l’équation  (68) , M = ^ 

dx 

se  réduit  à zéro,  il  restera 

' « 

dV=pdP  + Pd;>; 

intégrant,  il  vient 


V = P/j  -f-  constante , . . (71), 

A 

P et  V étant  déterminés  par  les  équations  (68)  et  (70),  nous 
en  mettrons  les  valeurs  dans  l’équation  (71),  et  nous  ob- 
tiendrons . 


V/i  4-/>* 


P* 


Vjr  I + P'  Vjr 


- -J-  constante  ; 


multipliant  les  deux  termes  de  la 


, ♦ 

première  fraction  par 
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y/TTp\  et  rassemblant  les  termes  en'/>  dans  le  premier 
membre,  il  Tient  ' 

* / * + i?’  P’‘  \ 

.7=  { ~~7== 7-;-  ~ ) = constante  : 

VjrKS/i-^p'  \/i+p*J 

réduisant,  il  reste  ‘ : ■».  ;i.  . . 


VO'C*  +/>*) 

et  en  élevant  au  carré,  on  a 
i 


= constante; 


d’où  l’on  tire 


J (» 


= (constante)*, 


y (i  +i»‘)  = 


{constante)*' 


et  comme  l’unité  divisée  par  le  carré  d’une  constante  est- en- 
core une  quantité  constante,  représentons  cette  quantité  par 
b , notre  équation  devient  * 


jr(i  -f /7‘)  = 5; 
et,  en  divisant  par  jr,  on  a 


et  par  conséquent 


'+^=7 


P J jr  (7^)î 

mettant  la  valeur  àe  p , et  passant  à la  racine , on  ob- 
tient 


^=Jârz:L£...  (73), 

dx  J 


ÈUm,  de  Cale.  Diff.  •’ 


3o 


f 
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ce  qui  donne  enCn 

Vbjr—j' 

En  comparant  cette  équatioft  à l’équation  (i35)  , page  i4&, 
cm  la  reconnaît  )x}ur  être  celle  d’une  cycloïde  AMD  à base 
Fig.  laa.  horisontale,  fig.  122,  dans  laquelle  b serait  le  diamètre  CD 
du  cercle  générateur.  Soit  a le  rayon  OM  de  ce  cercle,  on 
pourra  mettre  2a  & la  place  de  6 , et  l’équation  de  notre 
cycloîde  deviendra 

= (34). 

V/2ay — jf* 

616.  Pour  intégrer  cette  équation  faisons 
a — J — Zi 

nous  aurons,  en  élevant  au  carré, 

, a»— = z‘, 
et  par  conséquent 

aay  — =;  a*  — z*. 

D’un  antre  cété , l’équation 

a — y=2Z, 

dj-  = — dz;  , 


nous  donne 


substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (^4) , nous  obtien- 
drons 

jràjr (a  — z)  dz 

]/  ^aj  — |/  a*  — "z*  ’ 

et  e^n  exécutant  la  multiplication  indiquée  par  les  paren- 
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thèses,  il  vient  ^ 

jrâjr  _ zàz ' 

^ 'zajr — jr*  ^/a* — x*  — z*  ^ ’ 

et  en  intégrant , on  aura 

J \/2aj—y^  J \/a’‘  — z^  J\/a^  — z* 

617.  Pour  effectuer  l’intégrale  indiquée  [équ.  (76)],  par  la 
formule  C~~r- > multipliera  par  2 les  deux  termes 

J v/o*  — 2* 

de  la  fraction,  et  l’on  reconnaîtra  ensuite  qu’au  signe  près  le 
numérateur  est  la  différentielle  de  l’expression  qui  est  sous 
le  radical.  Par  conséquent , on  aura , art.  7 1 , 


^ zdz  r 

J ~~  J 


2zdx 


V/a”  — 


=r=—  — 2’. 

r* 


D’une  autre  part , pour  déterminer  la  seconde  intégrale  du 
second  membre  de  l’équation  (76) , nous  avons  [équat.  (12) , 
art.  275] , 

/adz  ..  / z\ 

: ■■  - = a arc  I cos  = - ) ; 

^/a«  — a*  \ aj' 

les  valeurs  des  intégrales  que  nous  venons  de  d^ferminer 
étant  substituées  dans  l’équation  (76) , nous  aurons 

remettant  dans  cette  équation  la  valeur  a— y de  z,  et 
nommant  C la  nouvelle  constante  qu’on  doit  y ajouter,  on 
aura  enfin , en  transposant  les  termes  du  second  membre, 

/v/ -\/^-r+c.. 


3o. . 
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et,  en  remplaçant  le  premier  membre  par  sa  valeur  x , oa 
I ' obtiendra  ^ 

x = aarc^cos  = 2-^P^  — V^aaj-— (♦).. . (77), 

(*^  Cetle  cqnation  , qui,  lorsqu’on  fait  C = o,  art.  618,  coïncide  arec 
celle  (le  la  note  page  49,  étant  mise  sons  cette  forme 

x-f-y' aajr  — ^*  = a arc  ^cos  = — , . (y8) , 

Fig.  laa.  exprime  la  condition  que  la  droite  AD,  fig.  m,  est  égale  i l’arc  MD. 
En  effet,  nommons  AP  = x,  PM=jr,  OM  = n,  on  aura 


^•iay  — on  ^{ya—y)  y = V^(CD  — DE)  DE  = V^CExIJE 

= t/MEirxMEsxPDj 


donc 


X + lay  — y‘  — AP  -h  PD  = AD  ; 
si  l’on  décrit  ensuite  avec  l’nnité  ponr  rayon  l’arc  nr,  on  a 
arc  nr  — arc  (cos  = Oe) , 

et  la  similitnJe  des  secteurs  OMD,  Onr  nous  fonmit  la  proportion 
a: OE  ::  I ; Oe, 

d’oîl  l’on  tire  '* 

Oe  = 0^  = lIl21, 

a a 

et  par  consëqnent 

• arc  nr  = arc  ^cos  r=  ° 

On  passera  ensuite  de  l’arc  nr  i l’arc  MD  par  cette  antre  proportion 
a ; I ::  arc  MD  ; arcnr, 

qni  nons  donnera 


a arc  ^cos  MD; 


cette  valeur  et  celle  de  x + ^ aa  — y*,  mises  dam  l’équation  (78),  la 
rédnirout  & 

AD  ï=  arc  MD  ; 

ce  qui  est  la  propriété  de  la  cycloïde. 
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A3iaiit  deux  constantes,  il  faudra  deux  conditions  pour  les  • 
déterminer. 

bi8.  Par  exemple,  si  les  coordonnées  des  limites  de  l’in- 
tégrale sont,  pour  le  point  A,fig.  122,  •a^  = o et  = o , yjg 
et , pour  le  point  B,x=metj^  = o,  en  substituant  ces 
valeurs  dans  l’équation  ('74) > aura,  dans  le  premier  cas, 

O = a arc  (cos  = i) -J- C. . . (79), 

et  dans  le  second 

m = a (arc  cos  =:  i)  -f-  C ; 

et  comme  l’arc  qui  a l’unité  pour  cosinus  est  égal  à zéro* 
ou  à un  multiple  de  la  circonférence,  nous  adopterons  pour 
le  point  A la  première  hypothèse,  parce  que  la  figure  122  Fig. tas. 
nous  montre  qu’en  A les  points  D et  M coïncident  ; et  l’é- 
quation (79)  se  réduira  à 

O = C. 

Nous  voyons  d’une  autre  part  qu’au  point  B , l’arc  qui  a 
l’unité  pour  cosinus  est  égal  à la  circonférence.  Désignant 
donc  par  2»-  la  circonférence  dont  le  rayon  est  i , nous  rem- 
placerons arc  (cos  = 1}  par  et  nous  aurons  ' 

m = 2s~a. 

Ainsi  les  constantes  seront  déterminées  par  les  équations 


619.  Dans  le  cas  où  les  extrémités  de  la  courbe  ne  sont 
pas  des  points  fixes,  on  doit  tenir  compte  des  termes. . . . 
yi'x  P**  de  l’équation  (5o),  qui,  quoique  renfermant  des 
quantités  infiniment  petites  et  iy,  ne  sont  pas  à négliger. 
En  effet,  la  somme  de  ces  termes  -étant  égale  à zéro,  par 
suite  de  l’indépendance  de  la  partie  intégrale  de  l’équa- 
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tion  (45) , art.  SgG , il  en  résulte  , 

yfx  + f»  = o...  (8o),  ' 

et  l’on  voit  que  cette  équation , comme  toute  équation  diffé- 
rentielle , doit,  en  thèse  générale,  conduire  à une  intégrale 
qui  renferme  nécessairement  une  relation  entre  les  variables. 

630.  Pour  donner  plus  de  développement  à l’équation  (80), 
nous  J mettrons  les  valeurs  de  T,  de  P et  de  «, fournies  par 
les  équations  (68) , (70)  et  (37),  et  nous  la  réduirons  à 

\/T±y 


Kr 


fx  + 


S/jV  I +p' 


{fy—ptx):=o‘. 


réduisant  au  même  dénominateur,  en  multipliant  et  divi- 
sant la  première  expression  par  i -f-  p',  nous  obtien- 
drons , 


.P 

VxV  > + P' 


équation  qui  se  réduit  à 


p<îr 


O...  (81), 


Vj\/y-\rp'  VjrV'-^P 

et  qu’on  peut  encore  simplifier  si  l’on  désigne  par  ds  l’élé- 
ment d’un  arc  de  courbe;  car  alors  nous  aurons 

|/ dx“  4-  dj-*  = ds  ; 

d’oè  nous  tirerons  en  divisant  par  dx’  sous  le  radical  et 
multipliant  par  dx  en  dehors. 


et  en  faisant 


Ax~P' 
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on  obtiendra 

Au  mojea  de  cette  équation , nous  éliminerons  le  radical 
de  l’éqnation  (8i) , laqnelle  se  rouira,  en  changeant  pAx 
en  4?^,  à 

1 ‘It'  lu 

6^.  Remarquons  que  cette  équation  n’aura  lieu  que 
pour  les  coordonnées  x',  y,  et  x",y,  des  points  extrêmes 
A et  B,  en  sor|^  qu’on  aura  * 


■ » A - 

au  point  A,  = 

. d.  1/7 

’ „■  d*" 

au  point  B , 


h;’  + 


j^  V = o,..  W, 


dsv/y 


= ^x*+  — ^ys=z  O . 

.ji  • 1 - / ^ •' 


ds[/y 


(83); 


ces  points  extrêmes  A et  B n’étant  pas  fixes , peuvent 
être  assujettis  à se  mouvoir  sur  les  courbes  KM , LN , 
fig.  123,  dont  les  équations  sont  ' >a  ' Fis 

M = o,  et  N = O ; 

et  comme  M et  N sont  des  fonctions,  Fnne  de  x"  et  de  y, 
et  l’autre  de  a?*  et  de  y,  nous  aurons  ’ * 


dM 


dM 


dN 


dN 


K— ' I K V lu  » A a.  .. 

Au  moyen  de  ces  équations, ^tlminant  l’une  des*variations 
contenues  dans  les  équations  (8a)  et  (83),  l’autre  de  ces  va- 
riations deviendra  un  facteur  commun  que  nous  suppri- 

'MÇ  ’ 


merons. 


Tirant  donc  des  équations  M :=  o et  N s=  o les  valeurs 


CAIXnJI.  DSS  TARIATIOMS. 


<7» 


^y—u'  N" 


et  les  substituant  dans  les  équations  (82)  et  (83),  on  ob- 
tiendra 


do:' 


ds]/y  ■ às\/y  ’ àsy/y 

et  l’on  tirera  de  ces  équations 


N"=  O ; 


ds  y'y 


dy, 

dx' 


i_ 

dx*~  »"• 


622.  Maintenant,  si,  au  moyen  de  l’équation  {•]']) , nous 
éliminons  la  s'aleur  de  x contenue  arec^  dans  les  fonctions 
M' et  N",  ces  fonctions  se  cbangeront  en  des  fonctions  M,  et 
qui  seront  composées  en  de  la  même  maniée;  de  sorte 
que  si  l’on  fait  j-  = o dans  l’une  et  dans  l’autre,  ces  fonc- 
tions se  réduiront  à une  même  constante  a,  qui,  suivant 
le  cas,  pourra  être  eéro  ; nous  aurons  donc  alors 

dx'  ’ d? 


: a. 


Or,  il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  sont  précisément 
Fig.nS.  celles  qui  ont  lieu  aux  points  A et  B,  fig.  iu3  ; car  en  ces 
points  on  a j' — o , comme  nous  venons  <Je  le  supposer; 
dr 

et  si  l’on  considère  que  ~ représente  en  général  l’angle 

0 que  l’élément  de  la  courbe  fait  au  point  l,  avec  l’axe 
des  abscisses,  on  verra  que  ces  élémens  forment  des  angles 
égaux,  et  que  par  conséquent  les  tangentes  en  A et  en  B 
sont  parallèles. 

623.  Les  problèmes  que  nous  avons  résolus  jusqu’à  présent 
par  le  Calcul  des  variations,  se  rapportent  à des  maxinia 
ou  à des  niinima  absolus;  il  existe  une  autre  classe  , de 
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prol)lcmy  qu’on  peut  comprendre  sous  la  dénomination 
de  maiima  ou  de  minima  relatifs.  Dans  ces  derniers , on 
considère  des  courbes  qui  jouissent  d’une  propriété  com- 
mune, et  l’on  demande  quelle  est,  parmi  ces  courbes  , 
celle  pour  laquelle  une  certaine  formule  intégrale  est  un 
maximum  ou  un  minimum.  En  voici  un  exemple:  entre 
toutes  les  courbes  planes  de  même  longueur,  déterminer 
quelle  est  celle  pour  laquelle  la  formule  intégrale  /Vdx 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 

L’élément  d’une  courbe  plane  ayant  pour  expression 


l/dx*-t- clrS 

la  longueur  de  cette  courbe  aura  pour  expression 

fŸdx"  + d^*, 

et  en  mettant  le  facteur  dx  eu  dehors  du  radical,  deviendra 


v/'  + d?’ 

or,  on  veut  que  cette  'expression  d’un  arc  de  courbe  soit 
une  quantité  constante,  on  aura  donc,  par  la  première  con- 
dition du  problème,  , 

/dx  * 4*  JP  = constante  =z  A. ..  (84). 

Cela  posé,  la  variation  d’une  constante  étant  égale  à zéro, 
on  déduit  de  ceftc  équation 


^/dx^,+^=o... 


(85). 


La  seconde  condition  du  problème  nous  donne 
/Ydx  = maximum  ou  minimum. 
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Cette  seconde  condition  sera  remplie  si  l’on  a 

« 

d'/Td*  = o...  (86). 

Sous  un  certain  point  de  vue , on  peut  considérer  /"Ydx 
comme  l’expression  d’une  surface,  lors  même  que  T ne 
serait  pas  d’une  seule  dimension,  ainsi  que  l’exige  la  for- 
mule (8i),  art.  348.  En  effet,  en  prenant  autant  d’unités 
linéaires  que  Y,  selon  le  cas  (*),  renferme  d’unités,  ou  carrés, 
ou  cubiques , ou  autres,  on  pourra  toujours  ramener  cette 
fonction  à prendre  la  forme  d’une  quantité  d’une  seule 
' dimension. 

» 

Fig.ia^.  Cela  posé,  si  nous  représentons,  fig.  12^  par  AMP  la 
surface  qui  a fYdx  pour  expression , nous  ne  pouvons,  en 
thèse  générale , placer  l’origine  au  point  où  fYdx  devient 
nul  ; car  ce  serait  trop  se  restreftdre  dans  le  choix  que 
nous  pouvons  faire  de  cette  origine.  Ainsi,  pour  conserver 
en  cela  toute  la  latitude  possible,  au  lieu  de  compter  les  x 
depuis  le  point  A,  nous  les  compterons  à partir  d’un  point 
^ quelconque  O;  de  sorte  que  si  la  formule  qui  nous  est  don> 

née  est  exprimée  par 

f(Ydxy=fJ, 

c’est— è-dire  par 

AMP=ifx...  (87), 

et  se  rapporte  à l’ahscisse  x = AP  qui  s’évanouit  avec  l’in- 
tégrale , et  qu’on  veuille  compter  les  abscisses  d’une  autres 
origine  O , il  faudra  remplacer  x = AP  par 


(*)  Par  exemple,  si  Y représentait  la  fonction  ay',  qui  est  de  trois  di- 
mensions, et  que  le  centimètre  fût  l’unité,  en  prenant  aue,-int  de  centi- 
mètres cubes  qu’il  y a d’unités  dans  ay’,  on  aurait  pour  Y un  parallé- 
lépipède dont  la  longneur  serait  ajr‘  et  qui  aurait  l’unité  ponr  ses  deux 
antres  dimensions.  Représentant  donc  par  «*  le  carré  de  l’nnité,  on  rem- 
placerait ay*  par  et,alors  Y prendrait  la  forme  d’une  expression  li- 
ncairc* 
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•X  • } 

X -j-  a = OP  + AO , • 

( 

et  alors  nous  aurons 

/(Tdx)  = <itre  OBMP  + aire  A60. . . (88).  P'g-«â4- 

L’aire  ABO  se  déterminera  en  supposant  l’espace  AMP 
se. réduise  à ABO  lorsque  x = <i,  ce  qui  changera  l’équa- 
^ tion  (87)  en  i > . 

aire  ABO  —fa-, 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (88),  et  remplaçant 
aire  OBMP  par  fYdx,  nous  obtiendrons 

• /(Ydx)=/Ydx+/a.  . 

Dans  la  première  intégrale,  indiquée  par  /(Tdx),  nous 
comptons  les  x depuis  le  point  A,  tandis  que  dans  la  se- 
conde, nous  les  comptons  depuis  le  point  O,  ce  qui  revient 
è supposer  que  la  formule  /Tdx,  renfermée  dans  l’équa- 
tion (86) , au  lieu  de  se  rapporter  à l’origine  A , se  rap-  ” 
porte  à une  origine  quelconque  O,  pourvu  q^’on  y ajoute 
une  constante  fa,  que  nous  représenterons  par  C;  dans 
cette  hypothèse,  la  formule  (86)  deviendra  donc 

d'(/Tdx+'c)  = o.,.  (89). 

La  constante  C qui  entre  dans  cette  expression  étant  arbi- 
traire, ne  difière  de  la  constante  déterminée  A qu’en  ce 
qu’elle  peut  devenir  A par  une  valeur  particulière,  ce  qui 
exige  qu’on  ait 

GsnA...  (90),  ^ • 

.xr 

n étant  un  facteur  indéterminé  qui  se  réduit  à l’unité  quand 
C =;  A ; remplaçafnt  A par  sa  valeur  constante , 


i 
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que  nous  donne  l’équation  (84) , nous  aurons 
C =n/dx  y/i  4-^; 

et  par  conséquent  la  formule  /Ydx  + C deviendra 

* 

ou,  en  comprenant  toute  l’expression  sous  le  signe  d’inté- 
gration , 

de  sorte  que  l’équation  ( 89  ) peut  être  remplacée  par 
celle-ci  : 

.r/da:(T-fi.^i+g)=o,, 


équation  qui  * en  faisant  ^ ^ p , peut  s’écrire  ainsi 

QJ»  f 


Jydx(T-f-n|/i -f  = 0)..  (91). 

624.  Cette  équation  exprime  d’ailleurs  d’une  manière  inipli- 
cite  une  condition  de  maximum  ou  de  minimum;  car  la  partie 
constante  fdxŸ'  * étant  commune  à toutes  les  courbes 
que  comprend  cette  équation,  si  ces  courbes  ont  un  maxi- 
mum, ou  un  minimum,  cela  ne  pourra  provenir  qiAs  de  la 
partie  fYdx,  si  cette  partie  en  est  susceptible. 

Le  problème  ne  dépend  donc  plus  que  de  la  formule  (91), 
qui  dhange  la  question  de  maximum  ou  de  minimum  relatif 
en  celle  de  maximum  ou  de  minimum  absolu. 

625%  Le  procédé  auquel  nous  sommes  conduits  par  cette 
théorie  revient  évidemment  à multiplier  la  formule. .... 


« 


\ 
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àx\zr^p'‘  par  une  constante  arbitraire  et  à l’ajouter  à 
l’autre.  -i 

C’est  la  règle  qu’Euler  proposa  le  premier  pour  convertir 
up  maximum  ou  minimum  relatif  en  maximum  ou  mini- 
mum absolu.  (Note  dix-septième.) 

626.  Il  suit  de  ce  qui  précède  qu’on  peut  maintenant  ap- 
pliquer la  formule  (40  à l’équation  (gO-  Ainsi , en  adoptant 
l’hypotlièse  que  les  points  extrêmes  de  la  courbe  soient 
fixes,  cette  équation  (40  se  réduisant  à la  partie  qui  est 
sous  le  signe  d’intégration , nous  donnera 

ivr  ‘IP  . d*Q 

et  si  l’on  compare  la  partie  qui  est  aflectée  du  signe  d’inté- 
gration, dans  l’équation  (gOi  à cette  formule 

Vdx  = Mdx  -f  - Ndj'  -f-  Pd/>  + Qdj  -f  etc. , 

on  aura 

V =Y  -f-  n\/ 1 -+-/?% 

et  par  conséquent 

- • 


„ - dV  dY 

M = o,N  out^  = 

djr 


P 

^ , P ou  — = 
Ajr  dp 


Vi+p' 

au  moyen  de  ces  valeurs,  la  formule  (92),  donnera 

.1 


,Q=o-, 


dY 


d^  dx 

effectuant  la  dififérenci^ion  du  second  terme  par  la  règle 
des  fractions,  et  mettant  le  diviseur  dx  en  dehors,  on  trou- 
vera 


dy 


d* 


I +p- 


^^l±£'dp=., 
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rédui^t  au  même  dénominateur,  et  efiaçant  les  termes 

qui  le  rfétruisent,  on  trouvera 

dY  1 nd^  


dx 

- = o...  (93); 


multipliant  par  dj",  et  changeant  en  p,  on  aura 

dT — A 

(I  +/?’)« 

observant  que  le  numérateur  npàp , est , à un  facteur  cons- 
tant près,  la  différentielle  du  dénominateur,  on  intégrera 
par  l’article  ,1a  fraction  qui  forme  le  second  terme  de 
l’équation  (g3) , et  l’on  trouvera 

Y-|-n(i-j-pT*"  = ^î 

on  tire  de  cette  équation 


Y-f-’ 


et  par  conséquent 


(I  4-/>“)î 


- = b-Y. 


çe  qui  donne 

ou,  en  changeant  l’esposant  fractionnaire  en  radical, 

Mettant  — à la  place  de  p , et  multipliant  ensuite  par  dor 
on  obtient  ce  résultat , 


ndx 


= v/ dx*  -j-  4y* , 
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d’où  l’on  déduit,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré 
- dx’  = dx*  + 


(6 -Y) 

faisant  passer  dx*  dans  le  premier  membre , et  le  mettant 
en  facteur  commun,  on  obtiendra 

ou  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

Y)*,  . 

tirant  la  valeur  de  dx*,  on  aura  enfin 

(é-Y) 


dx*  = 


n^  — {b  — Y)* 
équation  qui  donne,  en  passant  à la  racine, 

\/n'—{p—YY 

et  en  intégrant , on  trouve  enfin 

_ r (g  — Y)dj- 


r ip  — -,  -U  . 

X ==  / — — + c. , 


(94)  i 


(95). 


Quand  «on  aura  donné  la  fonction  Y,  cette  équation  sera 
celle  de  la  courbe  cherchée. 

Les  constantes  ù,  cet  n se  déterminent  par  les  conditions 
que  la  courbe  passe  par  les  points  fixes  A et  B,  et  que  la 
partie  de  la  courbe  comprise  entre  ces  limites  ait  une  lon- 
gueur donnée. 

627.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  Y de  ^ soit 
cette  ordonnée  même.  L’intégrale  /*Ydx  représentera  alors, 
art.  348  et  34g , l’aire  d’une  courbe  plane , et  le  problème 
énoncé  art.  6x3,  se  réduira  à celui-ci  : 

Déterminer,  parmi  toutes  les  courbes  planes  de  même 


• O 
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longueur,  quelle  est  celle  dont  la  superjîcie,  exprimée  par 
fj-(\j^st  un  maximum  ou  un  minimum. 

Dans  ce  cas , l’équation  (g5)  se  réduit  à 


dx  = 


_ (&  — y)  Ajr 


(96); 


i 


ŸT^  — {b—xT 
et  comme  le  numérateur  est , à une  constante  près , la  dif- 
férentielle du  dénominateur , nous  parviendrons  à inté- 
grer le  second  membre  de  l’équation  (96),  en  supposant, 
art.  271 , 

re  — (l}  — yyz=z, 
ce  qui  nous  donnera 

dz  = 2(ù  — j^)  dj-, 

et  nous  changerons  l’équation  (96)  en 

dx  = -^_  = ï2~*dr, 
et  en  intégrant , nous  aurons 

I 

X = a*  constante  ; 

rétablissant  la  valeur  de  z en  mettant  c à la  place  de  la 
constante,  nous  trouverons 

x = c + t/n’  — {b  — jy, 

et  si  l’on  observe  que  le  carré  de  b — j-  est  le  même  que 
celui  dç  X — ^ équation  pourra  se  mettre  sous  cette 

forme 

{x  — cy+(jr—  by  = n\ 

ce  qui  est  l’éqnatîon  d’un  cercle  décrit  avec  le  rayon  n,  et 
qui  aurait  c cl  b pour  coordonnées  du  centre. 

628.  Cet  exemple  sufBt  pour  montrter  comment,  en  don- 
nant une  forme  particulière  à la  fonction  Y,  on  peut  obtenir 
la  solution  d’une  foule  de  problèmes  de  même  genre.  ,, 


FIN  BU  CAIXJÜL  BES  VAMATIONS. 
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NOTE  PREMIÈRE  (page  38).  < 

Manière  de  trouver  le  développement  du  logarithme  de 

X h. 

Voici  un  des  procédé.s  employé.s  pour  trouver  le  loga- 
rilRnie  de  x + A.  On  cherchera  d’abord  le  développement 
de  log  (i+a:)  de  la  manière  suivante:  on  égalera  log(i+A) 
à une  suite  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances  de 
X,  en  observant  préliminairement  que,  dans  cette  suite,  il 
ne  peut  y avoir  un  terme  indépendant  de  x.  En  effet , si 
l’on  avait 

log  ( • + -^)  ==  Al  + Ba;  + Ca:“  + etc  , 

1. 

cette  équation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  a;,  il  en  ré- 
sulterait qu’en  faisant  x = o , on  trouverait  A = log  i = o ; 
ainsi  nous  écrirons 

log  (i  ar)  =:  Aa;  -f  Ba:’  -4-  Ca:’’  -f-  Dar*  -+•  etc. . . (i)  ; 

changeant  x en  z,  on  aura  pareillement 

log  (i  4*  z)  = Az  -E  Bz’  -f-  Cz’  -E  etc.  ; 

Z étant  arbitraire,  nous  pourrons  supposer  qu’il  y a entre 
X et  Z la  relation 

» ^ 

(i  -E  x)“  ' ou  1 -E  2*  -E  = ï + 2 ; 

tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  z,  et  la isubstituailt 
dans  l’équation  (l)  , nous  trouverons 

log  ( I + x)'=  k{ox  -Ex'")  E R(o.r-Ex')-‘-E  C(a.r +x*)'’-E  etc.,; 
Èlém.  de  Cale.  diff.  3i 
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OU , en  développant  et  ordonnant  par  rapport  à x , 

log(i+.»)’=aAx-4-  Bixt+etc., 

+4B)  -f8Cj  +i2C[  -yii). 

+ i6D' 

D’une  autre  part , la  propriété  des  logaritliracs  étant  expri- 
mée par  cette  équation  log  a*  = n log  a,  nous  avons 

log  (i  -f- x)’ = 2 log  (i  -H  x) , 

on  , en  mettant  pour  i x son  développement  (i) , 

log  (i  -i-  x)’  = 2 (Ax  + Bx*  •+•  Cx’  etc.)  ; 

substituant  cette  valeur  de  log  (i  + x)’  dans  le  premier 
membre  de  l’équation  (2) , nous  aurons  une  équation  qui 
aura  lieu , quel  que  soit  x;  par  conséquent , en  égalant  entre 
eux  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  x,  nous 
obtiendrons 

aA  = 2A,  A-)-4B  = 2B,  4B"4"BC:=2C,  etc.) 

d’où  nous  tirerons  »■ 

. A ^ 2B  A ^ . 

B = — -,  C — J,  etc,  - 

substituant  ces  valeurs , nous  trouverons 

log  (I  +x)  = A[x  — - -f  - — + etc. j 4- C. 

constante  est  nulle , car  x = o donne  C = log  1=0. 

h h-\-x 

Faisons  x = - nous  aurons  1 -f-  x = — j- — ; substituant , 

X n 

et  changeant  endifférence  le  logarithme  du  quotient,  il  vient 

/h  A’  h*  \ 

log  (Jf  + A)  — = A 3p—  -+-  etc.  j ; 

cette  équation  donne,  lorsqu’un  passe  à la  limite, 


/ 
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<llo^*  _ A ^ conséquent  d log  * = ^ A , 


X'  ■ ■ “X 

équation  de  même  forme  que  lâ  dernière  de  ta  page  27. 


NOTE  DEUXIÈME  (page  38). 

Second  moyen  de  déterminer  la  différentielle  de  a* 


On  pourrait  parvenir  de  la  manière  suivante  à ta  difiié' 
rentielle  de  «*. 

Soit 

yr=a-...  (.), 


Une  équation  dans  laquelle  l’abscisse  x est  le  logaritlime  de 
l’ordonnée^;  si  l’on  prend  deux  ordonnées  quelconques 
et  Z,  on  devra  avoir 

y = a*'*  y,  Z = a'°»  * . . . (2). 


Les  abscisses  log  y et  log  z des  ordonnées  y e\  z étant 
ensuite  augmentées  de  quantités  égales  à A,  si  nous  nom- 
mons et  z'  les  ordonnées  correspondantes,  nous  obtien- 
drons encore 

y'  — «‘■♦■'•s  x'  = *. 


Par  conséquent,  en  divisant  ces  équations  par  les  équa- 
tions (a) , nous  aurons 


ce  qui  nous  donnera  cette  proportion  .* 
y : y::  *'  :z, 
y — y : y ::  z'  — x:  z. 


ou  encore 


Changeant  les  moj^ens  de  place,  et  divisant  par  h le  premier 
rapport,  on  obtiendra- 

3i.. 
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* y — y ^ ^ 

A • J . 

passaat  à iiinite,  cette  proportion  deviendra 
dr  dz  . dof  da; 


d’où  nous  tirerons 


d.r'  ' d* 
*dz  dy 


d’où  l’on  tire 


, !ii  • I ■-  T ' 

Or,  d’après  l’article  69,  on  reconnaît,  dans  ces  elpressionss 
celles  des  sous-tangentes  aux  points  dont  les  ordonnées  sont 
J"  et  Z ; ce  qui  nous  apprend  'que,  dans  la  courbe  dont 
j-  = a''  est  l’équation,  la  sous-tangente  est  constante.  Pvc- 
présentons-la  par  c,  nous  aurons  donc  . 

djf  . -•  ■■ 

> , ■ -,  . • ■ 

et  par  conséquent  d log^  = c^,  ce  qui  est,conCoriafi  à 

l’art.  38;  et,  en'  supposant  que  les  logarifbmes  appartien- 
nent au  système  népérien  , on  aura,c,==  i , .et  , par  suH«i 

drn  ' _ 'lin  4 lo.- 

dlog^  = -j...  (3). 

Pour  obtenir  la  diffërentreTle''de  a*,  soit  a*  = z,  et  pre- 
nons les  logarithmes  dans  le  système  népérien,  nous  aurons 
log  Z = log  ou  ' log  Z = X log  a ; 
différenciant , on  trouvera  ‘ _ 

^ 3=  âx  log  a ou  da^  id  a^dx  log  a , 

, ' / . ■ ' ' '**  ' '•*'  ■■ 
ce  qui  est  réqualion  (a5)  ije  1 art.  3']^  ■ nv'  ‘li-  î :n'** 
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ACTE  TROISIÈME  (page  44.) 


Sufjplt‘/neiU  à la  différenciation  des  fonctions  de  plusieurs 
variables. 


Si,  coiiiruc  clans  l’art.  66,  u est  une  fonction  de  trois 
variables  indépendantes  x , jr,  z,  nous  en  trouverons  la 
différentielle  seconde  en  réunissant  les  différentielles  de 


du  - , du  , du 


prises  par  rapport  à chacune  des  variables  ; mais  pour  cela 
il  faudra  observer  que  dx  n’ayant  point  de  différentielle  se- 
conde à cause  de  l’indépendance  de  x , il  en  sera  de  même 
de  dj"  et  de  <iz,  à l’égard  dej"  et  de  z.  Ainsi , en  différenciant, 
nous  traiterons  les  facteurs  da:,  dj"  et  dz  de  l’équation  (1) 
comme  des  constantes,  et  nous  aurons,  en  différenciant. 


par  rapi,ort  à x , ^ dx“  + dydx  + dzdx , 


par  rapport  ^dxdj  + dy^  d.dj^, 


, . d*u  d u <l“u 

par  rapport  a z , 5-  da:dz  -}-  — — drdz  + — dz*: 

dxd.z  dj-dz  ^ dz*  ’ 


ajoutant  ces  résultats,  on  aura  pour  la  différentielle  totale 
de  l’expression  (1), 


d'u  — 


d’u 


d’u 


d“u 


— dx*-f  — 
dx‘  ^ dz'‘ 


dz* 


I . 2d'u  , , . ad'u  , . , 

•f-'rrr-.  + 7-7-  dxdz  + __dj-dzl 

dxdz  dj-dz  ' 


(7). 


dxAjr 


Üi  (u)  n’était  fonction  que  de  deux  variables  x et  j',  ce  ré- 
sultat se  réduirait  li 


d*w  = 


d-u 


d*u 


ad*cc 


I 


• 4 
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en  continuant  de  différencier  de  la  même  manière  les  équa- 
tions (2)  et  (3),  on  trouverait  les  différentielles  troisièmes, 
quatrièmes,  etc.,  de  «;  et,  dans  ces  différentielles  succès-^ 
sivcs,  on  remarquerait  aisément  l’analogie  qu’elles  ont  avec 
les  puissances  d’un  binôme,  d’un  trinôme,  etc.,  selon  que 
la  fonction  se  composerait  de  deux,  de  trois,  pu  d’un  plus 
grand  nombre  de  variables. 

Dans  l’hjpotbèse  de  l’art.  6^  , où  parmi  les  trois  variables 
■*>  J'»  * <1**®  renferme  u,  il  n’y  a que  les  deux  premières 
qui  soient  Indépendantes,  il  faut  regarder  z comme  une 
fonction  de  x et  dej"  dont  on  tiendra  compte  dans  la  dlfr 
férentielle.  Par  conséquent,  en  remplaçant  dz  par 

^dz  + l^dy',  la  formule  (1)  pourra  s’écrire  ainsi  : 

et  U contenant  z implicitement,  sera  ramenée  à une  fonc- 
tion de  deux  variables.  La  différentielle  seconde  de  u se  dé- 
terminera donc  par  la  formule  (3),  pourvu  que  nous  trai- 
tions z comme  une  fonction  de  x et  de  la  question  se 
réduira  donc  à obtenir  les  valeurs  que  prendront  alors 

d’u  d*M  d’u  . , , . , , . 

i — r*  1 ® substituer  dans  la  formule  (3). 

dx’  dy^*  dxd^  ' ' 

Pour  cet  effet,  les  équations  (4o)  et  (40> «rt.  67,  page  44  > 

nous  donneront  d'abord  pour  les  coefficiens  différentiels  du 

premier  ordre  de  u , par  rapport  à x , à et  à la  variable  z 

considérée  comme  fonction  des  deux  autres 

d (u)  du  du 


d (u) du  du  dz 

dx  dx  dz  ’ dx’ 


ilj-^dz' 

différenciant  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à x 
seul,  d’après  l’art.  i4>  on  aura  ce  coeflicient  différentiel 

d’(u) d*u  d’u  dz  d’u  d’z 

dx’  dx”  dzd.rdx  dz  dx’‘ ’ 


) '*  partie  de 


(5)i 


I 
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<iin«r«9iciaiit  (•«isuite  la  première  des  équalious  (4)  pair  rap- 
port à * , rotictioii  de  X , on  aura  cet  autre  coefficient  diffé- 
rentiel , 


, , d’(“)  d’u  dz  d*«  Jz  dz 

parue  de 


’ dardz  ' dx  ‘ dz*'dx‘  dx'  ‘ 


(6); 


dlrt  d* 


nous  n’ajoutons  point  à ce  résultat  le  terme 

devrait  amener  la  règle  de  l’art.  i4,  parce  qu’en  mettant  ce 


terme  sous  cette  forme 


© 


du  d'x  du 


dzdzdx  dz  dx 


du  di 
dz  dx 


du  d . constante 
dz  dx  ’ 


on  voit  qu’il  s’évanouit,  par  la  raison  qu’une  constante  n’a 
|K>iiit  de  différentielle.  Ajoutant  donc  les  résultats  (5)  et  (6), 
nous  aurons  pour  le  coefficient  différentiel  par  rapport  à x, 

d’(u) d'u  ad’u  dz  , du  d’z  d’u  dz’ 

dx’  dx’  dxdz  ’ dx  dz  " dx’  dz*  dx'  ‘ ’ 

0|)érant  de  même  pour  jr,  ou  trouvera 


d*(u) d’u  zd’u  dz  , du  d’z  d’u  dz' 

àjr^  clj"’  rl^tlz  t\y  <lz  dz’  dj'*  ' 

d’  (u) 


(8). 


Il  ne  s’agit  plus  que  de  trouver  On  y peut  parveuir 

de  deux  manières  différentes,  soit  que  l’on  différencie  la 
première  des  équations  (4),  par  rapport  à ^ et  à z traité 
comme  fonction  de  j",  soit  qu’on  différencie  la  seconde  des 
équations  par  rapport  à x et  à z traité  comme  fonction  de 
X.  Opérant  dans  la  première  hypothèse,  nous  obtiendrons  , 
en  différenciant  la  première  des  équations  (4)  par  rapport 

à r. 

. , d’(u)  d’u  d’u  dz  , du  d’z 

fjar  tie  e dxdj-  dzdj-  ' dx  dz  ’ dxd  x ’ 
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et  en  la  tlifiéreneiant  par  rapport  à z,  fonction  de  y , 
, . , (\'(u)  d“u  <lz  , cl“M  dz  d* 

ajoutant  ces  deux  parties , on  trouvera 


d'(n)  d'^tt 


I d’n  dz  , du  d''z 
T".i_  J 'XT.  ' T. • j 


d‘o  dz  cl^ndz  dz 

dx(\y~  dx(\y  ' dzdj^Mx  ' dz’ùxdy^  dxdzdj^  dz*d^’d*  ^’ 

Pour  obtenir  la  dill'érentielle  de  u , dans  l’h^  potlièse  où  les 
deux  premières  des  variables  x,  y,  z sont  seules  indé|>en- 
dantes,  il  faudra  donc , comme  le  prescrit  l'équation  (3), 
multiplier  l’équation  (7)  |>ar  dx’,  l’équation  (8)  par  dy'‘,  et 
l'équation  (9)  par  xdard^ , et  former  la  somme  de  oes  pro- 
duits; mais  en  prenant  cette  somme  , on  aura  soin  d’opérer 
quelques  rédueftions,  eu  observant  que 

dz  , , dz  V ■ 

dx  d^  ’ 

et  que  celte  écpiation  étant  dilVéreiicicie  , nous  donne 

d*z  , . , d’z  , . d‘z  , ,, 

d.r'.  dxd^  •'  .d^’ 

NOTE  QUATRIÈME  (page  46). 


Accord  de  la  notation  de  Fontaine  avec  le  signe  de  la 
division. 


Voici  de  quelle  manière  on  pourrait  démontrer  direcie- 
jnent  que  dans  la  nouvelle  acception  c]ue  donne  le  signe  de 

la  division  à la  fraction  j",  si  l’on  a l’équation  ^ 1=  A , on  a le 
droit  d’en  déduire  celle-ci  ; ' 


Mf.THOUE  DLSi  INUÉtEKMIN  É*. 


4»9 


iioil 

= A 4-  + r/i*  + nfc’  + etc.  ; 

X — X 

(loue 


J-' — J A 4"  ”t“  ’ 

< (leclnant  la  divi.sion  ou  développant  celte  fraction  à l’aide 
du  tliéorèiiie  de  Maclaurin,  on  obtient 


x'  — X I B 

passant  à la  limite,  un  a 

dx I 

•F~Â’ 


'h  4“  etc. , * 

> T • 

■ w\ 


ce  qui  montre  qu’en  regardant  x comuic  une  fonction  de 
r,  le  coefficient  différentiel  se  trouve  eu  divisant  l’unité  par 
le  coefficient  différentiel  A,  qu’on  obtiendrait  en  regardant 
j~  coniinc  une  fonction  de  x. 


NOTE  CINQUIEME  (page  i68). 

Principe  de  la  méthode  des  coejficiens  indéterminés. 

On  peut  déinuntrer  de  la  manière  suivante  que , lors- 
qu’une équation  , tuile  que 

At'"4-Bx"— 4-Cx"-'...  4-Ur+E  = o...  (i),’ 

a lieu  quelque  soitx,  il  faut  nécessairement  que  cliacun 
des  coefficieus  A , B , C , D , E , soit  nul.  En  eflet , piiist|ue 
X peut  avoir  une  valeur  quelconque , faisons  x = o , l’é- 
quation (i)  se  réduira  à E = o , cl  euinuie  E est  indépen- 
'nl  de  X , ce  ternie  sera  donc  encore  nul  lorsque  x n’é- 
'^‘•a  pas  zéro  d’où  il  suit  que  l’équation  (i)  se  réduira  à 


I 
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Ax“  + Bx— ■ + Cx"-*. . . 4-  Dx  = O ; 
-supprimant  le  facteur  commun  x,  il  restera 

Ax"— + Bx"‘-*  + Cx"-3. . , -t-D  = o. 


Appliquant  à cette  équation  le  meme  raisonnement  que 
nous  avons  employé  à l’égard  de  l’équation  (i),  nous  prou- 
verons que  D est  nul;  et  en  continuant  ainsi,  nous  trouve- 
rons successivement  que  les  autres  coeflicicns  le  sont  aussi. 


NOTE  SIXIÈME  (page  225). 


Intégration  des  fractions  rationnelles  qui,  dans  leurs  dé- 
nominateurs égalés  à zéro,  contiennent  des  racineslima- 
ginaires  et  égales. 

L’int^ration  des  fractions  rationnelles  de  cette  es|)cce  se 
réduisant  à celle  de  la  formule  ^ — r , comme  la  nia- 

(o  +2-/ 

nière  dont  nous  avons  intégré  cette  expression,  page  225, 
est  un  peu  compliquée,  nous  allons  indiquer  un  procédé 
moins  direct,  mais  qui  est  en  usage  pour  parvt  nir  promp- 
tement à ce  but. 

On  supposera 


r «f «i , K r_ -ili— 

J(:‘  + zy  J (C‘ + z'y-''"'- 

nu,  ce  qui  revient  au  même, 

> + * /(c-  + ^ > 

diflëreuciant,  on  a 


y 


c 
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i\z 


==  + H (.-7>)  (C’  + 

(fc  -h  Z J' 


+ K 


dz 


(C‘  + z-y- 


jlz_  __  Ildz(.*M^)  2H(i—p)z'(fz  (C’-i-z)dz 

(C‘+z-'y~  (C‘+zy  (C‘-i-zy  (S*+**)' 


suppriiuant  les  facteurs  commun»,  on  trouve 

i=H(C*+2*)  + aH(i  -p)z*  + K(C-+2')-. 


égalant  entre  eux  les  coefficiens  de  z’,  et,  d’une  ai^lrc  part, 
ceux  qui  en  sont  indépendan»,  on  obtiendra 


i = Hf+KC*,  H+2(i— ^)H+K  = o, 
ces  valeur»  donnent 


W = 


2(p— 


K = 


2p  — 3 


2{p—  l)f"’ 


H et  K étant  connus,  on  en  substituera  les  valeurs  dans 
l’équation  (i),  et  l’on  aura 


r àz  I X (2/>— 3)  r àz 

J (f‘^-x*)F~2(p_|)tf''(C‘  + X‘)(>— i)C*J  {C‘+z'y-'"  ''^^> 


dz 


ainsi  l’intégrale  de  dépendra  d’une  autre,  dans 

laquelle  l’exposant  de  la  parenthèse  sera  moindre  d’une 
unité.  Si  dans  la  formule  (2)  on  suppose  ensuite  p—p  — i, 

^ dz 

on  fera  dépendre  l’intégrale  de  celle  de 


diminuant  ainsi  successivement  l’expo- 


•®  - . ->oale 

‘ k 
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Mnt  cîc  la  |)ar«*iillièsf  d’une  uiiilé,  on  tciulter» 
ilonl  l’intégrale  est , art.  2^6,  page  190,  ^ arc  ^tang  = ^^. 

N(JTL  SEPTIÈME  (page  247). 

Développement  des  puissances  des  cosinus  et  des  sinus  en 
fonctions  des  arcs  multiples,  ou  théorie  des  sections  an- 
gulaires. 

Il  e\i«te  une  formule  très  cI<^onlc,  qui  donne  la  valeur 
d’une  puissance  d’un  cosinus  en  fonction  des  quantités  cos  x, 
cos  2.r , cos  3x , etc. , et  une  formule  analogue  a lieu  aussi 
pour  les  sinus  : il  importe  de  les  faire  connaître;  mais,  avant 
que  de  nous  occti[)er  de  cet  objet,  nous  commencerons  par 
donner  la  démonstration  d’une  formule  imaginaire  remar- 
quable, que  nous  allons  bientôt  emploser. 

Soit  donc  l’expression  cos*  ^ 4-  sin*^,  qui  est  le  protluit 
des  deux  facteurs  cos^ -4-sii>f  \/ — i,el  cos^  — sin^i  — 1; 
si  nous  faisons  cos  9 -4-  sin  (p  \/  — 1 =F.p,  nous  aurons  eu 
düTérenciant 


(!!> 

dp 


= — sin  P + cos  P y — I ; 


cette  équation  étant  multipliée  par  — y — 1 , devient 

dFip.  , / , 

— y — I = siii  P y — I -f"  cos  P ; 

et  puisque  par  li  Ypolbcse  son  second  tncmbi'e  est  égal  à l'tp. 


nous  avons 
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tlF(p 


(1^ 


77~—  = v^—  » ; 


\/—  I V'  - I i/— 

et  en  inléaraut , on  troure 

/ — '/— 

lo<^V,'=-P^' — I = ^ — i)  loy  e =:  log  e*  F 

passant  aux  nombres , on  a 

F>  = 

et  eu  ineltanl  pour  sa  valeur,  on  obtient 
i g>  + siu  — 1 = ^ 


cos  ( 


...  (.). 


Oetle  ê<|uat!on  avant  lieu,  quel  que  soit  on  pourra  cban- 
ger  (P  en  mtp,  et  l’on  aura  encore 


mf\/  — I 


cos  4"  sin  ntip  \/  — i = e 

il  existe  une  autre  expression  de  cette  puissance  imaginaire 
(le  e;  car  l’iiquation  (i)  étant  (ilcvée  à la  puissance  m,  nous 
donm; 


(cos 


, ./ (»l/ — i)«»  ni»  5/  — I 

9-rsin^y  — i)**=  ^ = e ' 


I.es  seconds  membres  de  ces  dernières  équations  étant  les 
mêmes,  on  a , en  égalant  les  premiers, 


(cosip  + sin  ^l/  — i)"  = cos  m(p  -|-  sin  mipy'  — i . . . (2)  i 

si  l’on  fait  p = — ç dans  les  équations  (1)  et  (2),  ces  équa- 
tions deviendront  ■ 


as  — (p  + sin  — <PV' — • — 


i -*V- 


(00s — ip+»in — P — i)"‘=cos — 7W(p-f-sin — (4)- 

Or,  si  <p  est  représenté  par  l’arc  AD,  Kg,  83  , — p le  sera 


4 


->  X-  V 


ù. 


4g4  KOTE  SEPTIÈME.  . 

|iflr  AD';  et  comme  ccs  arcs  ont  les  nièuies  cosinus  et  tles 
sinus  (le  signe»  contraires,  ou  aura 

cos  — ^s=cos^,  sin  — ^ = — sin  ^ 

on  prouverait  de  même  que 

cos  — ==  C08  , et  que  sin  — = — sin  rruf  ; 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (3)  et  (4),  on  ofi- 
tieiidra 

cos  ^ — sin  I . . (5), 

(oos^  — siaçy'  — i)"‘  =cosm^  — sin  mip\/ — i , . . (6). 

Cherchons  maintenant  le  développement  de  cos"  x eu 
fonction  des  arcs  multiples  de  x,  et  sans  employer  les  puis- 
sances des  sinus  et  des  cosinus.  Pour  cet  effet,  soient 

cos X -f- sin  X — 1=1/...  (ij), 
cos  X — sin  X P'  — I = V . . . (8)  ; 

ces  équations  étant  ajoutées,  donnent 


et  par  conséquent 

= ^ ("  + O” . co8"ar  = ^ (t- q.  «)*»  ; 
développant  ces  binômes  [>ar  la  formule  usitée,  on  obtient 
cos"x  = ^|^u»  q-  + m + etc.  J , 

co$*x  =^|^i;"  -|_  q-  m q.  efc.^  ; 

ajoutant  ces  équations,  on  trouve  ^ . 
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cos"x  = U™  4*  + muv{u"~*  + t»*"*) 

+ m ^ ^ «’»'*  (k””^  + 1''"“*)  + etc. , . (g). 

On  tire  des  formules  (7)  et  (8), 

«"  = (cos  x+sinx  — i)",  e"'=  (cosx  — sinx\/  — 1)“  ; 

mettant  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  leurs 
valeurs  données  par  les  formules  (u)  et  (6),  on  a 

u"' = cos  mx  •4"  sin  mxv/ — »,  ) 

' • . . ( ï J 

e"  = cos  mx  — sin  mx  V/  — i , j 

donc 

u”  -J-  e"  2 cos  mx , et  «/"’e”  = 1 , 
et  par  conséquent 


//■“*  + e"“*  zr  2 cos  (m  — 2)  X,  b">— •j,"'— » — i ^ 
u”~*  -j-  = 2 cos  (m  — 4)  ■*»  u"— 4t,«— 4 I J 

etc.  etc.  etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (9) , on  trouvera 

cos"x  = — [acos  mx  -j-  2m  cos  {m  — 2)1 
{tn  — 

+ 2m  - — cos  (m  — 4)  * + etc.] ...  (II). 

Ce  développement  provenant  de  celui  de  (u  ■+•  e)",  contient 
m -f-  I termes;  si  l’on, fait  successivement  m = 2,  m =•  3, 
m = 4,  etc.,  et  que  l’on  change  les  cosinus  d’arcs  négatifs 
en  positifs,  en  vertu  de  l’équation  cos  — ^ = cos  ç,  on  for- 
mera le  tableau  suivant  : 


6 
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NOTE  flF.l*rit.VF.. 


cos’  X 


r COS  2,r  -f- 

cos  3x  3 


3x  3 cos  3j: 


ros'  X 


On  [leiit  nhrcgcr  ces  calculs,  car  les  termes  également 
ilistaiis  (les  extréniitcs  de  la  série,  sont  (^aux.  Pour  le  dé- 
inoiilrer,  nous  r^inarquerons  que  les  cosinus  qui  entrent  ■ 

dans  l’é(|uatiou  (i  i)  étant 

rmmx,  cos(rw — 7,)x , cos(m — cos(m — 2X3)jt,  etc., 

ou  plutôt  ^ c 

cos  mx,  cos  (m  — 2 X •)■*■>  cos  (ru  — 2 Xa)*, 
cos  (m  — 2 X 3)  X , etc.  , 

f 

en  considérant  les  nombres  qui  suivent  le  signe  X dans 
chaque  terme  de  la  série,  on  voit  que  l’un  de  ces  nombres 
indique  celui  des  termes  précédens.  Aiusi,  le  terme  qui  en 
a n avant  lui , sera  alTecté  de  cos  (m  — 2«)  x.  A l’égard  du 
terme  qui  en  a n après  lui , comme  le  nombre  total  des 
termes  de  la  -érie  est  m-\-  i , celui  qui  en  a n après  lui 
tiendra  le  rang  m -f-  • — n,  et  par  conséquent,  aura  m — n 
termes  avant  lui;  donc  il  renferniera  l’expression 

cos  [m  — 2 (m  — n)3  x ==  cos  ( — m -f-  an)  x ; 

et  comme  nous  avons  vu  qu’on  avait  le  droit  de  changer  le 
signe  de  l’arc  dont  on  a le  cosinus,  on  aura 


donc  les  termes  également  (listons  des  extrémités  de  la  série 
ont  les  memes  cosinus,  et  comme  ils  ont  aussi  les  mêmes 


cos  ( — m 4-  an)  x = cos  (m  — an)  x ; 
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coefllciens  ("),  puisque  ces  coefHciens  sont  ceux  de  la  for- 
mula du  binôme,  il  en  résulte  que  ces  termes  sont  égaux. 

Ainsi , lorsque  m est  impair,  le  nombre  m -|-  i des  termes  * 

de  la  série  sera  pair,  et  il  suffira  de  doubler  les  - pre- 

iniers  termes,  pour  avoir  la  totalité  des  termes  de  la  série; 

81  m est  pair,  m-l-  i sera  impair,  alors  on  ajoutera  au  terme 
du  milieu,  le  double  de  ceux  qui  le  précéderont.  Ce  terme 

tiendra  le  rang  - -f.  i dans  la  sçrie,  et,  par  conséquent,  il 

sera  affecté  de  cos  (m  - m)  = cos  o = i ; donc  il  ne  con- 
tiendra pas  de  cosinus. 

Par  un  procédé  analogue,  on  peut  trouver  le  développe- 
ment de  sin"-  X.  Pour  cet  effet,  en  retranchant  l’équation  (8) 
de  l’équation  (7) , on  trouve 

asinar  i/~i  donc  sinar=-^~~*' 

al/ITI’ 

élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  à la  puissance 
m,  on  aura 

sin"*  = xL=  fa -i.  • 1 

(2  i)"  ’ / 

si  m est  égal  à un  nombre  pair  tip,  on  a 

(a  — vyr  — _ »,).](.  — . • 

donc 

‘ (a  — »«)"  = ((»  — u)*. 

On  développera  les  équations 


• (•)  On  pent  le  reconnsttre  en  comparani  le  rKveloppement  de 
à ceini  de  {b  + et)",  e'crit  & rebours. 

Élém.  de  Cale,  diff.  3^ 
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4g8 


sin”x= 7= — (« — 1>)"  et  sin^x  = -== — (4a — «)•• . 

et  opérant  comme  nous  l’avons  fait  ci-dessas,  on  trouvera 

7— — r coiHix-i«co»{ii»-a)x-4-m^î^ — ^^coS(m-4)<H>«tc.1  j 

(îV^ïy^L  ’•>  J 

la  quantité  imaginaire  (2I/ — i)"  disparaîtra  du  résultat, 
puisqu’elle  est  élevée  à une  puissance  paire. 

Si  m est  égal  à un  nombre  impair  2^  -f-  i , on  aura 

(w  — = («  — v)*r  X («  — *')  = (•'  — “)*^X— (v — «) 


par  conséquent 


(n  — v)"*  = — (v  — «)” , 


et 


sin  X = 


(u  4a)“ 


■ sur'x  = • 


(t'  — w)" 


• ••  (12); 


développant  («  — 4a)"  et  (y  — «)",  par  la  formule  du  bi- 
nôme , et  substituant  ces  développemens  dans  les  équations 
(12),  qu’on  ajoutera,  on  aura  ^ 

atin*>x  =s  - — 7=i=;r  I “■ — T • • (>3)  ; 
(al/— i)"L  } J 

\ 

retranchant  les  équations  (10)  l’une  de  l’autre,  multipliant 
ensuite  entre  elles  ces  mêmes  équations,  et  observant  que  la 
seconde  opération  nous  donne  la  somme  des  carrés  de  sinmx 
et  de  cosmx,  qui  équivaut  à l’unité,  on  trouvera 


• 4>"  — 2 sin  mx 


— I , «"«a"  = I . 


£n  opérant  de  la  même  manière  que  ci-dessus,  on  cbangerj 
donc  l’équation  (i3)  en  vÊ-  ■ ' 
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>'  P-  m . , m(m-i)  . , 

»in“jr= — - I sinmjr-  -f in(/n-2;r-(-— ^ ^t(n(in-4)T 

Comme  dans  cette  liypoüiè.se  m est  impair,  la  puissance 
t”  — î J à laquelle  la  quantité  2 — l'est  élevée , est  paire» 

ce  qui  fait  évanouir  l’ttoiaginaire  \/—  i. 

NOTE  HUITIÈME  (page  278). 

Moyen  de  déterminer  les  volumes  des  corps  dont  la 
surface  peut  être  exprimée  par  une  fonction  d’une 
même  variable. 


Lorsque  les  solides  ne  sont  pas  de  révolution , on  peut 
quelquefois  en  déterminer  le  volume  à l’aide  d’une  simple 
intégration , sans  faire  usage  de  la  formule  (g6) , page  277. 

C’est  ce  que  nous  allons  exécuter  à l’égard  de  la  pyramide 
ABCD,  fig.  125.  Pour  cet  effet,  concevons  une  section  GFE, 
parallèle  a la  base  DBG , et  du  sommet  A abaissons  une 
perpendiculaire  AH  sur  la  base  DBG  ; nommons  2:  et  A les 
parties  AI  et  IH  de  cette  perpendiculaire,  comprises  entre  • 
le  points  A et  les  plans  DCB,  GFEj  l’aire  du  triangle  GFE 
diminuant  ou  augmentant , selon  la  valeur  que  l'on  donne 
à a:,  est  une  fonction  de  a:;  on  a donc  * 

GEF  , DBG  = _/"(ar  + A). 

I 

Le  volume  dp  la  pyramide  AGFE  étant  aussi  une  fonction 
de  X , nous  pourrons  supposer 

vol.  AGEF  = (par,  vol.  ADBC  = ^ (x  -f-  A). 

Or,  il  est  évident  que  la  pyramide  tronquée  GB,  qui  est 
« la  différence  de  ces  volumes , sera  moindre  que  le  volume 
du  prisme,  qui  a BCp  pour  base  et  A pour  hauteur,  et 

3a.. 


l 
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surpassera  le  volume  du  prisme,  qui  a EFG  [Kjur  base  et  /« 
pour  hauteur.  I-e  rapport  de  ces  prismes  est 

f{x  + A)  _ f{x  + h) 
fx.h  ~ fx  ' 

' . . / ■ , , . 

dans  le  cas  de  la  limite,  ce  rapport  devenant  égal  à l’unité, 

à plus  forte  raison  le  rapport  qui  existe  entre  le  tronc  de 
^ Fig. 135.  pyramide  GB  et  l’un  de  ces  prismes,  sera  alors  égal  à l’unité. 
Le  volume  du  tronc  de  pyramide  étant  représenté  par. ... 
ç (x  + h)  — ÿx,  le  rapport  île  ce  volume  à celui  du  prisme 
dont  GFE  est  la  Iwise  et  A la  hauteur,  sera 


d®x  . d*ax  A 
_ — — I-  - etc» 

fl  fx-t-  h)  — fx dx  dx'  2 ’ ' ■ I . 

/x.A  ■ , fx  ’ 

passant  à la  limite,  nous  aurons  i 

^ I , ou  àfx  =fx .ix'.  ', . (i).  ' 

. fx.àx  ^ 

I 

J • 

Par  la  méthode  des  infiniment  petits,  on  serait  parvenu 
au  même  résultat  ; car,  en  concevant  la  pyramide  comme 
composée  d’une  ipünité  de  tranches  parallèles  à sa  base, 
chaque  tranche  pourrait  être  considérée  comme  un  prisme 
dont  Jx  serait  la  base  et  dx  la  hauteur;  donc ^.dx  est 
l’élément  de  la  pyramide.  ‘ • 

Pour  déterminer  maintenant  le  volunae  de  la  pyramide, 
soient  B l’aire  de  sa  base  DBG  , et  A sa  hauteur  ; nous 
aurons 

, B :/r  ::  a*  ; x-  -, 

donc  ■ . . 

. Bx*  ’ , 

( ' • 

substituant  cette  valeur  dans  l’équÿion  (i),  on  trouvera 


-*F  .«•. 


r ' . ; ^ .. 

■ ^ # 

% l> 


r. 
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et,  en  iutc"r'aiit, 


ÇX  = 


- (\x. 


Kr^ 

3A*‘ 


Lexolume  AGEF,  représenté  par  .s’évanouissant  lorsque 

.r  = O , il  n’y  a point  de  constante  k ajouter  > si  l’on  fait) 
ensuite  x‘=  A , ou  aura, -pour  l’intégrale  définie,  l’ex près ' 
Bâ. 

sion  qui  est  celle  du  yolume  de^la  pyramide  ACBD. 

En  général , si  la  section  GFE , au  lieu  d'étre  un  trLangle.t 
est  une  surface, quelconque , pourvu'que  cette  surface  soit 
une  fonction  de.  x , ou  démontrera,  comme  nous  l’avons 
fait  pour  la  pyramide,  que  l’élément  du  solide  a pour  ex- 
pression Jx.àx.  . _ , 


NOTE  NEUVIÈME  (page '279).  •/  ' 

Expression  de  la  projection  d’une  surface  plane. 

Pour  démontrer  que  la  projection  d’une  surface  plane  sur 
un  plan,  est  égale  au  produit  de  cette  surface  par  le  cosinus 
de  son  inclinaison  , nommons  y l’angle  de  projection  qu’une 
surface  A fait  avec  une  surface  B;  la  surface  A étant  in- 
clinée sur  l’autre,  la  rencontrera  nécessairement;  plaçons 
l’axe  des  x à leur  commune  section,  et  supposons  que  le» 
ordonnées  j"  de  la  surface  B soient  perpendiculaires  à cet 
axe;  il  est  certain  que  toute  ordonnée  y de  cette  surface 
aura  ^ cos  pour  projection  sur  l’autre;  par  conséquent, 
l’élément  de  la  surface  A étant  représenté  par  ,ydx,  ar- 
ticle 348,  celui  de  la  surface  B le  sera  par  jr  cos  ydx;  pre- 
nant les  intégrales,  nous  aurons 

A ~ fj  Ax , B = fx  cos  yd.r  = Cos  yjj'àx  ; 
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Éliiuinant  jjAx  entre  oes  équations,  nous  trouverons. 

B =■  A cos  y. 

J V. 

NOTE  DIXIÈME  (page  279). 

Expression  du  cosinus  de  l'angle  formé  par  deux  plans,, 

. déterminée  directement  par  un  procédé  nouveau. 

c. 

Proposons-nous  de  résoudre  directement  ce  problème  : 
trouver  le  cosinus  de  l’inclinaison  de  deux  plans.  Soient 
Fifi.  »a6-  DB , DC,  CB , fig.  1 26 , les  traces  d’un  plan  DBC  sur  les 
plans  coordônnés , dont  les  axes  rectangulaires  sont  dirigés 
suivant  les  droites  AB,  AC  èt  AD;  nommons  AB,  a; 
AC , b i AD  , c ; et  représentons  par  « , ^ , y,  les  angles  que 
, le  plan  DBC  forme , avec  les  plans  desj',  z , des  x,  z et  des 
Xfj",  les  projections  de  la  surface  BCD  sur  ces  plans  étant, 

— ^ —,  —,  nous  aurons,  d’après  la  note  précédente , 

2 2 2 

^ DBCcosy  = — , DBCcps*==^,  DBCcosf= — 

2 2 2 

élevant  au  carré  chacune  de  ces  équations,  si  l’on  en  prend 
la  somme,  et  qu’on  remplace  par  l’unité  .celle  des  carrés 
des  cosinu»,  on  obtiendra , après  avoit  tiré  la  racine  carrée, 

DBC  = i -h  3*c“  -1  a'c*; 

f.  * ' 

• » 

substituant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (i), 
on  eu  déduira 


* 


Soit  maintenant  Ax  -f-  Bj^  Cs  + D = o , l’équation  du 
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plan  DBC  ; si  l’on  fait  joz=o  , oaaura  Ax  -\-Cz  D=  o, 
pouc  l’ëqnation  de  la  trace  DB;  cette  équation  nous  donne  Fig.ia6. 

- Ax  D 

c c‘  ' ■ ’ ■ 

Gimme  on  sait  /jue  dans  l’équation  de  la  ligne  .droite  mise 
sous  oette. forme,  le  coefficient  de  x représente  la  tangente 
trigoDométrique  de  J’angle  formé  par  la  droite  avee  l’axe  dos 
X,  nous  aurons  done  ' \ 

' tangDBA=  — ' 
mais  le  triangle  rectangje  DBA  nous  donne  ' ■ " 

' tang  DBA  = - ; 


en  comparant  çes  deux  valeurs,  on  a 


c* 

a»~C*  ’ 


faisant  ensuite  x = o^  dans  l’équation  ,dn  pl«n  > pour  avoir 
celle  de  aa  trace  sur  le  plan  des  x,  on  trouve  de  même 


B*.  • 


substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , on  obtient 

1 


co  s y 


,,  A* 

.4-ç; 


B* 


Si  l’on  divise  maintenant  l’équation  du  plan  par  C,  et  qu’on 
la  différencie  successivement  par  rapi>ort  aux  variables  x et 
jr,  on  trouvera  ■ J • 
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<1*  ■ A*  , dz 

dr~“ 


B 

C’ 


suliçtiluan't  ces  râleurs  dans  celle  de  cos  y,  on  aura  enfin 


l'os  y 


. -,  . V ‘+v,di;^\ds-^ 

NOTE  OISZIEME  (page  3ié).  ; * 

Comment  une  courbe  à double  courbure  peut  être  construifê 

au  mojren  de  deux  équations  entre  trois  variable^. 

} 

Il  est  facile  de  prouver  que  les  équations  (i54) , t>age  3i8, 
app^^rtiennent  à une  courhe  à double  courbure.  Pour  cet 
ellet , changeons  les  ^ en  z et  les  z en  afin  de  placer  les 
axes  coordonnés  d’une' manière  plus  commode  pour  notre 
démonstration  nous  aurons  les  équations 

• • ■ Z’'  ’i~2XJ'+  y=^0...  {t), 

^ aa: 3/*  — 2 =o.:.  (2);  •'  t . < ‘ 

, . _ .1  ■’  ».  l ‘ ■ 

Si  la  première  existait  seule,  on  pourrait,  par  son  moyen, 
coitstrutre  nne  surface  courbe.  En  effet  , si  par  tous  les 
points  du  plan  des  x^  j',  qoe  nous  supposerons,  comme  à 
l’ordinaire,  horizontal,  nous  élevons  des  perpendiculaires, 
les  valeurs  en  seront  déterminées  au  moyen  de  l’équa- 
tion (1);  et  l’on  sent  que  les  extrémités  de  ces  ordonnées  z 
^ constitueront  une  surface  courbe.  Lorsque  quelques-unes  de 
ces  ordonnées  sont  imaginaires,  c’est  un  indice  que  la  sur- 
fa c4  ne  s’étend  pas  dans  les  endroits  où  subsistent  ces  ordon- 
nées imaginxires.  ' 

Si  maintenant  nous  avons  égard  à l'équation  (2) , nous 
établissons  par  cela  même,  entre  x et  J'  une  relation  qui 
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assujeltit  les  pieds  des  ordonnées  z à être  sur  la  courbe  qui 
appartient  à l’équation  (2),  et  l’on  voit  que,  dans  ce  cas, 
les  er.trémités  des  ordonnées  z ne  forment  plus  une  surface, 
mais  une  courbe.  Le  svsièinc  de  ces  ordonnées  z constitue 
alors  une  surface  cylindrique  J dont  l’interseclion  avec  le 
plan  des  X , y,  est  donnée  par  l’équation  (2).  C’est  l’inter- 
section de  cette  surface  avec  celle  que  détermine  l’équa- 
. tion  (2),  qui  forme  la  courbe  dont  nous  venons  de  parler  j 
ft  il  est  évident  que  cette  courbe  est  à double  courbure, 

V puisqu’on  sait'  que  l’intersection  de  deux  surfaces  courbes 
forme  uid  courbe  à double  courbure.  -•  : • 

1 1.  • 

' I 

NOTE  DOUZIÈME  (pafie  327). 

Valeur  indéterminée,  que,  dans  l’hypothèse  d'une  solution  . 
particulière , prend  quelquefois  la  constante  éliminée  ', 
lorsque  Véquation  de  condition  ne  renferme  que  des  va- 
riables. 


La  recberche  des  solotions  particulières  d’une  équation 
différeAtieile  do  premier  ordre  nous  a conduit,  art.  439»  au 
cas  où  Téquation^de  condition  ÿ=o  ne  renferme  que  des 
variables,  et  où  la  combinaison  de  cette  équation  avec 

l’intégrale  twmplète  amène  ce  résultat  c C’est  ce  qui 

arrive  lorsque  c 'n’entre  qu’au  premier*'  degré  dans  l’iuté- 
grale  complète  u = o. 

En  effet , celte  intégrale  est  alors  de  celle  forme  : 
P-l-cQ^o...'  (i); 

et  par  P et  Q nous  désiguons  dés  fonctions  de  x et  de  y.  Si 
nous  diflérencions  celle  équation  par  rapport  à^ar,  à jp  cl  à 
<• , nous  aurons  ■* 

^ dP  -f  «-'dQ  -1-  Ode  = O . . : (2)  ; 
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et,  puisque  les  variables  renfermées  dans  P at  dans  Q sont 
x_ et  nous  pourrons  représenter  • . 


et 


dP  par  Mdx  + Ndj', 
dQ  par  mdx  + ndjr. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a) , elle  noos  don^ 
nera  \ 


(M  -f-  cm) 

"S" 


■en 


dx  — 


N+cn 


de  — O. 


Dans  l’hypothèse  d’uqe  solution  particulière,  le  fcrroa  af-^ 
fiecté  de  de  s’évlnouit,  et  nous  donne  _ 

*•'  ■ ■ . ■ 

Q 


■CR 


O. 


Cette  équation,  qui  ne  peut  se  réduire., ,]^rce  que  Q ne 
renferme  pas  c , n’est  satisfaite  qu’en  faisant  N + en  = 00 , 
oe  qui  donne  c =r  00 , ou  en  faisant  Q = o.  Le  premier  cas 
nous  fait  retomber  sur  une  intégrale  particul_ière,-puisque 
toutes  les  intégrales  de  cette  nature  sont  comprisea  dans  les 
valeurs  que  l’on  donne  à c depuis  zéro  jusqu’à  .l’inBni.  Nous 
n’avons  donc , ponr  déterminer  notre  solution  particulière, 
si  elle  existe  ^ que  l’équation  Q =:  o ; mais , lors<^ie  Q = o , 
l’équation  (a)  se  réduit  à • 

. ' ' dP  + cdQ  = o ; . 

si  l’on  en  tire  la  valeur  de  c,  et  qu’on,  la  substitue  dans  l’é- 
quation (i),  on  obtiendra' 

•u  , en  diassant  les  dénominateurs,  ' 

S PdQ  — QdP  = o...  (3); 
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Hinsij'dans  le-oa$  présent /l’ioicgralc  complète  u = OA:t  la 
proposée, U =o  ne  seront  donc  autre  chose  que  les  équa- 
tions (i)  et  (3).  On  tire  de  la^première  , ‘ 

' * . ■ _ P ; 

q'  . • 


cette  valeur  de  c $è  réduit  à - lorsque  P et  Q ont  un  facteur 

t , - 

commun  que  fait  évanouir  une  valeur  donnée  aux  variables, 
et  que  nous  mettrons  en  évidence  en  faisant  P = aP  et 
Q^aQ'.  Alors  les  équations  (i)  et  (ÿ)  deviendront 

A (P'+  cQ')  0 , A (PdQ  — Q'dP)  t=  O . . ; (4). 

‘ La  seconde , qui  représente  la  proposée,  renferme  par  hy- 
poüièse-des  teriues  eù  dar  et  en  dj’,  qui  ne  peuvent  se  trou- 
ver qu’entre  les  pârenthëses,  puisque  a,  sous  le  rapport  de 
facteur  de  la  première  des’ équations  (4),  ne'saurait  ren- 
fermer que  des  x et  des^j  et  comme  Popération  de  la  difié- 
renciation  tend  è diminuer  les  exposans  des  variables,  il  faut 
queJes  variables  soient  plus  élevées  dans  la  première  équation 
que  dans  la  seconde,  qui  en  dérive,  et  que,  par  conséquent, 
P -1-  cQ',  qui  ne  leur  est  pas  commun , soit  une  fonction 
de  X et  de  et  comme  d’ailleurs  P'-f-  cQ'  contient  une 
constante  arbitraire  c qui  ne  se  trouve  pas  dans  A , on  voit 
que  P -f-  cQ'  à tous  les  caractères  de  l’intégrale  complète, 
et  que  A,  au  contraire,  ne  peut  être  qu’un  iacteur  étranger 
è l’équation  difiérentjelle,  . 
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'NOTE  TREIZIÈME  ([.âge  332)..  ’ ■ / / 

' Suite  de  la  Théorie  de  Lâgrange  sur  les  solutions  particu- 
lièresj  présentée  avec  quelques  modifications.  — Moyen 
d obtenir  la  solution  particulière  d’une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordrcj  sans  recourir  à l'intégrale 
^ complète;  démonstration  de  la  propriété  des  solutions 
particulières  de  /aiie  devenir  infini  le  facteur  qui  rend 
intégrable  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

Nous  avons  vu  qu’ûne  équation"  difféi’entidle  du  premier 
ordre  Mdx-f-Nd^=o  étant  donnée,  on  pouvait  l'a  con-^ 
•idërcr  connue  le  résultat  de  l’élimination  d'une  constante 
c entre  'l’intégrale  complète  et  sa  différentielle  y = pAx,  et 
que  le  résultat 'était  le  même  que  si,  en  supposant  .'cette 
consfante  variable)' l’éliminât  ion  s’effectuait  entre  l’intégrale 
complète  F {X,  j-,  c)  = o et  dj"  = pàx  -f-  ^dc, 'niais  souS  la 
condition  qn’on  eût  q=.o.  De  même , si  Foh  admet  que 
l’équation  différentielle  du  second  ordre, 

' + P = o,  ■ ' ; 

j dx>  ^ . df  . 

soit  le  résultaf  de  l’élimination  d’uiie  constante  que  l’on  au- 
mit  fait  varier,  comme  on  a dans  ce  cas  les  deux  équations 

d y * > ** 

Ay  ^ pix qàc y . d.^  =/>'dx -j- y'dc. . . (i) ,. 

on  -voit  que  pour  qu’elles  se  réduiseut  à 

, Ay  — pAx  , et  à d . /I  tlx , 

I ciJ* 

.il  faut  qu’on'  ait  ces  deux  ('quations  de  condition 
<7  = 0,  <7'  = 6; 
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et  i£jue,,pour  les  réaliser,  il  ne  sulürait  pas  de  tlisposcr 
seulement  de  c,  car  cela,  ne  rernplirait  qù’lirie  condition; 
mais  comme  I’inté^ratio()  de  l’équation  du  second  ordre  a 
introduit  deuk  constantes  arbitraires  dans  l’intégrale  com- 
plète, on  disposera  de  ces  deux  conslanites  pijnr_.qite  les 
équations  q-=io,  ÿ',=  o aient  lieu;  cfii  n'est'pas  besoin 
de  dire  que  c sera  l’unè  de  ces  constantes.  _ 

Pareillement,  la  détermina  lion  des  solutions  particulières 
d’une  équation  difierentielle  du  troisième  ordre , dépend  des 
équations  = o , y'  *=  o ,•  9''=  ®;  et  en  gjéneral , pour  ob- 
tenir une  solution  particulière  de  .l’équation  diderentielle' 
de  l’ordre  n,  faut  le  nombre  n d’équations  deconditjon  : 


q — o,  q =0,  5’ 


q”  ~o , etc.. . . (2).' 


Mettons  les  sous  une  autre  forme.  Pour  cela,  les  équa-  1 
tions  (1)  nous  montrent  que  q 'et  q'  ne  sont  autre  chose 
que  ce  qui  multiplie  dç  dans  les  difFérentidlés  de  y et  de 

~ prises  par  rapport  à c.  On  a donc  • ' . ' 


de’ 


? = 


dxdc’ 


et,  en  général , on  ?oit  que  les  équatious  (2)  reviennent  à 


de 


dy  _ 

5êdx 


= O 


d!r 


’ dcd’x 


dc(fx~®’ 


Il  est  essentiel  de '■remarquer  que  ces  équations  ne 'peu- 

. ' . . . ' * * dy  ' 

vent  avoir  lieu  jusqu’à  l’ihiini.  En  effet,  ^ étant  succès- 
^ de 

sivemenl  différencié  par  rapport  à x dans  les  expressions 

<1/  d*r  dV  dr 

d^ ’ dÆ’  dTdi^’  «egarder  comme  unecer- 

taiiie  fonction  de  x,  que  nous  nommerons  Y;  et,  en  suppo- 
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sant  que  x devienne  i 4-  ^ i le  lliéocèiije  de.  Taylor  noii.ï . 

fera  obtenir  ce  développement  ; •,  <• 

• ,dY,  , d*Y  /.*  ^d’Y  hi  ■ • 

' ' ^ ^ + dF  dï^  y ' 

ou, en  restituant  la  valeur  de  T, 


îk. 

de 


d*y 

ârda: 


Or,  tous  les  cœfficiens  des  puissances  d®  ^ étant  nuis  en 
vertu  des  équations  (3),  qui,  par  hypothèse , auraient  lieu 
jusqu’à  l’infini,  il  en  résulterait  que,  quand  x deviendrait 
* -f  fc,  l’équation  (4)  ^e  réduirait  à son  premier  terme  Y ; 

, d y 

ce  qui  montre  que  dans  ce  cas  Y,  c’est-à-dire  serait  cons- 
■ dy 

tant.  Mais  quand  est  constant , c n’étant  combiné  qu’avec 

■>L  C *.  ^ 

des  constantes , l’équation  ^ = o devrait  nous  conduire  à 

e = constante.  On  voit  donc  qu’alôrs  la  solution  particu- 
lière se  diangerait  én  une  intégrale  particulière,  ce  que 
nous  ne  supposons  pas. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède.que  les  équations  (3)  ne  peu- 
vent avoir  lieu  jusqu’à  l’infini;  c’est  sur  cette  considération 
que  repose  la  solution  de  ce  problème  important  résolu  par 
Lagrange,  et  à laquelle  nous  ferons  subir  quelques  modifi- 
cations : Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  étant 
donnée,  trouver,  sans  recourir  à F intégrale  complété , la 
solution  particulier*  qiielle  peut  avoir.  Soit  u l’intégrale 
complète  qui'  sera  une  fonction  de  ar,  de  Jy  et  d’une  cons- 
tante arbitraire  c ; la  . différentielle  de  u sera  représentée 
par 

_ mdir -l- ndy  5P=  O . . . (5),  . 

et  nous  la  mettrons  sous  cette  forme  i •>  V ^ • 


; , 
■•v 


J.  . 
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d^=î  — — <lx.  . . (6). 

Dans  le  cas  qiii  notas  occupe,  cette  équation  est  censée  atoir 
conservé  la  constante  arbitraire  (*)  ; par  coiiséqnent , nous 

pourrons  éliminer  cette,  constante  entre  d^  = — 

U = O.  Tirant  donc  Je  l’équation  (5)  la  valeur  de  c en  fonc- 

dr  . . ' 

tion  de  X,  de  ^ et,  de  ^ , nous  obtiendrons 


équation  que , par  aJn'éviatkm , nous  écrirons  ainsi  : 

- ■ c = p...  (7). 

f 

Cette  valeur  étant  mise  dans  l’équation  u = o,  nous  aurons 
une  équation  du  premier  ordre,  que  nous  désignerons  par 
D =:  O , ou  plutôt  par 

Mdx  -f-  — O 7 

cela  posé , si  nous  différencions  U = o par  rapport  aux 
trois  variables  ;r,  ^ et  P,  nous  obtiendrons  , «. 


^dx+-4r+ j^dp  = o; 


et  parce  que  y ne  varie  qu’à  cause  de  la  valeur  arbi- 
traire que  nous  donnons  à x , nous  pouvons  écrire,  ainsi 
celte  équation. 

• ^ — - . ' ' ■ 

Si  i'mkSf;nte  conplke  ne  renferlnaii  la  constante  arbiuriire  qn'an- 
ptemiev  degrc,  et  dans  on  terme  de  cette  forme  ee^  elle  s'évanoUinit  par 
la  différenciation,  et  l’élimination  de  c serait  impoaaibfe;  mai*' alors  q 
cunt  constant , la  proposes  ne  comporterait  pas  de  solations  parlicnHiias, 
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Vdx^d^dx/  dç  ' 


F=o...  (8). 


Of,  si'd’on  fait  iittention  que,  dans  une  fonction  de  deux 
varialdes,  le  premier  ternie  de  la  différentielle  s’obtient  en 
regardant  l’une  de- ces  variables  comme  constante,  etrcn 
faisant  varier  l’autre,  on  reconnaîtra  que  dans  l’équa— 
tiqn  (8) , qui,  sous  ud  certain  point  de  vue,  ne  renferme 
que  deux  variables,  x et  ^ (*) , ^'Cst  constant  dans  le 

terme  - ' 

/dû  ,ro,jrv 

Ce  terme  n’est  autre  chose  que  la  différentielle  de  u prise 
par  rapport- aux  variables  x 'et  jt"  j et  dans  laquelle  le 
signe  ^ serait  substitué  à c.  Or,  cette  différentielle  nous  est 
donnée  par  l’équation  (5)  : et , comme  le  second  membre  de 
cette  équation  nous  indique  que  U destruction  dë  -tous 
le»  termes  doit  s’opérer  dans  le  premier,  indépendamment 
de  c,  on  sent  qu’il  en  sera  de  même  lorsque  ç tiendra  la 
plçce  de  la  constante  arbitraire  c.  Il  suitde  là  que  la  partie 
qui  est  renfermée  entre  les  parenthèses  dans  l’équation  (8) 
doit  être  identiquement  nulle,  et  què,  par  conséquent , cette 
équation  se  réduit  à . ■ 

“ - dU  , * ,,  • 

d^  = o. ..  (9). 


d^ 


On  J satisfait  en  faisant 


dü 


. .•  1’  d£  = o ou  — =0...  (10) j 

. r 

et  puisque  ce  n’est  qüe  par  abréviation  que  nous  avons 
iplacé  par  ç,  on  voit  que  la  première  des 


remi 


(*)  Cela  provient  d«  ce  qge  y at  traité  .comme  noe  fonction-  de  x. 
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,AÎN|ii«tioi»s  (lo).revienl  ir*' 

' (il), 

■ ■ ' • ' ' * ■ ' , ■'  ""  i* 

X et  par  cQ9«équent  est  uiie'équation  diffëreDtieile  du  scèonu 

erdte*  Cette  équation  étant  intçgrée , uons  donne  . ' , 

• • . ./"*  ♦ •• 

D’un  autre  tôle','  la'  proposée  U-!=' o' subsiste  entré  lés 

4r  ' . , 

tnémes  variables  ± y ét  VoiUl  dont  deüx  équations  dti 

premier  ordre  d’une' même  équation  (il)-dn  aécond  ; p*r 

conséquent,  en  élvmraan.t  entre  elles  ^ , on  obtiendra  une 

. fonction  de  x «t  de  jr  et  «fe  la  constante  arb^raire  c 'i^a^ 
fermée  dans  l’équation  (12).  Le  résultat  de  celte  opération 
sera  donc  r intégrale  CQuapriète^  art.  4ug,  page  3tg.  JPoUr 
effectuer  l’élimination  dont  il  s’agit,  il  suâit  de  chasser  sea' 

' lément  ÿ de  l’équatioo'  U :;=  o à l’aide  de  celle-ci  ÿ = cont- 

tante  car,  alors  'lotis  les  térmes  ên  ~ contenus  dans  p , et 

. d*  ,, , 

qui  n’existent  pas  ailleurs,  disparaîtront  du 'résultat.  Tria 
ée  réduit  évidemment  é'  changer 'p'  en  c dans  Péquation 
U'=*  o,vce  qm.nôus’£ïit  retomber  sur  u = o. 

Si  l’éiimihatiéuD  de  ^ entre  l’intégrale  dn  second  facteur 

de  J’équation  ^9)  et  la  proposée  Ü = o nous  ramène  à l’in- 
tégrale complète,  nous  allons  reconnaître  qne  l’éüimination 

’iîr*  - * 

de,^  entre  ü=ïo  et  l’autre  facteur- de  l’équation  (9)  vu 

nous  conduire  à ia  soltttion  particulière.  '< 

. £0  efEet , SI  l’on  élimine  ^ entre*  U =c  o et  -r-  = e,  •* 
• d*  . I ' dp  ’ 

Èlém:  de  Cdlc.  diff.  33 
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on  volt  d’abord  que  iK>uï  n’intrucVuiaons  pas' de  cou»' 
tante  arbitraire  dans  le.  résultat , cpmme  par  l’opération 
précédente,  attendu qu’ici  l’élimination  (^effectue sanii qu’on 

iiTtègre  préliminairement  Il  suit  de  là  que  l'élimination 

(Iv  * \ ^ ^ , * ■ . 

de  — entre  ces  deux  é(juations  différentielles  du  premier 

ordre  ne  peut  nous  conduire  à l’intégrale  complète,  qui 
contient  nécessairement  une  constante  arbitraire.  Pour  pro* 
'ccdci;  à pelte.  élimination,  reinarqpons  qu’elle  se  * 

' ce|Io  de4^,^uisque^^‘  ne  æ tronvant  nuUe^  autre  pîu't  quq 

dÿns^p,disparailra,du  résultat, arec  |P;.çt  comme  ce  résul- 
tat ne_conser\’è  aucune  trace  de  p,  qui  entré  partout  on  en- 
trait r’  ou  sent  que  cela  se  rédüjt  à éKntiTnér'c  entre  «œ  o 

. , „ ' , -.dU 

et  — = O,  qni  tout  ce  que  deviennent' ü«:  o et  r — sas  o, 

' 1.  •.  ..  ' t 

• ’ • ' ' *(lz/  ' ^ • , • • , » 

lér^qu’oft  y change p en'c.  Or,  ^ étant  le  coefficient  diBë— 

reajliel  de  de,. on. i(o|t  que  l’élimination  de-c. entre, «,_el 

^ est  précisément  l’opération  qu’on  exécute  pour.  p<)r- 

yeiiir  à une  ,soIu.tiop.parttçuli^e,  . 

Gharchons  maintenant  à satisfairerà  la  oondâtiop-Mprâ^ 
mée  par  la  seconde  des  équations  (fco)...Pour  cela,. si  nous 
y rempla'çous  p par  sa  ralenr  donnée  par^l’éqUation  (j), 
lions  obtiendrnn.s  - s’  . • ' ' ' * 

■>  ' > ..  . ...  . 


dU 

_ = o. , . (.3). 


Op  ne'Toit  pas’'  d’aboVd  coinment'  on  peut  «xéenter.  cette 
différenciation  par  rapport  à c,  qui,  ayant  été  élimirvéde  U,  ' 
ne  doit. pas  se  tronver  dans  dU;  Cette  élimination  de  c nous 
a séûlemént  appids  qûe  U est  une  fonction  de  x , de’y'  et  de 
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et  que  par  conséquent  dU  n«  'peut  êiré  que  de  «Ite' 
forme  : * 

Pdar-4-Q‘jb'+Rd.^:f=o...  (i4);  ' 

mais  si  c n’est  pas  en  évidence  dans  celte  valeur  de  dU  ^ il 
y existe  du  moins  d^une  manière  implicite;  car  nous  savons 
que  y e?t  une  fonotion  de  x et  de  c,  et  que-,  par  conséquent , 

' • J 

dr  et  Joiveqt  tenir  lieu  des  valeurs  suivantes: 
ûx  - " . , . 


■a.É=g.,.  + Aa., 


(i5). 


dx  dx’  . dxdc 
Phr  l’hypothèse  de  c constant , ces  valeurs  se  réduisent  à 


■■  •‘b'  = 


dx 


et  a 


d.ÿr=^a*,' 

dx  dx* 


équations  dont  les  seconds  membres  expriment  la  condition 
expresse  que  la  différenciation  soit  prise  par  rapport  à x 
seul , condition  que  nous  admettons-  tacitement  datis  l’é- 
quation (>4))  lorsque  noust  j supposons  c constant;  ipals 
lorsque  c est  varia)>le,  il  faut  mettre  dans  l’équation  (i4) 

les  valeurs  de  éy  et  de  d.^,  donnéés  par  lès  équations  (i  5), 
et  nous  aurons  • , • 

Pdx-fQ(^dx+^dc)+R(^dx^-^£dc)*=0. ...  (,«). 


Voilé  ce  que  devient  dU  lorsqu’on  r<^rde  c comme  va- 

33.. 
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fiable , el  t’pn  Toit  qa’on  « - , '- 

. ..  ' ^ J ’ - 

de  ^ de  darde’  ' ' ^ 7)- 

■ s ' ' y * ■ * I. 

Pré,senl6ment,  si  l’on  passe  à l’hypothèse  d’une  'Solution 
■ particulière,  on  a ,en  vertii  de  l’équation  (i3)  = o|  <jé 

f y'  . r . f . < <10. 

qui  réduit  ]’c(|uation,  précédente  à v ■ ...  ■ - 

de  darde  ^ 

Si  l’on  supposé  maintenant  que  celle  );quatioa  ne  rcniêrmc 
point  de  quantités  transcendantes,  et  qu’on  ait  eu  soin, 
dans  les  opérations  subséquentes, lie  se  débarrasser  des  ra- 
dicaux par  des  élévations  à diverses  puissances,  et  même 
des  fractions,  les  quantités  P el  Q que  contient  Péqua- 

tion  (i^),  ne  pourront  devenir  inrmies^Cela  |K>sé,  ^ étant  ' 

. nul  en  vertu  de  l’équatiou  (167),  page  3a6,  qui  exprime 
la  condition  de  la  possibilité  de  l’existence  d’une  solution 
|iarticulière , on  voit  que  l’éqnation  (18)  se  i-éduit  à' 


R''dy_' 


•'  («9)  ■> 
dîf 


-,  • • ' tl’T  ^ i 4 

or,  il  peut  arriver  ces  deux  cas  : ou  est  aussi  nu! , ou  il 

rie  l’est  pas  ; dans  cette  seconde  hypothèse,  c’est  donc  le 

facteur  R qui,  devenant  nul,  satisfait  à' l’équatioQ- .(19) ; 

' . . d'^  1 ; • / ov' 

mais  SI , au  contraire , est  nul,  I équation  (10;  est  sa- 


tisfoite  iridépapdamnient  de  et  de^R,  et-  par  conséquent 
Q et  R peuvent  couserver  des  valeurs  finies.  Gardons-nous 
cependant yle  conclure  que  R n’est  pas  nul-',  Car  si-,  eu  trai- 
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SOLUTIONS  FARTICULliRES. 

. tant,  J"  coàMiHé  une  ibnctiou  de  ar,  l’on  diflëreDcie Véqiyt- 
■ tîon  (|ft),pap  rapport  à celle  variable  indépendante  x,  on 
troirve  ' , • , 

^ '^Ic  + + Ë)  Ë Ë = ® • (*«)'• . 

a ^ ' 

or,  les  quantités  -r-~r  et  ^ étant  nulles,  et  leurs  Coelli- 
' dxdp  dx 

ciens  ne  pouvant  devenir  inllnis  d’après  la  remarque  faite 
au  sujet  de  l’équatioa(i8),  il  en  résuHe  que  l’cquation  (20)  - 
d’r  ■ -r 

*c  réduit  à ,R  P®*"  conséqùeat , donne  Iî=:o^' 

lorsque  n’est  pis  nql.  Si,  au  contraire  > ■^  j était  *■ 

■ . ' • dV""' 

nul,  on  prouverait  de  même  qu’on  aurait  R = 0 , 

. d’xdc  • 

d^Y  . ' 

et  que  devrait  èlne  nul  pour  que  R ne  le4üt  pas.  En  ' 

V ^ , 

continuant  ce'mème  raisonnement,  on  tombe  à la  lio^sur 

f]  ^ ^ I ‘ 

un  coefBcieut  différentiel  qui  ne  sera  pas  nul , parce' 

qu’il  a été'démontré  que  les  équations' (3).‘ne  pouvaient 
avoir  lieu  jusqu’à  l’infini.  Il  résulte  de  cette  'dàmoiistration 
que  R,  qui  conserve. toujours' la  niénic  valeur  , 'étant  nul 
dans  un  cas,  l’eft  pour  tous.  Mais  puisque  R est  nul , l’équa- 
tion (i4)i  mise  sous  celte  forme. 


l. 


"“  + Qs  + »r^='°-;' 


4 


(*)  ObservoiK  que  ce  que  nous  représeutuns  d'une  iniiiiièrc  abnige'e 
<1R  dQ  • . J.  ■ t • . , 

par^^- di  et  par  asT,  revient  i ^ ^ 

■'rv  .V  ÿ •• 


/-  ’ < 
. -Il 
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se  réduit  à 


MOTE  TBtlZlfeME. 


I 


P + Q^L«...  (3»). 


D’un  autre  «été,  la  même  é<}uatioti'(üi)  nous' donnant 
>  *  *• 


dx* 


R.i  ; 


on  Toit  que,  dans  notre  lijpothèse  d’ube  solution  particu- 
lière, l’éq^uation  (22)  et  la  valeur  , de  R qui  est  nu)le,  ré- 
duisent celle  de  à -, 


Jx 


a -, 

O 


cas  ou  une  so— 

,du 


\ll  résùlle  de  cette  tliéorie  que,  dans  le 

* ^ ' * **  €1^ 
lotion  particulière  peut  exister,  on  a'  l’équation  — = o (*), 

*,  y t <.  • Of 

et  que  cette'équation  entraîne  la  nécessité  que  là  yaleur  de 

se  réduise  à -.  Les  deux  termes  de  cette  fraction,,’  c’est- 
dx*  O 

à-dire  te  numérateur  et  le  dénominateur  de  celle  qui  est  la 
valéur  dc'^*^,  égalés  à zéro,  nous  fourniront  deux  équa- 

lions  qui , si  elles  s’accordent  avecLI  = 9,  donneront  la  so- 
lution particulière.  - ■ . ■ . • . * 

Prenons  pour  exemple  l’équation  ' . 


« - , * 

(*)  ?loU5  avons  vu  qne  IVqiialioii  U==o  n''c(ait  autre  cliote  que  b pro- 

, poiée,  coniidcrëe  comme  résultat  de  l’élimination  de  c;  quant  à celle-ci  , 
ci>,  elle  nous  dit  seulement  qne  les  termes  qui , dan*  cette  proposée,  * 

. proriconent  de  la  variation  de  la  constaaite^bitrairç , sont  nuis. 
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élevant  àu  oarré  et  téd.uisant , nous  ferons  .«lisparwîtfe  Itf 
radical,  et  nous  aurons  . 

différencions  en  regardant  Ax  comme  constant,  on  pbtieçt 

,ly  jdj  + 'jdjr.  ‘ ' ^ 

‘ — c’)  dj^  — xj-dx’  ' ‘ 

^ ■ 
galant  les  deu«-tewnes  de  cette  fraction  i léro,  et  dhisant 
par  dx,  noKs  aurons  ' ' , * ‘ ' ! 7 * • i- - 

...  - , . . : ' ‘ ..•>  .«  , . 

~ 5 


'dx 


éliipinant  R entre  ces  équatiops,  et  supprimant  ensuite  le 

' , ..  . 
facteur  commun bn  Iroüvera  * ■ 


I , jr‘  c'  =1^ 


i ‘ . 

I -î.  ■- 

• ' V \ . ,*■'  * 

- ‘ 4 * 


et  comme  cette  équation  satisfait  à la  proposée , on  voit 
qu’cite  en  est  udc  intégraln  pip'ticnlière.  . >'  > 

Cherchons  encore  à reconnaître  si  l’équation 

^ 

' ' dr  dj^  ' ■ ' 

. \ 

comporté  ude  solution  singulière.  Pour  cet  effet , nous  fe- 
rons/d’ahord' disparpître  le,  radical,  en  élevant  les  deux 
membres  au  carré,  et  réduisant , nous  trouverons 

' \T  -*•  aa^  — a;*  ae  O ï - -, 

J ..'.s  ■■  • i’  ■ ■ -.t/.'.-  f ' , 

et,  en ■<iifféiiv;Bciasat, vil  viendra  ’ ■'  ' 


.f 


Digitized  by  Coogle 


^20 


NOT£  TSElZltlUw'. 

/4r’ 


r- - 

dx*  xjr^ 


C<!Ue. équation  se  ré<luit  & - .quand  x = o;  mais  cette  liyV 

potiièsc  ne  satisfaisant  pas  à la  proposée,  né  'peol  lions  coYi- 
dairé  à une  solution  particqlière. 

Conformément  à l’observalion  qni  nous  a été  fournie  par 
les  équations  (i  731  et  (174) , page  33o  ,'il  ne  faudra  pas  se 
Uorncr  i llijpotlièse  de  jr  fonction  de  x;  niais  en  supposant 
ensuite  x fonction  dé  jr,  on  cherchera  Ies<solutiont  parti— 

‘ culiëres  qui  peuvent  être  données  en  égalant  à eéro'  la  va- 
leur de 

«Ir*  ' ■ ' 

Une  solution  particulière  opérant  la  destruction  mutuelle 
des  termes  de  l’équation  diSéreritielle  è laquelle  elle  appàr-‘ 
tient,  n’en  est  qu^un  facteur  qu’on' peut  mettre  en  évi- 
' dence  a l’aide  d’une  tiaitsformalion.  Nous  avons  vu  , par 
• exemple , que  x*  -f-  — - a*  =3  o était  la  solution  particu- 
lière de  l’équatiop  ■ 

'(xdx+jr<^y)>.— , (95); 

SI  nous  faisons  x*  -f-  — a’  = **,  nous  aurons 

a * ' V 

. -4- y^d^  ==  ;sd*; 

subrtltuaqt  œs  valeurs  datas  l’ équation  (aS) , elle  deviendra 

• ■ ■ ■ ' ' Z*  (dx’--4/’)=:  0/  *■  ' . ^ 

• ■ ' î '■  ^ ^ *' 

ce  qui  montre  qu’effectivement  la  sôlution  particulière  re- 
présentée par  t'  est  un  focteur  commun  de  la  proposée. 

Une  antre  propriété  des  solutions.particttIières  est  de  faire 
devenir  inKoi  le  facteur  qui  rend  la  proposée  u.né  diOërenr 
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iielle  exacte.  Four  le  démontrer,  nous  mettrons  l’intégrale 
complète  sous  cette  forme  u = constante.  Une  valeur  qui 
satisferait  à , cette  équation  devrait  donc  donner  du  q=  o, 
parce  que  la  difiiérentielle  d’iine  constante' est  nulle.  Réci- 
proquement toute  valeur  qui  ne  satisfait  pas  à U^constante 
ne  peut  donner  d«  = o ; or,  ce  dernier  ca.s  est  précisément 
celui  d’une  solution  particulière  qui  , parce  qu’elle  ne  sa- 
tisfait pas  à l’intégrale  complète^  ue  saurait  opérer  la  des- 
truction routuèlle  des  termes' dont  se  compose  sa  différen- 
tielle immédiate;  pr,  cette  différentielle  immédiate  n%st 
autre  chose  que  X (Mdx  11  faut  donc  que  la  solu- 

tion particulière  ne  puisse  rendre  égal  à zéro  le  second 
membre  de  cette  équation  : 

a \ ■-  »"• 

A (Mdx  -f-  Ndr)'  ■=  dn  ; , 

pu,  ce  qui  revient  au  même,  de  celle-ci  : 


■ x(MVsg)=^o. 


.On  tire  de  cette  équation  . - ' 

. J i.  • - • - - ' ' J'  - • ■ 

- L»-;  <■«>•• 

• • >.5  , dj:  , r,  . 

mais,  par  sa  nature,  la  solution- particulière,  quoique  no 


"rrr 


(*)  Nooi  éésigbons  ainü  la  différentielle  totale  de  u prise  en  regardant 
a-  comme  Tariable  inde'pendanle pour  ne  pas  confondre,  avec  le 

{oeSerent  différentiel  qui  suppose  que  toutes  les  autres  variables ^ 
Iross  A,  sont  regardecs'cotnme  constantes  dans  ee.tefme. 
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^ ^ ^ 9 fl  ^ 

sat^faisant  pas  à l’équation 'À  Tm  N *=  o,'  satisfit!  t 
pourtant  à céllê-ci , M 4-  N ^ = o,  c’est-à-dire  en  reiid  nul 

,1  > d*.  .,  - •. 

je  premier  meoibre.  Cela  réduit  donc  l’cqnatioa  (s6t)  à 

• . ; , ^)'  • •■  , . 

. ^ ^ QQ  . ^ 


Far  exemple,  l’équation  . • • ' • ‘ 

xdx  4-  j-dj^  s=  djr\/ x*  -f  ^ (a'j) 

devient  une  diSiérentieUe  exacte  lorsqu’on  la  multiplie  par 


J/x’4-,r’—  a‘ 


, et  donne 


+ j~tlr 

y/  X'  4*  “ '** 


dr; 


aussi  Toit-ou  que  la  solution  particulière  4 — «’=  o 

t 


rend  le  facteur  ■ 


+ fl’ 


infini. 


4 .• 


TîOTE  QUATORZIÈME  (page  ^57). 

Nouvelle  démonstration  concernant  l’intégration  des 
iquatioru  différentielles  parUeUeSi  \ 

I On  a Vu,  art.  4^4 > intégrant  l’équation 


't  1 

/ ■ 


daualaquelle  M et  N sont  des  lonctiona  de  x;  de  ^ et  de  2 , 
«n  obtient  denx  intégr|iles  ü =ç:  « et  V — A , on  avait  néce^- 
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taireipeut  o La  démonstration  de  ce  th&i  èipe  étant 

très  importante,  ^Bou's  avons  cherché  i lui  donner  le  der- 
nier degré  de  rigueur  de  la  manière  suivante:  ' 

■'  U et  V étant  dos  fonétio^is  de  , de  ^ et  de  2 , les  cons-  t 

tantes  a et  & peuvent  êi're  aussi  considéréès  comme  ^s 
i’oiictions  de  ces  niêrties  variables , en  vertu  des  équation* 

U = fl  et  V = é;  par  .conséquent,,  si. l’on  différMcie  suc- 
cessivement ces  équations , on  aura  . , , 

f ■ -U  , . . . t . , , • 

* ' (]a  = Xdx  -f*  “t*  Zdi  | 

. dé  =?:  X'dar  -4-  Tdj  + 7IAz 

, • • M - 

ces  différentielles  doivent  être  nulles,  par  là  raison, que  o. 
et  b sont  constans  ; ainsi',  lei  équations  da  = o,  dé=3  0,- 
hécessherit  celles-ci  : ' ' ' ....  * 

•<  - • r ■ .>  ■ . • , 

Xdx -t-Ydj' -f  Zd2  = q » ' ■ 

, , ,x'd*+rd^-irZ'dx=o  r."  M ‘ 

Si  dans  ces  équations,  divisées  par  dx,  on  substitue  les 
valeurs  de  d«  et  de  Ajr,  tiréeg  des  équations  ^ 

d2-|-Ndx  = o,  djr  — Mdx=o.  ..  (4)  > * 

' données  page  35i , oui  aura  ' ’ ^ 

X-t-YM  — ZN  = o,  X'-I-TM— Z'N=i:o; 

* '1  ' ’ * e i 

on  tirera  de  ces  équations  , ^ , • ' 

„ ZX'-XZ'  „_X'Y^Y'X  '■  ’ • 

^~Z'Y— ZY'’  ”^Z'y— ZY'*’ 

substituant  ces  valeurs  de  M et  de  N dans  l’équation  (i), 
on  obtiendra  i.  ' > 

d2  ,ZX'— XZ'dz,  , X'Y  — Y'X_  . . . . 
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- t Ciz  (iz  ' , ' * ■ , 

les  eoe'fficiens  ÿ tlëdiiisent  des-cquationS  (4),iiui' 

donùent  ■ ■ v . .>-,.>■ 

■ dz  ■ ' dr  -,  dz  dz  <Lr'  ' N 

-p  =M,  f6>, 

da:  da:  , dr  dac  (îr  Rf 


da: 


d/  dx  (\x 


.mettant  ces  valeurs  de  et  de  dans  l’équation  (5)  , et 
faisànt  é.vanouir  le  dénominateur,  on  trouvera 

• ’ 

- (Z'y— Zï')N— (ZX'— XZ')  4-  X'y  — Y'X  =;  O . . . (7) . 

> ».  •**  • 

M • , ' , * - * ' - *•  ' «v^  *'» 

Les  quàntilw  X,:^,  Z , qui  entrent  dans  çettc  équation,' 
ne  sont  pas  toujours  connues , puisqu’elles  ne  doivent,  être 
'.données  qu’ort  différenciant  les  équations  U — a at  V = 
Cherchons  donc  à éliminer  X,  T et  Z de  notre  résultat, 
Pour' cet  effet,  en  regardant  x comme  une 'fonction'  de  jc 
(le  ^ ndus  tirerons  des  (Quations  (2)  , ^ /'_> 

s dn  ’y  -J- '7  d*  * d*  y'_i_7'^*'  "‘ 

daf  • ' . dx  da?  dx 

dû  ' j-ydz  di'  dz 

dr  dj-’  dr"  dr^.-- 

rocttant  dans  ces  es.pces$iuns  les  valeurs  de  ^ et  de  ^ , 

données  par  l^s  écpiations  (6) , ét  tirant  tes  valeurs  de  X , 
•de  Y,  de  !Ç.'  et  de  ¥',  nous  trouverons 


sujjstituant  ces'  valeurs  d#  X » de  Y,  ‘de  X'  et  de  Y',  dans 
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Téquation  (7),  et' réduisant , nous  obtiendrons 

* • . « f ' 

'■  drt  di  da  dA  . • 

5 • !■  , dx  ~ d*' ■ ■ ^ 

Cette  éqiiatiOB  nous  opprend  que  a est  fonction ''de  b\  et  cit. 
effet } St  nous  s'vons  a Fÿ,  en  différenciant  cette  équation , 
nous  trouveroDA-.dn  ss^bàb,  d’ob  noos  tirerons 

( . da  ' , dA  da  , dè  ' ' - 

• . dï=^*di’  d^=^î?’ 

■ -,  ■ ■ 

éliminant  nous  trouverons  Fcquation  (8).  ' ' 

' ' NOTF  QUlWZlÈAlE  ( liage  408  ).'  ' • 

Théorème  et  Euler  sur  les  condilioni  hécessaires  pour  dé- 
''tetminer  tinlégrale  2.u  <Tune  fonction  o dè'.n.-, — j4na- 
logie  des  différences  aveO  les  puissances.- 

l<a  différentielle  d’une  varû|b1e  d’une  fonction  pouvant 
• être  représentée  par  l’expression  udx , dans  laquelle  u est 
One  fonction  de  x,  si  l’on  nomnae  x l’intégrale  de 'cette  ex* 

. pression , on  «ara  “ ‘ , 

= (0  ;.  , ^ ■ 

et  comprte  x,  en  vertu  4^  cette  équation,  ne  peut  être 
qu’une  fonction  de  x , si  nous  donnons  Ü x l’accroissement 
A,  nous  aurons,  par  le  théorème  dé  Taj'lorj 


, \ iPz  ' V 

^ ^ <lx  dx‘  I :i  dx^  I . a , 3 ’ 


nous  tirerons  de  là 
dz 


Z — * î 


d'x 


dx  dx'*  1 .2  ^ dx' 1 .2.'3* 


etc.  ; 

J . 

etc.  ; 


et  en  obsers’ant  qiu?  z'  — 2 n’est  autre  chose  que  la  diffé- 
rence nous  aurons  * . ,"V  ' ' ' ■ ' 


. î 


^:Q  TE 'QUINZIEME. 


■ <li".  , d‘E  A*  - d'i  - ft*  ' , ••  , . ■ 

d.r'1.2  dr’i.aS  , 

intégrant  et  regardant  k comme  une  constante  que  l’on 
peut  mettre  en  dehors  du  signe  d’intégratioQ , nous  ob- 
tiendrons •'  ■ 


> 

■ '.'A 


iz 


d*z 


d3» 


(Ir 


— — 2 -J — * ^ S -r — ^ €tC...  (3). 

1 . 2 jfcl  j:’  . ï f 2 . 3 éx^  ^ 


CeU  po«é>  Péquatton  (i)  noos  donne  , . 

. ' . . * 1 
' Il  t** 

. . , dr  d*z  du  d*z  d’u’ 

* SF  = di’  Âx^  = ï^>  ' 

roeltafit  ces  valeurs'  dans  l’éqnation  (3)^  nous  aurons  > 

y udx:^  4- 7- 2 + 77^  +.^c. 


nous  tirerons  de  cette' équation 


Y.U  : 


- fudx 


‘ k _ du 




d‘u 


i • 


1,3  dx  1.3.3  dx 


,etc.,^ 


ou  en  replaçant  (t)  la'constantë  A sous  le  signe  S,  ’ 

» .■  ( ■ . . ■ 


• XU=i, 


Ce  qui  me  dieÎKP  ici  lorsque,  coocre  l'bs:i|^e,  je  transporte  une 
contUinM  soui‘ le  signe  d’iitte'gration , c'eat  que -A  entrant  de  la  nSme 

manière  que  dans  le  développement  de  Su,  j'entreeoit  qqe  h te  ' 

“*  I . O J ■ 

treuveta  ekvé , dane  ce  développeinent',  anximétâet  pmisancea  que  le 
du  . ' 

icra  ^ . Par  coneéqnent , lorsqu  on  aura  prouve' , comme  on  va  le  faite, 

, ' f *■  * • *T 

que  le  dcvéloppemen»  de  2u  renferibe  une.  sôjte  de  termes  en  g— 
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Si,  dans  cette  équation notis  i^rcnons  pour  u.la  fonction 

1 ' du  * d’ù'  <1"m  ■ d^u  , 

d faudra  changer  ’ dî'*  ^ 

aurons,  en  faisant  passer  de  nouveau  a sous  le  signe  £ . 

• ^ 

^ du  ,1  ■ , I d*u  , ’.i  d’a 

- 9^. 1-3^  - 


1.2  da:*  , 1.2.3  dx^  ,■  . 


remplaçant  /du  par  u,  et  pour  nous  débarasser  du  diviseur  , 
qui  afiieet'e  /du,  multi  pliant  par  A'quh  nous  ferons  passer  sens 
les  signes  d’intégration,  noua  aurons  ' . . - 


du 


* _d‘u,.' 


E k’=  U S -; h 

- dx 


d^U  , 


* ■ uu»o  .M. 

S — A* — — — etc  ...  (5); 

1.'?  d*‘  ! dx®  . , . . 


cliwgeant  dans  cette  équation 'w  en  — , et  par  consé^eiit  ' 

du  d’«  d’u  dV  . < ■ , ' ' . ' . ■ . 

<ix  jx‘  ’ 3r‘  dx*  ’ obtiendrons  • ; 


d’;» , ‘du  I d*u ’ i‘  d'û’  ' ‘ .’ 

T%  * =^,.T ^ ^ ^9  2 ^1  etc. , . ..V'  • 

dx"*  ■ dx  1.2  dx^  r.2.3  dx> 


multipHanf  par  A,  qu’on  fera  passer  sous  le  signé 'Z,  ‘on 

. ... - 

dx?  dx  1.2  dx’  1.2.3  dx*  ' ' 

. . . •<  .’  • 

. J s . • ...  ^ 

Par  un  procédé  analogue , ou  obtiendra  ensuite  . ‘ ; 

, * . . . t , _ \ ^ • 

- • ' " • ' ' 1 - • a » v ' ■ * ‘ 

ASU  • 

etc.,  il  eu  r«f aller»  qoe  ce»  icrine»  «cronl  nraltipliés  Vespeclivemem  • ' 

paTA,  por  tk»,  par 'A’i  etc  c’eit-Wire  (toaneront  IfCD  I one  suite  de  ■ 
cMie  forme  ' - ' ■ 


V- 
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,11.;  '.•  • ;i5y’  * 


' dJi*  1 dx’  .1.2  dx>  . -* .4 .2;J  d*^  ■'  v:0/. 


- .7“."  T — j'*  ^ "TTi"  ^ n ^ “ns« 

dx»  d*^  *•*  <1*?  , J, 2. 3.  dâf?  ■*. 

' _ctc.  . «te.  ' , etc'^;^'  : '«itc.  ^ ' 

y ■ ■ , ’.  -.  ^ ^’ ■'■  " ' ■/'"• 

ÉcrÎTons  les  ét^ations  (4)  et  (5)  de  c^e  maot^  abr^ée,  . 

, I^,=a  j/w^i  + <e/7”«  2 JJ  4,.««‘ï 

<I«  , - d’l<  , ■ d®Ù  T«  ^ 

di  ^ ^ ^ d?'  ^ ’ «t«':-(9)- 

. _Noùs  pourroDf)  a l'ikide  de  rétpiation  (9),  i^iteiner 

. dw  ' , - , ■ i ' 

I Jt  4 de  ré^uatiou;(8X  et. obtenir  ,6e  ré^wl^t  ^J  ^ . , 

• Vv-^..  ■jav""'- 

^ lu  =;=^/i»djr  yf-  /erfucï  ej^u,  en  S jj;4%  e/»  X^iVt^ 

L’é^nation  (6),<^s  iaq^uelle  Ira  inté^g^  du  (jecond  membre 

ne'  eomitrtébo^t  qn’î  j|>^î^  du.  t|îiUè«|e  K 

.'  . . ' d’H  * . 

ensuite  à ^iiipjner  X h':  et  en  oontlneani'aiiuâ.cNB  ob- 

■’•'  i r •■  a:f  ’ ■’  .>  • - ■ , p-  . 

tiendra  ttpe  éqiiatiod  dbnt  le  premier  terme  sera  t /xdjr, 

♦ -,  * h 

et  qyii,.4tant'' une  fimction-  dek.  quaptités-jién  élimméra  a, 
du  - d’H  d*4  . , * ^ J - . . 

■ 3x"’  dx’  ” “!  3P  ■”  ’ ’ **  “®*  ™bctiQiM  numériques, 

devra  être  tie  la  ,fo;rme,  . , ‘ '/.  . \ 

^"  = r + Au  “4^8^  4 + C^  4“  + etc....  Xio). 

[Pour  détemeiii.er  les  coefficiens  Ai,  B , C,  etc.,  nous  remar- 
querons d’abordque  puisque  le  développement  (10)  eit  or—  , 

donpé  par  rappf^rt  aux  «^xpressioDs 
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^ BP  doit  rester  que  des  fonctions  numériques  dàns  ces  coef- 
ficiens  Â,  B,  C,  etc.;,  d’où  il  suit  que  ces  coefficiens  sont 
constans,  et  par  conséquent  ne  changeront  pas,  qnelle  que 
soit  la  Valeur  que  nous  donnions  à u*  supposons  dohe 
« = e*,  nous  aurons, art.  87 , , _ - _ . 


■ du  = de*=  e*dar(*).  . . (ii). 


et  par  conséquent, 


. V 


du 


d’u 


d^u 


do: 


~ = e-,  = = etc....  (12). 


di>* 


Substituant  ces  valeurs  et  celles  de  u,  dans  l’équation  (10) , 
nous  trouverons 
/ " 

Ze*  = ^ fe^àx  + Ae*  -f-  + CA*e*  -J-  etc. , , 

et  comme  la  première  des  équations  (12)  nous  donne 

fe^Ax  = U et  que  u équivaut  à c*,  p$r  hypothèse,  on  aura 

/ 

Ze*  = ^ -f-  Ae*  + Bfte*  -j-  Ch'e^  *^etc....  (i3). 

Le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se  mettre  sous 
une  autre  forme.  En  elTet,  nous  avons  trouvé,  art.  621 , que 
la  difiérence  de  était 

•Aa*  = a*  (a^*  — 1)  ; 

dans  le  cas  présent , nous  avons 


(*)  On  peut  remarquer  qne  si  dans  l’e'quation  nS,  pag«  27,  on  rem- 
place A par  sa  valeur,  lirec  de  l’c'qnaiion  -x\,  ôn  aura 


da*  = a'dx 


loea  _ 

•ôsë’ 


or , il  est  «vident  que  lor^||^e  a devient  e , cette  équation  sc  réduit  h 
, de*  = e*dx. 

Élém.  de  Cale.  diff.  34 
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) 

par  con$éqx»ep^, 


mot;p  QuiMZiàiot. 

» 

'ax  — h et  a = ‘ ’ 

Àc^  = ef  ie'^  — i)  ; 


inté^ant,  on  obtient 

e*4=2e*(e* — i); 

et  comme  c* — i est  un  facteur  cpnstatitj  nou«  pouTons  In 
mettre  en  dehors  du  signe  2,  ce  qui  nous  donnera,  en 
mettant  Iq  premier  membre  à la  pla’ce  dû  second, 

(e'^  — i)  se*  = e*, 

d’où  nous  tirerons  “ ' 

e* 

1 


2e*  = 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (i3),  e*  disparaîtra 
comme  facteur  commun  , et  en  transposant  le  premier 
terme  du  second  membre , il  restera  ' 


4 = A+Bù  + a>+etc....  (i4); 
h 


et  l’on  voit  que  les  'coefficiens  A , B , C , etc. , de  l’équa- 
tion (lo),  ne  sont  autre  chose  que  les  termes  qui  multi- 
plient les  puissances  de  h dans  le  développement  de 


e*— I A’ 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  h. 

Ce  Beau  tbéorëme  appartient  à Euler,  et,  comme  le 
montre  l’équation  (lo),  fait  dépendre  l’int^r^le  Xu  de, 
/«dx , ainsi  que  des  coeiEciens  différentiels 


du  . d’u  d^u 
di’  ,dx’’  dx»’ 


etc. 


Pour  déterminer  les  coefficiens  A,  B,  C,  D,  etc.,  cher- 
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É • • l' 

xslions  préliminairement  le  dcTeloppement  de  e*.  Poar  cela 
noHS  avons  vu , art.  87 , page  2&,  qu^on  a'j^it  ^ 

. , kx  ■ A’x’  . _ 

‘ t T + ~ + t:t.t 

et  que  \f  d’après  l’équation  24  de  la  page  27 , était  égal  à 
1^°-.  Par  conséquent,  lorsqu’on  prend  n=e,  la  constante 
. A se  réduisant  à l’unité,  l’équation  (i5)  se  change  qn 


X’ 


e- = I.  + X + — + + etc.. . . U6), 

S ' • ■ . ^ ^ 

tion  (16)  devient  ' 

e*  = I n|-A4-^';+Y^^+«tc....  (17). 


Cela  posé,  l’équation  (i4)  nous  donne,  en  faisant  évanouir 
les  dénominateurs,  et  en  transposant  e'^ — i dans  le  second 
membre , 

fc  = e*—  1 +(é*—  0 A(A+BA4-CA>  + DA3  + etc.),. 
ou  ^ ' / ■ s ■ ' 

A=(e*—  i)(i  + AA  + B^>  + C)i’4-DAt  + ete.); 

ï 

mettant  dans  ce  résultat  la  valeur  de  i,  donnée  par 
l’équation  (17),  on  aura  , ' • ' 

+ J 2.3+~5;^+*^c.^(i + A^-f-BA’+Cft'’,  etc.) 

ou,  en  exécutant  les  opérations  indiquées,  . ' ' 
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.h  Ah'-t-  W + Ch^  + D*®  + «te. 

.À^  A’  ' .-CÆ®  ‘ ■ 

Ml — t A. -t-  B “t“ “f"  etc. 

^1.2^  1.2  1.2^'1.2^ 

■ftï  ■ hi  , BA» 

■.  + itâ  +^i:3+'ï:3+"^"- 

• +_AL4.J^^»+etc 

+ 2.3.4^2.3.4T 

* •.  * ■ A*"  , , 

• . • ; _ a.3.4.5 

‘ ' . 1 -h  etc. , etc. 


Cetfe'éqnationTiyant  lieu  quel  que' soit  A',  bous  égaleroo» 
à zéro  les  coelBciens  deâ  mèn^puissances  de  A (voyez  la 
note  S*),  ce  qui  nous  fournirais  équations  ■ . 


A4-  — = 0, 

T,'  . A'  , 1 

^ + 77^  + 0-”' 


B 


:0, 


C + — 4-^  + ^ = 

^ C ' B A , I 

- ® +' 777 +773+71 73:p  ^ 

Ces  équations  nous  donneront 

A = “^’  B = 3l’  C = o,  D==--  ^ 576»  etc. 

Il 

Nous  terminerons  cette  matière  par  l’analogie  qui  existe 
entre  les  différences  et  les  puissances.  Pour  cela,  si,  dans 
; ' , du  , 

l’équation  (i6) , on  fait  x = ^/i,  on  trouvera,  en  trans- 
posant l’unité  dans  le  premier  membre, 

^A  du  A du’  A*  (b/®  A*  ' 

; (Jxi^dxM.2  ' dar^  1.2.3  ' . ^ 
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Or,  11  étant  une  fonction  de  x , l’équation  (2) , qui  a lieu 
pour  la  fonction  z de  x,  nous  donne,  on  changeant  z en  u, 

du  , d*u  A*  ' , d^M  A*  , 

<‘9)- 

En  comparant  entre  eux*  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (18)  et  (19),  on  verra  que  l’on  peut  les  déduire  l’une 
de  l’autre,  en  changeant  du’  en  d*u,  du^  en  d’o,  etc.,’  par 
conséquent,  on  pourra  écrire  ' 


t s=  e***  — I . . . (20) , 


AU 


<ÎMt 

* » ^ 
pourvu  que  dans  le  développemeut  de  e“^  . cm  transporte 

à la  caractéristique  d les  exposans  qui  affectent  les  diverses 

, du  • • . 

puissances  de  _ v. 

Sous  cette  même  condition,  on  a encore  - ' ' 

<lu, 


( Y 

i*u=\e“  — 1/  î • • (a*)- 


Pour  le  démontrer,  cherchons  le  développement  de  A"u,  et' 
commençons  par  déterminer  celui  de  A’u.  Or,  puisqu’on  a 
en  général  ' • ’ ’ 

— r*  _i_  h _i_ 
dx 


/(x  -f-  A)  =yx  + ^ A -I-  ~ -j- 


dx’  1.2  dx*  1.2.3 


4-  etc.; 


si  nous  changeons^  en  Ax,  et  que  nous  appellions  Au,  cé  que 
devient  au  lorsque  x se  change  en.x'4-  A,  nous  trouverons 

. . . , dAu  , d’Au  A’  , d’Au  A’  , , 

AU.  - AU  ou  A « = ^ A + — _ etc,(22); 

' r'  * ^ 

mais  A étant  constant , l’équation  (19)  nous  donne  par  là 
différenciation  . . - • 


»' 

t 


« 
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• , à*u , ■ h*  d<H  A*  ‘ 

dA«  = A + ^ — + ^ — + etc., 

' d'*M , , d^u  A®  d^ii  A’  > 

. •*  “ = 5i  ‘ + d?71  + d?rX5.+  “'- 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (?-2) , nous  obtien- 
drons un  développement  de  la  forme  ' • 

• d*u  A®  d^M  A’  d*M  A< 

^ ^ ~r  I "H  J 2 da:t  i .?i.3  ^ ’ , 

■ et,  en  général,  on  trouvera  par  ce  mênje  procédé,  pour 
le  premier  nxembre  de  l’équation  (21),  un  développement 
dé  cette  forme 

4-u  = ^ A-  + A A---  + B A®+«  + etc.  (23). 

^ ' t • _ ... 

Si  nouS  élevons  ensuite  ehacun  des  deux  membres  de  l’équa- 

■ t'ion  (18)  à la  puissance  n,  nous  trouverons  que  le  dévelo^ 

Y 

pement  de  — i/  est  de  la  forme  • - 

^ + A 4- A--®  + etc.^ 

et  nous  verrons  qu’il  est  identique  à celui  de  l’équatîon  (23), 
pourvu  qu’on  transporte  les  exposans  de  u à la  caractéris- 
tique. Moyennant  cette  condition,  l’équation  (21)  sera 
donc  démontrée.  ' 

^ On  peut  même  së  dispenser  de  la  remplir  en  écrivant 
ainsi  les  équations  (20)  et  (21), 

Ai£  ~ i)«,  a*m  = 0^*  — i)  U...  (24)  ; 

et  en  convenant  que  jusqu’à  là  fin  de  l’opération  indiquée 
par  IHine  des  équations  (24),  la  caractéristique  d,  séparée 
de  la  variable  qu’dle  aooompagne  toujours , sera  traitée 
comme  une  quantité  algébrique. 
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En  dFet,  supprimant  momentanément  u,  si  nous  dérelop- 


u 


pons  y.  ,e^  que  nous  mettions  ^ ^ j à la  place  de  x 

dans  l’équation  (i6),  nous  aurons,  en  transposant  Ppaité 
dans  le  premier  membre,  ■ • „ ' , v ’ 


U 


Âi"  . _ “ 1 . < 1 

^“‘^dï'^  + d^TT^  + d^  7X3 

efièctuant  ensuite  la  multiplication  indiquée  par  u dans  la 
première  des  équations  (^4)>  trouvera  , à la  fin  dé  l’opé- 
ration , ■ ' ‘ • 

du  , , ,d*u  h*  . d^u 


-h  etc.  ; 


ce  qui  est  le  développement' de  ah  [voj'ez  l’équation  (ig)]  , 
exécuté  sans  transposition  d’expoians.  Ce  que  nous  disons 

de  la  première  des  équations  (a4)  s’applique  à la. seconde. 

' 

NOTE  SEIZIÈME  (page  4i5), 

Démonstration  qui  tend  à prouver  que  la  différence  de 
deux  quantités  élevées  chacune  à une  puissance  dun 
nombre  entier  est  divisible  exactement  par  la  différence 
de  ces  quantités  non  élevées  à 'cette  puissance. 

Voici  de  quelle  manière,  dans  mes  remarques  sur  l’Al- 
gèbre,, j’ai  démontré  que  u'"  — v”'  était  divisible  exacte- 
ment par  U-—V]  on  trouve  par  la  division 

yW  ««  I y»**!—  I V 

^ . ylB— t I »/  ■ 

y — I _ y—t  ’ • ' 

les  termes  extrêmes  de  cette  équation  étant  de  même  forme, 
on  doit  avoir  encore  ' , ' 




y—  » 


. r— > 
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substituaDt  celle  vaieur  à 1»  place  du  dernier  terme  de  l’é- 
quation'précédente,  on  aura  ^ . ■■  ■ 

- ' Zün-»  - ’-n-, 

jr-^1  -r 

Celte  tranaformalion  4>ouvant  se  continuer  indéfiniment,  ‘ 
parce  que  la- fraction  qui  termine  le  développement  ést 
toujours  de  même  forme,  nous  voyons  que  '■ 

J'”— — i 

jr—t  ^ jr 


^ i 


= + J""*"-  4-  + — , 

r— I- 


et  qu’en  général,  en  écrivant  une  suite  dont  le  premier 
terine  est  et  les  autres  les  puissances  immédiatement 
inférieures ,> on  peut  s’arrêter  à un  terme  quelconque, 
pourvu  qu’on  ajoute  uiré  fraction  qui  ait  pour  numéra- 
teur ce  terme  diminué  d’une  unité,  et,^ — i pWr  dé- 
nominateur ; si  l’on  s’arrête  donc  sur  j' , la  fraction  à 
. r — I 

ajouter  sera  » d par  conséquent  vaudra  l’unité.  On 

aura  donc  alors  . , ^ , 

n I ■ • ' 

^ 37iT7=>"“‘+^'r‘+rr'--'  +.T+I,. 

et.en  qiultipliant  le,  premier  membre  de  cette  équation  par 
—,  et  le  second  par  v"~’,  qui  a la  même  valeur,  on  obtiendra 


^in 


, ‘y'- 


pm— J^Bï— 1 ^ -a  ^ 3 

...■+■  + V""-'  ; 


Ëiisant  yy=u,  cette  équation  deviendra 


:=  u»‘“V  + .';T  ^ ^ i/”*—*. 
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NOTE  DIX-SEPTIÈME,  page  477. 

• • - > 
Démonstration  par  le  Calcul  des  différences  de  la  règle 

d Euler,  pour  f-amener  un  problème  de  maxima  oü  der 
minima  relatifs',  à un  problème  de  maxima  ou  de  mi-, 
nima  absolus.  - . » . ' - 


Lorsqu’un  problème  de  maxima  ou  de  minima  relatifs  a* 
été  réduit  & ces  conditions 

«r/Udx=to,.  J'/Vdx=o...  (i),  ’ 

et  que  dans  l’hypothèse  oii  les  variations  se  trouvant, per-' 
pendiculaires  à l’axe  des  x , les  intégrales  sont  prises  entre 
deux-  limites,  on  peut  regarder  les  premiers  membres  de 
ces  équations  comme  provenant  de  ces  deux  fonctions  aux 
différences  finies, 


asUax,  asVax,  ....  (2), 

qui , dans  le  cas  de  la  limite,  sé  réduisant  aux  premiersr 
membres  . des  équations  (i),  en  changéant  A en  et  .£ 
en  /.  . , , V ■ 

Si , en  vertu  du  théorème  démontré  dans  la  note  de 
l’art.  589,  page  434 1 on  transpose  les  signes,  les  expres- 
sions comprises  sous  le  n°  a , deviendront  ' V . 

» 

S(aüax)  , s(aVat)...  (3)-, 

•a  ^ 

faisons  , pour  simplifier , 


aU  = H et  aV  z=z  V,  ' 
les  fonctions  (3)  deviendront- 

SuAX,  Si^Ax; 

et  en  regardant  u^x  comme  un  rectangle  ^nt  u serait  la  hau- 


r 


1 r I,  < 
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teur  et  SJc  la  base,  l’èipression  ^uix  rej»^éseqtera,  fig.  127» 
la  suite  de  rectangles,  mp',  m'p",  m"p",  m"p'^,  etc.-,  de 
sorte  que,  si  nous  faisoDS 

p.jj"==AXj,  p7'*===^*»  + 

pm=u,  p'ni'-=..u,,  p"m"=.Uty  p^m"—U3  4'Cte., 
nous  aurons  # . . • - ’ 

^ SuAx  = wAx  + «lAX,  ■+  M.AXa  -1-  U3AXS  + etc. ...  (4)  ; 

l’autre  intégrale  représentée  par  la  somme  des  rectangles 
np',,  n'p",  np",  n”p‘’,  .etc. , nous  donnera  pareillement 

‘ 2wa:f  ==  t'Ax  -f-  r,AJ?',  -f-  + V3\x%  -f-  etc..  . . (5). 

^ Cela  posé , $i  l’on  nompie 

Au  la  difiërence  u,  — a, 

, Aa,  la  diSëreoce  , a,  — a, , ; 

.•  AU,  la  difiërence  U3  — û,, 

etc.,  etc.,  etc., 

• AV  la  diffiérei|pe  o,  — o, 

• * ■ • Ai»,  la  difiërence 

■ ' At>»  la  difiërence.  *'3—*», 

' . I , etc.,  etc.,  . etc., 

ôn  trouvera  ’ * . . ' 

a,  = U,  Au,  a -f-  Au  A (u  ■4“  Au)  ~ u -4*  2Au  A*u, 
U3  = U, -4- AU,  = B 4- 3ab 3a*u  + a’u,' 
etc>,  ' *elc. , etc, 

. u,  r=  i»  4-  Ai», 

I»,  = V 47  2A0  4"  . 

• ' • i»s  = V 4“  3av  4"  3a*v -f*  ***'t  ' 

■ - ' . ‘ etc.,  etc.  ; 

en  substituant  «fia  valeurs  dans  les  équations  (3)  et  (4) , on 
obtiendra  * 
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2 MAX  = MAX  4-  (m  + Am)  AX,  + (m  4-  2 AM  + A’m)  AXj 
4-  (m  4-  3am  +j3A’M  + a’m)  ax3  4-  etc. , 

2fAx  = fax  + (f  4-  af)  Ax,  4-  (>'  + 2'^*'  + 

4-  (f  4-  3af  4-  3a*f  4-  a’f)  axs  4-  etc.  ; 

rassemblant  les  termes  analogncs,  on  trouvera 

•2mAx  = (ax  4“  4^etc.)  M ■] 

X 4"  (^t  4^  4”  ^2:3  4“  etc.)  am  . 

^ 4-  termes  en  ^'Uj  en  i?u  , etc.  J 

ZfAx  = (ax  4-  Ax,  4-  AX»  4"  etc.)  F ) 

4- (ax,  4- AX»  4 AX3  4- etc.)  Af 
4-  termes  en  A“f,  en  a’f,  etc.  J 


(5), 


(6); 


désignant  par  X et  par  X'ies  termes  entre  les  parenthèses, 
gui  multiplient  u et, F,  les  équations  (5)  et  (6)  deviendront 

2uAx  = Xm  4"  X'am  4-  termes  en  a’m  , en  a’m  , etc....  (7) , 
2fAx  = Xf  4-  X'af  4-  termes  en  a’f  , en  a’f  , etc. ...  (8) . 


On  peut  éliminer  le  teroi^  ea  X entre  ces  équations , en 
multipliant  la  première»  par  f et  la  ..seconde  par  u,  et 
prenant  la  difierence,  on  aura  ‘ 


rt.  . * 


m2fax— f2max=X'(maf — v\u)-\-termes  en  a’f,  en  A“a,  etc.; 

passant  aux  limites,  on  supprimera  ,les  termes  qui  con- 
tiennent les  difiërences  des  ordres  supérieurs  au  premier, 
et  cette  équation  se  réduira  à ' ' * . . 

ufvix  — vf  udx  = X'  (MdF  — FdM)  ; 

et*  comnte  par  hypothèse  les  intégrales  <jpii  composent  le 
premier  membre  sont  nulles,  eo  vertu  des  équations  (i)  dans 
lesquelles  on  transposerait  les  signes  et  /,  il  notera 

, ^ _ ■ X'  (udF  — Vdn)  = 0,  - jÇ»'.  ' 

supprimant  le  facteur  commaii  X',  on  aura 

^ adF — Fd«  '=  O , 


A 
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éq^tion  qui  donne  • 

. - _ dv . d«  . • 

V U ~~  ' 

intégrant,. il  vient  [ 

logt»  — log  M + coMtftame  = O ; 

et, 'en  >epresentai#  la  constante  par  log  n , on  a • 

• , logt'  — log«  + logn=:o;  , ■ , . 

et,  par  la  propriété  des  logarithmes',  cette  équation  se  ré- 
duit à',.- 

^og - + log  ” = o; 


passant  aux  nombres,  on  obtient 


d’où  l’on  tire 


- + n==o,-  • 


P -4*  nn  =■  O ; 


. remettant  à la  place  de  v et  de  u les  'vsU'iations  AV  et  AU, 
qui  seront  devenues- /V  et  W,  on  aura  • ' 

. ’ . • ^'V-j-^U  = o.- 

V 

Multipliant  par  dàr  et  intégrant,  on  aura  . ' — ' 
/^Vdjr+/n/üdx  = o;  . ' ’ 

et,  en  transposant  les  signes,  on  obtlen^a 

//Vda:  + nJ/üdx=o,  . ' 

expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  , . ‘ 

(V  »f-  isü)  da;  = o-  . . . 

Ce  qui  est  l’équation ■91  (art' 6a3)i 

fin;^ 
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